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Vorwort

Liebe Schilerinnen, liebe Schiiler,
liebe Kolleginnen, liebe Kollegen,

in diesem Prifungsbuch Abiturpriifung Mathematik Technik FOS/BOS Bayern 13. Klasse 2021
sind die zentral gestellten Original-Priifungen der letzten Jahren nach LehrplanPLUS zusammengestellt
worden. Dazu gibt es schiilergerechte, lehrplankonforme und ausfiihrliche Losungen, die fiir den Schiiler
leicht verstandlich und nachvollziehbar erstellt worden sind.

Das Prifungsvorbereitungsbuch ist eine ideale Unterstiitzung wahrend der Abschlussklasse und dient
zur Vorbereitung auf eine erfolgreiche Abschlussprifung.

Hinweise

Die Abschlusspriifung 2021 findet nach Vorgaben des Bayerischen Staatsministeriums fiir Unterricht
und Kultus am 21.05.2021 statt und dauert 180 Minuten. (Stand 01.09.2020) Als Hilfsmittel ist ein
nichtprogrammierbarer elektronischer Taschenrechner und die Merkhilfe zugelassen.

Neuerungen - Immer auf dem aktuellen Stand sein

Sie finden im Ubungstaiel der Reihenfolge nach Analysis Kuvendiskussion, Analysis Kurvendiskussi-
on/Rotation, Rotation um die x-Achse, Rotation um die y-Achse und letztendlich Differentialrechnung.
Im Stochastik-Ubungsteil haben wir Ihnen die Priifungsjahrgange 2016 - 2019 aus FOS 12 Mathematik
Nichttechnik zusammengestellt, sodass Ihnen eine groBe Anzahl an Ubungsaufgaben mit gewohnt
ausfiihrlichen Losungen vorliegen.

Im Anschluss finden Sie unsere Musterpriifungen.

Tipps

Fangen Sie rechtzeitig mit den Vorbereitungen auf die Abschlusspriifung an und arbeiten Sie kontinu-
ierlich alte Priifungen durch. Wiederholen Sie die einzelnen Priifungen mehrmals, um die notwendige
Sicherheit zu erlangen. Zur Lernkontrolle konnen Sie den Priifungsplaner im Innenteil dieses Priifungs-
vorbereitungsbuch verwenden.

Uben Sie also, so oft Sie kénnen.

Notenschliissel
Der Notenschliissel wird vom Bayerischen Staatsministerium fiir Unterricht und Kultus festgelegt. In
der folgenden Tabelle finden Sie den Notenschliissel.
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Notenschliissel Impressum wuwwlern-verog.de
Note Punkte Bewertungseinheiten lern.de Bildungsgesellschaft mbH
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Operatoren

Operatoren sind bestimmte Handlungsanweisungen, die sicherstellen, dass bei bestimmten Aufgabenstellungen
stets das Gleiche verstanden und umgesetzt wird. In der folgenden Tabelle haben wir Ihnen die gangigsten
Operatoren aufgelistet und die entsprechende Bedeutung dazu hingeschrieben.

Operator ‘ Bedeutung fiir den Lésungsansatz

berechnen Sie Sie berechnen das Ergebnis und die Lésungswege miissen nachvollziehbar
und vollstandig sein.

bestimmen bzw. ermitteln Sie | Sie berechnen das Ergebnis oder beschreiben das Ergebnis durch die in der
Angabe vorhandenen Informationen.

begriinden Sie Sie begriinden durch die Informationen in der Angabe ihr Ergebnis und
bestatigen durch Herleitungen lhre Schlussfolgerungen.

beweisen, zeigen Sie Das Ergebnis wird im gegebenen Sachverhalt bewiesen, eventuell auch durch
eine Herleitung.

entscheiden Sie Es werden mehrere Alternativen angeben, und Sie entscheiden sich fiir eine.

erlautern Sie Sie geben die wesentlichen Merkmale des Sachverhalts anhand von Beispielen
wieder.
interpretieren Sie Sie analysieren die wesentlichen Merkmale des Sachverhalts wieder und

interpretieren diese.

nennen Sie, geben Sie an Sie nennen Fakten oder Sachverhalten ohne diese wiederzugeben.

prifen Sie ‘ Sie priifen den gegebenen Sachverhalt auf Wahrheit.

untersuchen Sie Sie untersuchen den Sachverhalt, berechnen ein Ergebnis und arbeiten
Merkmale heraus.

skizzieren Sie ‘ Sie stellen den Sachverhalt vereinfacht und ibersichtlich dar.

zeichnen Sie ‘ Sie erstellen eine exakte grafische Darstellung des Sachverhaltes.

Hinweis zur Priifung 2021

Sonderregelung fiir die Abiturpriifung 2021 an der FOSBOS:
Nicht prifungsrelevant:

» Aus LB 3: berechnen uneigentliche Integrale 1. und 2.Art, um damit MaB-
zahlen der Flacheninhalte von Flachen zu ermitteln, die in x-oder y-Richtung
unbegrenzt sind

s Aus LB 8: bestimmen fiir kombinatorische Problemstellungen die Anzahl der
Belegungsmoglichkeiten fiir ein k-Tupel mithilfe des allgemeinen Zahlprinzips.

O Damit erschlieBen sie sich unter anderem die Anzahl der Moglichkeiten fiir die
Bildung eines Passworts
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Symmetrie
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Symmetrie

Fiir das Symmetrieverhalten eines Graphes einer ganzrationalen Funktion f gilt folgendes:

= Achsensymmetrie zur y-Achse: f(-x) = f(x)
Das ist immer dann der Fall, wenn das Polynom nur gerade Exponenten hat.

» Punktsymmetrie zum Ursprung: f(—x) = —f(x)
Das ist immer dann der Fall, wenn das Polynom nur ungerade Exponenten hat.

In allen anderen Fallen besitzt der Graph keine Standardsymmetrie. Er kann immernoch punkt-
bzw. achsensymmetrisch sein, aber eben nicht zum Urspung bzw. zur y-Achse.

- J

Beispiel zur Achsensymmetrie:
f(x) =x*-4x>+3

f(=x) = f(x)
(—x)* = 4(x)? +3=x"-4*+3
(D)% —4(-1)22 +3 =x" -4 +3
1-x*—4-1-x>+3=x"-4x>+3
x4 +3=x"-4x*+3

(!

Somit ist der Graph G¢ von f symmetrisch zur y-Achse.
Zum selben Ergebnis kommt man, wenn man sich die Exponenten ansieht. Diese sind nur gerade (4;2;0).

Beispiel zur Punktsymmettie: e
g(x) = x3 - 3x i AV

g(—x) = —g(x)
(—x)* = 3(~x) = —(x*> - 3x
(-1)*® = 3(=1)x = (x> - 3x
(-1) - x* = 3(=1)x = —(x> - 3x
~(
~(

)
)
)
-3 +3 = —(x*-3x) RS
—(¢ = 3x) = ~(x* - 3x) ..... ..... ;_3

Somit ist der Graph G, von g punktsymmetrisch zum Ursprung.
Zum selben Ergebnis kommt man, wenn man sich die Exponenten ansieht. Diese sind nur ungerade
(3;1).

rrruy
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Extrema und Monotonieverhalten

Rechts ist das Hohenprofil eines Berges gezeigt. Der Gipfel ist dabei Gipfel
der jeweils hochste Punkt in einer Umgebung, das Tal entsprechend der
tiefste Punkt. Auf dem Weg zum Gipfel steigt der Berg zunachst an, fallt
rechts vom Gipfel zum Tal hin wieder ab und steigt rechts neben dem
Tal wieder an. Direkt am Gipfel / im Tal ist es flach, der Berg steigt
weder an, noch fallt er ab. Tal

Bei Funktionen ist der ,Gipfel” der lokale Hochpunkt und das , Tal* der lokale Tiefpunkt. Global kann
es also noch hohere bzw. tiefere Punkte geben.

( 1\

Extremstellen und Monotonie

Die erste Ableitung f’ einer Funktion f gibt Informationen iiber die Steigung des Graphen Gg:
= f’(x) > 0: die Funktion f(x) ist streng monoton steigend
= f’(x) < 0: die Funktion f(x) ist streng monoton fallend
= f'(x) = 0: die Funktion f(x) hat einen Hoch-, Tief- oder Terrassenpunkt

Gilt fiir die Steigung f'(x) = 0, liegt also haufig eine Extremstelle vor. Die Extremstellen einer
Funktion f geben die Punkte an, in denen der Graph eine waagrechte Tangente besitzt.

- J

Beispiel: f(x) = x3 + 3x?
1. Schritt: Erste Ableitung berechnen: Hochpunkt

f’(x)x = 3x% + 6x

2. Schritt: Nullstellen der ersten Ableitung
berechnen, durch Faktorisieren:

f'(x) = 3x* + 6x Gy
f'(x) =0
0 = 3x* + 6x
0=x(3x+6)
<— x1=0; xp=-2

_2 -1 Tieflunkt 1
LGl

Siehe auch grafische Darstellung: x-Werte von
Nullstellen der ersten Ableitung stimmen mit
den Extremstellen der Funktion lberein.

3. Schritt: Funktionswerte durch Einsetzen in die Funktionsgleichung ermitteln

y; =f(x1) =0*+3-02=0
o =f(x2) = (2)° +3(-2)>=-8+12=14

Die Koordinaten der Extrempunkte lauten also HOP ( —2|4) und TIP (0] 0).
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Exponentialfunktionen

e

Definition

Als Exponentialfunktionen bezeichnet man allgemein Funktionen vom Typ

f(x) =b* mitb>0;b # 1.

Dabei wird b als Basis und x als Exponent bezeichnet, der auch als Funktionsvariable anzusehen
ist.

- J

Als einfiihrendes Beispiel wird die Funktion f(x) = 2* betrachtet. Um sich den Verlauf einer Exponenti-
alfunktion zu verdeutlichen, werden verschiedene Werte flir x eingesetzt und dadurch folgender Graph
der Funktion gezeichnet.

MERKE: Unabhangig der Basis gilt b = 1, was als Anhaltspunkt fiir alle Exponentialfunktionen gilt.

W f(-2)=22= 212 = 0,25

37 f(-1) =271 = 211 ~0,5

21 A f(0)=2°=1
//1 f(1)=21=2
e f(2) = 2* = 4

Ausgehend vom Graph der Funktion f(x) = 2%, der in folgender Darstellung fett markiert ist, wird die
Funktion leicht variiert und jeweils der Verlauf des Graphen betrachtet.

Sd T - |
Variation Funktion
2 Ausgangsfunktion 2%
groBere Basis 3x
Basis zw. 0 und 1 0,65
, > negativer Exponent 27
1 2

Es zeigen sich wichtige allgemeingiiltige Tatsachen fiir Funktionen des Types b* (b > 0;b # 1):

- Der Graph verlauft stets oberhalb der x-Achse, die eine Asymptote des Graphen ist. Der Graph
verlauft stets durch den Punkt (0]1).

- Je groBer die Basis (b > 1), desto steiler verlauft der Graph.
Je groBer die Basis (0 < b < 1), desto flacher verlauft der Graph.
- Der Graph verlauft fallend, wenn

- fiir die Basis 0 < b < 1 gilt und der Exponent ein positives Vorzeichen hat (Bsp: 0,65%),
oder

- fiir die Basis b > 1 gilt und der Exponent ein negatives Vorzeichen hat (Bsp: 27).
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e

Natiirliche Exponentialfunktion

Eine Basis, die sehr haufig vorzufinden ist, ist die Eulersche Zahl e = 2,718281 .. .. Funktionen
mit dieser Basis, also der Art f(x) = e* werden speziell als e-Funktionen bezeichnet.

Die e-Funktionen spielen bei realen Vorgangen eine wichtige Rolle. Beispiele sind der radioaktive
Zerfall, die barometrische Hohenformel oder der Ladevorgang eines Kondensators.

Um Sicherheit im Umgang mit e-Funktionen zu bekommen, wird in den nachfolgenden Betrach-
tungen ausschlieBlich die Basis e verwendet.

- J

( )\

Parameter

Bisher wurde die einfache Form f(x) = b* betrachtet. Im Folgenden sollen nun zusatzliche
Parameter und deren Einfluss untersucht werden, wenn die Funktion in der Form

f(x) =a-e*t 4k

vorliegt (mit Basis e).

- J

Die Einfliisse der Parameter a, c, d und k sollen anhand einiger Beispiele gezeigt werden.
Ay

Einfluss des Parameters a fiir a - &

Der Parameter a sorgt allgemein fiir eine Streckung (|a| > 1)
oder Stauchung (|a] < 1) des Funktionsgraphen entlang der
y-Achse. Die Betragsstriche sind dabei relevant, denn wie
nebenstehend zu sehen ist, wird der Graph fiir a < 0 zudem
an der x-Achse gespiegelt.

Einfluss des Parameters c fiir e

Der Parameter ¢ bewirkt eine Stauchung (|c| > 1) oder
Streckung (|c| < 1) des Graphen entlang der x-Achse. Auch
hier muss der Betrag betrachtet werden, da fiir ¢ < 0 eine
Spiegelung entlang der y-Achse erfolgt.

x+d

Einfluss des Parameters d fiir e
Der Parameter d bewirkt eine Verschiebung nach links
(d > 0) oder rechts (d < 0) entlang der x-Achse
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Verkniipfte Funktionen
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Verkniipfte Funktionen

Im Bezug auf Exponentialfunktionen liegen oft verkniipfte Funktionen der Form
f(x) = g(x) - &'

vor, bei denen es sich bei g(x) um konstante, lineare oder quadratische Funktionen und bei h(x)
um lineare oder quadratische Funktionen handelt. Beispiele:

fi(x) = =3 f(x) = (x=1)- e f3(x) = (x=3x +1) - >

Nachfolgend sollen alle einzelnen Themen der Kurvendiskussion fiir solche verkniipften Funktionen
diskutiert werden.

Nulistellen
GemaB dem Satz vom Nullprodukt wird ein Produkt null, wenn einer der Faktoren null wird. Da der
Exponentialfunktionsterm nie gleich null wird, muss also jeweils der andere Faktor gleich null werden:

#0
~ =

f(x) =g(x) " =0 = g(x)=0

#0
—~

Beispiel: f(x)=(x*-1)-e>*™M =0 = x*-1=0 = xp,==l1

Schnitt mit der y-Achse
Wie bekannt liegt der Schnittpunkt S (0 |ys) des Funktionsgraphen mit der y-Achse bei x = 0, sodass
dies entsprechend in die Funktionsgleichung eingesetzt wird:

ys = f(0) = g(0) - "® = S(0]ys)
Beispiel: yg = f(0) = (0°-1)- %" = -' =~ 272 = S(0]-2,72)

Globalverhalten

Fir das Globalverhalten der Funktionswerte fiir x — F=oo muss beachtet werden, dass die e-Funktion
—00 —0t

=~ ~~
stets die andere Funktion dominiert. Es ist , > “= oo und ,,e *°“= 0. Die andere Funktion entscheidet
lediglich Giber das Vorzeichen des Grenzwertes, also ggf. ob dieser —oo oder +o0 ist.

—+o00 >

ex+1

——
Beispiele: x — —oco: f(x) = (x* - 1) — ,00-€ " =0 (dae-Fkt. dominiert)

— 00

——00
—_ ——
x = 000 g(x) = (-3x-4) XT3 4 o0 e = -0

Monotonie- und Kriimmungsverhalten
Die Untersuchung von Monotonie und Kriimmung des Funktionsgraphen erfolgt mithilfe der ersten und
zweiten Ableitung analog zu rationalen Funktionen:

Nullstellen und Vorzeichentabelle erste Ableitung
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= Extrempunkte und Monotonieverhalten

Nullstellen und Vorzeichentabelle zweite Ableitung

= Wendepunkte und Kriimmungsverhalten

Fir die Erstellung der Vorzeichentabelle ist es hilfreich, die jeweilige Ableitung in zwei Faktoren zu
zerlegen, und dann fiir jeden einzeln und daraus resultierend fiir deren Produkt das Vorzeichenverhalten
zu bestimmen.

In der nachfolgenden Box sind kompakt alle wichtigen Regeln fiir das Ableiten von e-Funktionen und
verknlpfte Funktionen dargestellt.

( )

Ableitungsregeln

e-Funktion allgemein: Die einfache e-Funktion abgeleitet ist die e-Funktion selbst:
(eX)/ — eX
Summenregel: Ist die Funktion eine Summe, werden alle Summanden einzeln abgeleitet.

f(x) =g(x) +h(x) = f(x)=g'(x)+h'(x)
Beispiel: f(x) = e*+3 = f'(x)=(e") +(3x) =¢ +3

Faktorregel: Ein konstanter Faktor bleibt beim Ableiten erhalten.

fx)=C-g(x) = f(x)=C-g'(x)

Beispiel:  f(x) =4 - € = f'x)=4- ( Y =4.¢

Kettenregel: Fir verkettete Funktionen ist die Ableitung der Gesamtfunktion die Ableitung
der inneren mal die Ableitung der auBeren Funktion.

f(x) =g(h(x)) = f(x)=g'(h(x)) h'(x)
Beispiel: f(x) =2 = f/(x)=e>™.(2x+4) =-=2.e>™

Produktregel: Ist die Funktion ein Produkt aus zwei einzelnen Funktionen, so gilt fiir deren
Ableitung die Produktregel in der Form

f(x) =g(x)-h(x) = f(x)=g'(x)-h(x)+gx) h'(x)
Beispiel: f(x) = (x*+3)-e* = f(x)=(*+3) e+ (x*+3)- ()
=2+ (x*+3) e =(x*+2x+3) - e

All diese Regeln kommen bei der Berechnung der Ableitung in folgendem Beispiel zum Einsatz.
Abgeleitet werden soll die Funktion f(x) = 4 - (x® 4 3x—7) - € 2! +12. Zuerst wird der Term als Summe
betrachtet, wobei ein Summand die verkettete Funktion und der andere Summand die konstante Zahl

12 ist. Nach Summenregel gilt nun:

=0
—~N =

f(x)=(4-(x®+3x=7)-e> 1 +12) = (4- (x*+3x-7) - > 4 (12)
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Logarithmen
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Logarithmen

Logarithmieren ist die Umkehrung zum Potenzieren. Zum Logarithmus gehort allgemein eine
Basis und eine entsprechende Zahl, die logarithmiert wird. Mithilfe des Logarithmus kdnnen
Gleichungen, die Exponenten enthalten aufgelost werden, da gilt:

b=y <<= x=logy(y)

Der Logarithmus hat also die selbe Basis b, wie die zugehorige Exponentialfunktion.

Da die natiirlichen Exponentialfunktionen mit der Basis e eine besondere Rolle spielen, tut dies
auch der Logarithmus zur Basis e. Er heiBt natirlicher Logarithmus und wird statt log.(x) als
In(x) bezeichnet.

Fiir das Rechnen mit Logarithmen gibt es noch einige Regeln, die beachtet werden miissen, den
Umgang aber auch erleichtern:

= fir Produkte gilt: log,(x - y) = log,(x) + log,(y)

= fir Quotienten gilt: log, <§> = log,(x) — log,(y)
y

= fiir Potenzen gilt: log, (x") = r - log,(x)

Zu beachten ist, dass das Argument eines Logarithmus stets > 0 sein muss!

Gesucht ist die Losung der Gleichung 5 = 10 - 2<*1. Die Gleichung kann zunachst umgeformt werden:

=102 | : 10

- — 2x+1

NI = o

Nun kann logarithmiert werden. Die Basis des Logarithmus ist die Basis des Exponentialterms, also 2:

S =24 log5()
1
= log, (2) = log,(2°1)
1
> Iog2<2):x+1 |-1
1
— x = log, (2) -1

Entsprechend mit dem Taschenrechner berechnet, ergibt sich als Losung der Gleichung also x = 2.
Hinweis: Durch die Anwendung des Logarithmus lassen sich auch Gleichungen des Typs e8*) = eh(x)
|6sen, da gilt:

e = |in() = gx)=h(x)
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Gebrochen-rationale Funktionen
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Definition

Eine gebrochen-rationale Funktion ist eine Funktion vom Typ

bei der es sich bei Z(x) (Zahlerterm) und N(x) (Nennerterm) um ganzrationale Funktionen
(Polynome) handelt. N(x) ist mindestens eine lineare Funktion oder N(x) muss unabhangig die
Variable x enthalten.

Z3hlergrad (ZG) und Nennergrad (NG)

Bei Zahler- und Nennergrad handelt es sich jeweils um den /G =3

hochsten Exponenten der Variable x, der im Zahler- oder @é

Nennerpolynom auftritt. Dies ist an nebenstehendem Beispiel f(X) — +3x-7

gezeigt. Zahler- und Nennergrad spielen unter anderem eine 2x8—bx + 4

Rolle bei der Ermittlung von Asymptoten oder Grenzwerten. NG = 2
Beispiel 1:

_ _ x> —x—4
Die Funktion f(x) = NN W
und Nennergrad NG = 3. Funktionen wie diese, fiir die ZG < NG gilt, werden als echt gebrochen-

rationale Funktionen bezeichnet.

ist eine gebrochen-rationale Funktion mit Zahlergrad ZG = 2

Beispiel 2:

x? +4x + 5

x+3
Nennergrad NG = 1. Funktionen wie diese, fiir die ZG > NG gilt, werden als unecht gebrochen-

rationale Funktionen bezeichnet. Eine solche kann per Polynomdivision stets in einen ganzrationalen
und einen echt gebrochen-rationalen Teil aufgeteilt werden:

Die Funktion g(x) = ist eine gebrochen-rationale Funktion mit Zahlergrad ZG = 2 und

echt gebr.rat.Teil

ganzrat. Teil —_—
(x> +4x +5) : (x+3) = il o+ i3
- (x> + 3x ) g
x +5
- (x +3)

2
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e

Ableitungsregeln

Mithilfe von Ableitungen kénnen wichtige Informationen wie beispielsweise das Monotonie-
oder Kriimmungsverhalten analysiert werden. Neben Produktregel und Kettenregel, die auch
fur viele andere Funktionstypen relevant sind, ist dabei fiir gebrochen-rationale Funktionen
zusatzlich die Quotientenregel sehr wichtig.

Kettenregel
() = g(h(x) = () =g(h(x))-h'(x)
Bsp.: f(x) = ¢ = )= (x) =2x-€°
Produktregel
f) =g(x)-h(x) = f(x)=g'(x) h(x)+gx) h(x)
Bsp.: f(x)=x-¢ = f(x) =) e +x2- (&) =2x- e +x*- &

'(x) - h(x) - b
o= 0 L g = E0I-6I =800 W)
h(x) (h(x))
e~ () -x—e - (x) x-e—¢
B f = — f, = —
wr (=5 = (Y - -
Beispiel:
2
4
Es wird erneut die Funktion f(x) = ><1——i_x3—|—5 betrachtet, fir welche die erste Ableitung gesucht ist.

f(x) = x* +4x +5

 x+3
2 4 /. (2 4 . /
f'(x) = O+ 4 +5) - (x +(i)+ :g))(z T +5) (x+3) (Ansatz Quotientenregel)
Ox + 4) - (% + 4 1
= (2x+4) - (x Jr(j)_’_ 3())(2 +4x+5) (Anwendung Quotientenregel)
2 (2
2+ Ax 4 6x + 12 (x* +4x + 5) (Zusammenfassen)
(x +3)2

X4 6x+7
BCEEE

r

Finden von Stammfunktionen

Die Stammfunktion einer gebrochen-rationalen Funktion kann grundsatzlich anhand einer der
folgenden funf Falle gefunden werden (ausfiihrliche Beispiele nachfolgend):

1. Der Funktionsterm ist von einfacher Struktur, d.h. im Nennerpolynom ist neben einem

konstanten Faktor ausschlieBlich ein x, x2, x3...

= Term ,auseinanderziehen”, kiirzen und einzeln integrieren
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Vs

Allgemeine Regeln fiir Verkniipfungen

= Vereinigungsmenge: M; U M,
enthalt alle Elemente die in M; oder M, vorkommen

» Schnittmenge: M1 N M,
enthalt alle Elemente die sowohl in M; als auch in
M, vorkommen

= Komplementmenge: M; \ My = M; N M,
enthalt Elemente aus M, die nicht auch in M,
vorkommen

= Absolutes Komplement: M
enthalt alle Elemente, die nicht in M; enthalten sind

= 1. De Morgansche Regel
Absolutes Komplement der Vereinigungsmenge:
M; N M, = M; UM,
enthalt alle Elemente, die weder in M; noch in M,
vorkommen

= 2. De Morgansche Regel
Absolutes Komplement der Schnittmenge:
ml U MQ = M]_ N M2
enthalt alle Elemente, die nicht sowohl in M; als
auch in M, vorkommen

= Symmetrische Differenzmenge:
(M; N M) U (M N M,) = (M UM,) \ (M N M)
enthalt alle Elemente, die in M; oder M, aber nicht
in beiden gleichzeitig vorkommen

@ &) ) B OIOIE
Lo}

Vereinbarkeit:
Zwei Mengen sind unvereinbar, wenn M; N M, = ().

@

- J

Da Ereignisse durch Mengen beschrieben werden, sind hier die selben Verkniipfungen giiltig.
Beispiel
Fir den Wiirfelwurf und die Ereignisse E;: ,,Es wird eine 1 oder 2 gewiirfelt.” und E,: ,,Es wird eine 2

oder 3 gewiirfelt”, ergeben sich folgende Verkniipfungen:
Es =E; UEy, ={1,2,3}: ,Es wird eine 1, 2 oder 3 gewiirfelt."

E, = E; NEy = {2} : ,,Es wird eine 2 gewirfelt" Es =E; \ E; = {1} : ,,Es wird eine 1 gewdirfelt"
E;=E.NE;=E UE,={3,4,5,6}U{1,4,56} ={1,3,5,6}
Es=E,UE, =E,NE, = {3,4,5,6} N {1,4,5,6} = {4,5,6}

Die Ereignisse E; und E; sind vereinbar, da E; N E, = {2} # .
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Vierfeldertafel

Ein wichtiges Hilfsmittel um Zusammenhange zwischen den Wahrscheinlichkeiten zweier Ereignisse
herzustellen, ist die Vierfeldertafel:

( )

Vierfeldertafel

Betrachtet werden die Wahrscheinlichkeiten zweier Ereignisse E; und E;, sowie deren Verknlip-
fungen. In der Vierfeldertafel werden diese wie folgt dargestellt:

E; E; Summe
E, P(E1 NEy) P(E; NEy) P(E>)
E, P(E; NEy) P(E; NEy) P(E>)
Summe P(E;) P(E;) 1

Der Eintrag in das Feld ,Summe" ergibt sich dabei jeweils als Summe der beiden Wahrschein-
lichkeiten die links (Zeile) oder dariiber (Spalte) liegen.

Beispiel

Eine Schulklasse mit 24 Schilern und Schiilerinnen sind 10 Englischprofis, 18 Matheprofis und 3
schlecht in beiden Fachern. Fiir einen zufallig ausgewahlten Schiiler werden folgende Ereignisse mit
entsprechenden Gegenereignissen betrachtet:

E : Der Schiiler ist Englischprofi Der Schiiler ist kein Englischprofi

E:
M : Der Schiiler ist Matheprofi M : Der Schiiler ist kein Matheprofi

Aus den Zahlen der Angabe lasst sich ein Baumdiagramm erstellen.

24
6
24

P{EM}) = 5

10

24

P{EM}) = 35

«

14

24 18

P({EM}) =

o

({EM}) = 35

Diese Wahrscheinlichkeiten werden dann an passender Stelle in die Vierfeldertafel eingetragen.

E E Summe
10 18 3 M %
P(E) = —: P(M)=—; PIMNE) = — M 3
B) =5 PM =5 PMNEB=7 M 24
Summe % 1

Die restlichen Eintrage der Vierfeldertafel ergeben sich dann jeweils so, dass die Summen in Zeilen und
Spalten jeweils korrekt sind. Zunachst sind dies hier also die fett gedruckten Eintrage und dann alle
anderen.




Binomialverteilung
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Anhand des nachfolgenden Szenarios soll Ihnen die Bedeutung der Binomialverteilung und die zugehorigen

Aufgabentypen gezeigt werden.

r

Beispiel

Die Menschen leben immer gesundheitsbewusster und verzichten teilweise auf tierische Pro-
dukte in der Erndhrung. Die Gastronomiebranche reagiert darauf, indem viele Restaurants ihre
Speisekarten umstellen und nun auch vegetarische Gerichte anbieten.

In einem Restaurant werden nun jeweils Gaste nach ihren Essgewohnheiten beurteilt. Hierbei ist
davon auszugehen, dass 20 Prozent der Besucher ein vegetarisches Gericht bestellen werden.

Bedeutung der Binomialverteilung anhand von Beispielen

Folgende Beispiele werden als Ereignisse E, betrachtet:

E;: ,Der nachste Gast bestellt ein vegetarisches Gericht."
Die Wahrscheinlichkeit dafiir ergibt sich aus den Angaben zu
P(E1) = p = 0,2. Die Situation entspricht dem nebenstehenden
Baumdiagramm. Dabei steht der Buchstabe ,V* fiir ein vegeta-
risches Gericht, der Buchstabe ,,N* fiir ein nicht vegetarisches
Gericht.

E,: ,Genau die ersten zwei der nachsten fiinf Gaste be-
stellen ein vegetarisches Gericht."

Ein Baumdiagramm héatte nun schon finf Stufen! Obwohl dies
zwar aufwandig, aber noch moglich ware, scheidet die Moglich-
keit komplett aus, wenn man 50 oder 100 Gaste befragt, denn
dann brauchte man ein 50- oder 100-stufiges Baumdiagramm.
Stattdessen tiberlegt man sich, welchem Pfad man theoretisch
folgen wiirde:

Die Einzelwahrscheinlichkeit fiir den ersten Gast (vegetarisch)
betragt p = 0,2, die fiir den zweiten (vegetarisch) ebenfalls
p = 0,2, die fir den dritten und alle weiteren (nicht vegetarisch)
(1-p) = 0,8. Die Gesamtwahrscheinlichkeit ergibt sich durch
Multiplikation:

E;: ,Von den nachsten fiinf Gasten bestellen genau zwei
aufeinanderfolgende Gaste ein vegetarisches Essen.”

Die eigentliche Wahrscheinlichkeit, dass zwei aus finf sich ein
vegetarisches Essen bestellen stimmt mit der von E; (iberein,
ABER es missen zusatzlich die moglichen Kombinationen
beachtet werden. Fiir zwei vegetarische Essen (V) die direkt
aufeinanderfolgen sollen und drei nicht vegetarische (N) Essen
ergeben sich folgende Kombinationen:

Darstellung als Baumdia-

-
©

gramm

0,8
O<0,2

P(E;) =0,2-0,2-0,8-0,8-0,8
=0,2°.0,83
=0,02048

Maogliche Kombinationen
1. VVNNN 2. NVVNN
3. NNVVN 4. NNNVV

Es gibt 4 Kombinationen, wes-
halb fiir die Wahrscheinlichkeit

gilt:

P(Es) = 0,22-0,8-4 = 0,08192
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Aufgabe 1 - Kurvendiskussion: FOS13 MT 2012, Al 2
Themen: Extrempunkte, Stammfunktion

X

mit der Definitionsmenge D, = R{.

4 Gegeben ist weiter die Funktion g: x — o

4.1  Ermitteln Sie die Koordinaten und die Art der Extrempunkte des Graphen von g.

2_ X
Teilergebnis: g'(x) = e 7 BE
2exy/ex—1
1
4.2 Zeigen Sie, dass fur x > 0 folgende Beziehung fur g(x) erfullt ist: g(x) = ——— — g’(x), und
g g g fiir g(x) g(x) = T g'(x)
ermitteln Sie damit eine Stammfunktion von g.

@
c )
()
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Losungsvorschlag A1 Kurvendiskussion: FOS13 MT 2012, Al 2

1 Gegeben ist die Funktion g(x) = ~——— mit Dy = R¢
eX
1.1 Mithilfe von Quotienten- und Kettenregel wird die erste Ableitung bestimmt.

Ermitteln der ersten Ableitung

(Ansatz Quotientenregel)

(Ansatz Kettenregel)

= IR AV Y - ( )
= = Anwendung und Kiirzen

S (e)2

i L e ex—1

;-'2". 2v/ex-1

= (Erweitern des Bruchs)

(Ausmultiplizieren)

e—-2(e*-1
= ( ) (Zusammenfassen)
285y ex -1
2—¢*
= - - (Zur Kontrolle angegeben)
2e*y/ex -1

Koordinaten und Art der Extrempunkte

Die Nullstellen der ersten Ableitung sind die moglichen Extremstellen der Funktion g(x). Fir
die Nullstellen der ersten Ableitung muss der Zahlerterm der ersten Ableitung den Wert Null
annehmen. Es gilt also

gx)=0 <= 2-&=0 <<= 2=¢& << x=1In(2)
Das Vorzeichen des Zahlerterms entscheidet auBerdem (iber das Vorzeichen der Ableitung. Mit
der eben bestimmten Nullstelle des Zahlerterms gilt dann:
x<In(2) <= 2-&>0 <<= ¢g'(x)>0
x>1In2) < 2-&<0 <+« ¢g'(x)<0
Unter Beriicksichtigung des Definitionsbereichs ist der Graph der Funktion also streng monoton

steigend im Intervall [0; In(2)] und streng monoton fallend in [In(2); oo[. Somit liegt bei x = In(2)
ein Hochpunkt vor. Es wird noch der Funktionswert an dieser Stelle bestimmt.

Ven@ -1 2-1 1

g(ln(2)) = eln(2) 2 5

Damit existiert der Hochpunkt HOP ( In(2) ‘ %) Da der Graph der Funktion in [0; In(2)] fallt

und stetig ist, muss zusatzlich ein Randminimum bei x = 0 existieren.

_ ved-1 _ @ _

0
e 1

g(0)
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Aufgabe 9 - Kurvendiskussion/Rotation: FOS13 MT 2014, Al 2
Themen: Grenzwert, Monotonie, Extrempunkte, Rotationsvolumen

1.0 Gegeben ist nun die Funktion g: x — 4 - \/x - e 2% mit der Definitionsmenge D, = R{.
1.1  Ermitteln Sie das Verhalten von g(x) fir x — +oc.

1.2 Bestimmen Sie das Monotonieverhalten und die Koordinaten der Extrempunkte des

Graphen von g.

1.3 Der Graph von g, die x — Achse und die Gerade mit der Gleichung x = 4 schlieBen eine Flache A
ein. Bei der Rotation der Flache A um die x — Achse entsteht ein Rotationskorper. Berechnen
Sie die MaBzahl des Volumeninhalts dieses Rotationskorpers.

@
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[193sSung

Losungsvorschlag A9 Kurvendiskussion/Rotation: FOS13 MT 2014, Al 2

1.0  Gegeben ist nun die Funktion g: x +— 4 - /x - e 2% mit der Definitionsmenge Dy = R{.

1.1 Es wird das Verhalten der Funktion im Unendlichen betrachtet.

—00
—

4. \/x
1
e2”
~—~—
— 00

x — 001 g(x) =4 x-e =

— 0 (da e-Fkt. dominiert)

1.2 Es wird zunachst mithilfe von Produkt- und Kettenregel die erste Ableitung der Funktion
bestimmt.

Ermitteln der ersten Ableitung

g(x):4.\/;.e-%x

g'(x)=4- {(\/;()' e Vx (e_%x)'} (Ansatz Produktregel)
1 1y

— 4. [2\/)_( . e—%x + VX e—%x . (—2x> ] (Ansatz Kettenregel)

—4 1 “3X 44 VX -3 ( 1) A d

— N e X-e > (Anwendung)
2 1 1

= e *-2/x e 2% ((e72*) Ausklammern)
X

2

— e 3%, <\/§—2\/>_<> ((j;() Ausklammern)
2

= Z e (1-x) (Mit D = ]0; oo[)

Monotonieverhalten und Koordinaten der Extrempunkte

_1
Da sowohl die Wurzel im Nennerterm des Bruchs, als auch e 2% fiir x € Dy positive Werte
annehmen, hangt das Vorzeichen der ersten Ableitung vom Ausdruck in der Klammer ab. Dabei
handelt es sich um den Term einer linearen Funktion (siehe Skizze):

Skizze

gx)>0 <= (I-x)>0 <<= 0<x<l1 L
gx)<0 <= (1-x)<0 <= 1<x
Somit ist der Graph G, im Intervall [0; 1] streng monoton steigend und in [1; oo streng monoton
fallend.
Aus dem Monotonieverhalten folgt, dass ein Maximum bei x = 1 liegt. Gleichzeitig liegt ein

Randminimum am linken Rand des Definitionsbereichs bei x = 0. Fir die Funktionswerte an
diesen Stellen gilt:

g(1):4-\/i-e‘%'1:4-e‘%:i
g(0)=4-v0-e2°=0

Damit ergeben sich die Koordinaten der Extrempunkte zu TIP(0]0) und HOP (1 ig ).
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Um das Volumen des Rotationskorpers zu berechnen wird folgende Formel verwendet. Um das
Integral zu 16sen wird dabei partiell integriert.

(Hinweis: Integral des Typs ,, Abrdumer”; durch mehrmaliges partielles Integrieren verschwindet im
Integral das Polynom als Faktor)

4

V=m- f(g(x))zdx =T- f (4 . \/i-e‘%x)zdx =T -f16x e ¥dx = 167 - fx - e Xdx
0 0 0 0

- 167 ([x | (—e-X>dx> = 16m- (- (- - [e7T5)

= 16m- (—4e‘4 +0-e°- (e‘4 - e‘o)) =16m- (-4e*-e* +1)
= 161 - (1-5¢*) [VE] ~ 45,66 [VE]

@
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Aufgabe 10 - Kurvendiskussion/Rotation: FOS13 MT 2016, All 3
Themen: Extrempunkte, Graphische Darstellung, Rotationsvolumen

1.0

1.1

1.2

Gegeben ist nun die Funktion h: x — 5x - € mit Dy, = ]-o00; 0].

Bestimmen Sie die Art und die Koordinaten der Extrempunkte des Graphen von h. Zeichnen Sie

den Graphen fir -3 <x <0 (1LE = 2cm).

Bei der Rotation des Graphen von h um die x-Achse entsteht ein unendlich ausgedehnter
Drehkorper.

Berechnen Sie die MaBzahl seines Volumens. 7 BE
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Losungsvorschlag A10 Kurvendiskussion/Rotation: FOS13 MT 2016, All 3

1.0

1.1

Gegeben ist die Funktion h: x — 5x - € mit D, = ]-o0; 0].

Ermitteln der ersten Ableitung
Mithilfe der Produktregel wird die erste Ableitung der Funktion berechnet:

h(x) = 5x - e**

h'(x) = {(5X)/ -e¥ 4 5x - (e2x)'] (Ansatz Produktregel)
=5-e* +5x-e>.2 (Anwendung und (5¢*) Ausklammern)
= 5> - (1 + 2x)

Art und Koordinaten der Extrempunkte
Die Nullstellen der ersten Ableitung entsprechen moglichen Extremstellen der Funktion. Da die
Exponentialfunktion nie Null wird, gilt:

h(x)=0 <= 14+2x=0 <<= x=-—

Da der Exponentialterm stets positiv ist, entspricht das Vorzeichen der Ableitung dem Vorzeichen
des Terms (1 —2x). Dabei handelt es sich um eine lineare Funktion (siehe Skizze), sodass gilt:

Skizze
1
X<— &= h'(x) <0
1
X>-5 h'(x) >0

Unter Beachtung des Definitionsbereichs ist der Graph von h(x) somit streng monoton fallend im

Intervall ]—oo; —%] und streng monoton wachsend im Intervall [—%; O}. Damit liegt bei x = —%

ein Minimum vor. Da die Funktion in [—%; O} wachsend ist, liegt auBerdem ein Randmaximum
bei x = 0 vor. Durch Einsetzen werden die zugehdrigen Funktionswerte bestimmt:

()5 (32313

Es liegt ein lokales Minimum TIP ( - % ’ - é) und ein Randmaximum HOP (0| 0) auf dem Rand

2e

Vor.

Graphische Darstellung
Zum Zeichnen wird zunachst eine Wertetabelle aufgestellt:

x -3 -2 -1,5 -1 -0,5 0
h(x) | -0,04 -0,18 0,37 -0,68 0,92 0

Grafische Darstellung:

@
C )
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Gh

1.2 Fir das Rotationsvolumen gilt:

0 0
k—-oco:V=m- f(h(x))zdx =25-7- sz - e*"dx
k k

Das Integral wird dabei zunachst unbestimmt gelost. Dazu wird partiell integriert.

(Hinwesis: Integral des Typs ,, Abrdumer”; durch mehrmaliges partielles Integrieren verschwindet im
Integral das Polynom als Faktor)

[19as3ungp

Eingesetzt gilt fiir das Integral:

1 1 1 1
fxz ce¥dx = Ze“" — j Ze4x - 2xdx = Ze"" N 5 e™ . xdx

Erneut wird partiell integriert:

u=x u'=1
1
/I A4x — —afx
vVi=e v 4e
Fir das Integral folgt:
1
fx2 cePdx = e . X2 - 5 e™ . xdx
1 1/1 1
— _e4x X2—§ <Ze4x X_Zfe4xdx>
o 1 4x 2 1 4x 1 4x
= 4e X 8e X + 5 4e
1e4" < 1 n 1)
4 2 8

Damit kann der Wert des Rotationsvolumen bestimmt werden.

0 1 1 1\1°
k—>—oo:vzzs-n.fXZ.e“'de:zs-n- {—e‘lx- (xz——x—l-—)]
; 4 2 K
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Aufgabe 11 - Kurvendiskussion/Rotation: FOS13 MT 2017, All 2
Themen: Nullstelle, Grenzwert, Rotationsvolumen

1.0  Gegeben ist weiter die Funktion h: x — mit der Definitionsmenge D, = Ry .

x? +
1.1  Ermitteln Sie die Nullstelle von h und das Verhalten von h(x) fiir x — +o0.

1.2 Der Graph von h, die x-Achse und die Gerade mit der Gleichung x = 3 schlieBen eine Flache A
ein. Bei der Rotation der Flache A um die x-Achse entsteht ein Rotationskérper. Berechnen Sie
die MaBzahl des Volumens des Rotationskorpers.

[19as3ungp
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Losungsvorschlag A1l Kurvendiskussion/Rotation: FOS13 MT 2017, All 2

4y%

x2 +

1.0 Gegeben ist die Funktion h(x) = mit Definitionsmenge D, = Ry .

1.1 Nulistelle
Die Nullstelle der Funktion stimmt mit der Nullstelle des Zahlerterms lberein, die direkt zu
x =0 abgelesen werden kann, da v/0 = 0.

Verhalten fiir x — +oc0

—00
=

4 Vx

X — 0! h(X) = )(2——|—3 —0 (da NG>ZG)

— 00

1.2 Die Integrationsgrenzen ergeben sich aus der Nullstelle bei x = 0 und der gegebenen Gerade bei g
x = 3. Fir das Rotationsvolumen gilt dann: 2
=)
1)
3 3 3 ]
16x X =)
V=n|(h(x)Pdx=n| ————gdx =161 | ———d
!( (x))dx E)[(x2+3)2x 0f(x2+3)2X
Zur Losung des Integrals wird folgende Substitution verwendet:
d d
7=x243 = Lo = dx=
dx 2x

Das Integral wird nun zunachst unbestimmt gelost:

X xdz 11 1 1 1 1
f(x2+3)2x f222X 2fz2Z 2 <z>+ 2" 2(x2-|—3)+

Die Integrationskonstante entfallt beim bestimmten Integrieren, sodass fiir das Volumen weiter
gilt:

1 3__8n< 11 )__8n<1_1>
2(x2+3)], 32+3 0243/ 12 3
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Aufgabe 12 - Kurvendiskussion/Rotation: FOS13 MT 2019, All 1 - adaptiert
Themen: Definitionsmenge (Parameter), Schnittpunkt (Parameter), Symmetrie, Asymptoten, Monotonie,
Graphische Darstellung, Umkehrfunktion, Rotationsvolumen

X

1.0  Gegeben ist die Funktion f,: x — 1- €
eX

mit a € R\{0} und der maximalen Definitionsmenge

D¢, € R. Der Graph von f, wird mit G¢, bezeichnet.

1.1 Ermitteln Sie jeweils in Abhangigkeit von a die maximale Definitionsmenge Dy, und die Koordi-
naten des Schnittpunkts des Graphen von f, mit der y-Achse, sofern vorhanden.

Fir die folgenden Teilaufgaben gilt: a = -1.

1.2 Stellen Sie f_;(x) durch einen einzigen Bruchterm dar und zeigen Sie, dass der Graph von f_;

punktsymetrisch zum Koordinatenursprung ist.
1.3 Ermitteln Sie die Gleichungen der waagrechten Asymptoten des Graphen von f_;.

1.4 Ermitteln Sie das Monotonieverhalten des Graphen von f_;.

2"
[Mogliches Teilergebnis: f'_;(x) = (ex_el)z]

1.5  Zeichnen Sie den Graphen von f_; fiir =3 < x < 3 unter Verwendung aller bisherigen Ergebnisse
in ein kartetisches Koordinatensystem (1 LE = 1cm). Planen Sie in y-Richtung etwa -4 <y < 4

ein.

1.6.0 Die Funktion f_; ist umkehrbar (Nachweis nicht erforderlich).

1.6.1 Bestimmen Sie einen Funktionsterm der Umkehrfunktion von f_;. Geben Sie auch die Definiti-

onsmenge der Umkehrfunktion von f_; an.

1.6.2 Der Punkt Q(2]?) liegt auf dem Graphen der Umkehrfunktion von f_;. Berechnen Sie die
Steigung der Tangente im Punkt Q an den Graphen der Umkehrfunktion von f_;.

1.7 Der Graph von f_; schlieBt mit der x-Achse und den senkrechten Geraden bei x = In(2) und
x = In(15) eine endliche Flache ein. Rotiert diese Flache um die x-Achse, so entsteht ein
rotationssymetrischer Korper.

2eX 2 4>

Zeigen Sie zunachst, dass gilt: (1— € 1) =1+ ( € 1y Berechnen Sie anschlieBend die
eX — eX —_

MaBzahl der Volumens des rotationsymmetrischen Korpers.
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Losungsvorschlag A12 Kurvendiskussion/Rotation: FOS13 MT 2019, All 1 - adaptiert

. X

2
1.0 Gegeben ist die Funktion f(x) = 1- €
e+ a

mit a € R\ {0}.

1.1  Definitionsmenge
Die Definitionsmenge wird eingeschrankt, da nicht durch null geteilt werden darf. Es werden nun
zwei Falle unterschieden:

Fall1: a > 0
In diesem gilt fiir e 4 a > 0. Somit kann nie durch nie dividiert werden und die Definitionsmenge
in diesem Fall lautet D, = R.

Fall 2: a <0
In diesem Fall muss speziell die Bedingung € + a # 0 gefordert werden:
e“+a#0 |-a .
= e* #-a [In() g
— x # In(-a) %”
o)
)

In diesem Fall lautet die Definitionsmenge also Ds, = R\ {In(-a)}.

Schnittpunkt mit der y-Achse
Um diesen zu bestimmen wird x = 0 in die Funktionsgleichung eingesetzt. GemaRB der eben

bestimmten Definitionsmenge muss dabei bereits jetzt der Fall a = —1 ausgeschlossen werden,
da in diesem Fall x = 0 = In(—(-1)) ¢ D¢, ist. Fiir alle Falle a # -1 gilt also:
2. ed 2-1 2
f,0)=1-———=1- =1-
(0) ed+a 1+a 1+a

Fir a # -1 lauten die Koordinaten des Schnittpunkts mit der y-Achse also ( 0(1- ﬁ )

1.2 Darstellung durch einen einzigen Bruchterm
Der Gegebene Term wird erweitert und zusammengefasst:
f1(x) =1 2e* -1 2 e-1-2¢¢ -1-¢ (A)J(1+e) 1+¢€
—1\X) = - — - = = prmnd =
! -1 e-1 e-1 e -1 1+e  (A)(1-e) 1-e
Nachweis der Punktsymmetrie
Wenn Punktsymmetrie zum Koordinatenursprung vorliegen soll, muss die Bedingung f_;(—x) =
—f_1(x) erfillt sein.

1 —X 1 —X X X 1 1 X 1 X
_iter e e el 1te | 1PE ¢ ) qed

T l-ex  l1-ex & e-1 (-1)(1-e) @ 1-e

f1(—x)

1.3 Gleichungen der waagrechten Asymptoten
Um die Gleichungen zu bestimmen wird das Verhalten der Funktionswerte fiir x — +o0

betrachtet.
—0
14+ & 1
—o0: f_ = - =
x — —00: f_1(x) T 1 1
~~
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Somit liegt eine waagrechte Asymptote mit der Gleichung y = 1 vor. Aufgrund der Punktsymme-

trie zum Koordinatenursprung existiert eine weitere Asymptote mit der Gleichung y = —1.

1.4 Ermitteln der ersten Ableitung
Mithilfe der Quotientenregel wird die erste Ableitung der Funktion bestimmt:

1+¢
f_ =
1) 1—ex
1 X,'].—X—]. X'].—X,
f,(x) = (L+e) ?1)_ ef();—e )-(1-¢) (Ansatz Quotientenregel)
. (1—eX)=(1 XY . (_paX
_ ¢ (1-e ()1 _(ex;e ) (=) (Anwendung)
X _ a2x X 2x
_e~¢ tete Zusammenfassen
(1-ex)?
2¢e*
= m (Zur Kontrolle angegeben)

Monotonieverhalten

Weil die Exponentialfunktion stets positive Werte annimmt, gilt fiir den Zahlerterm stets
2e* > 0. Auch der Nennerterm ist aufgrund des Quadrates und unter Beriicksichtigung des
Definitionsbereichs stets positiv.

Somit ist fiir alle x € Dy, die Bedingung f’;(x) > 0 erfiillt. Der Graph Gg, ist damit streng
monoton steigend in |-oo; 0] und ]0; oof.

[193sSung

1.5  Graphische Darstellung
Die Zeichnung soll folgende Elemente enthalten: Fiir die graphische Darstellung wird eine
Wertetabelle als Hilfestellung erstellt:

X \ -3 2 1 05 05 1 2 3

f_1(x) ‘ 1,10 1,31 2,16 4,08 -4,08 -2,16 -1,31 -1,10

Mithilfe dieser Werte kann nun die grafische Darstellung erfolgen:
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Aufgabe 15 - Rotation um die x-Achse: FOS13 MT 2015, All 2 - adaptiert

1.0  Die Mantelflache eines drehsymmetrischen Glaskelchs ent- y
steht durch Rotation des Graphen der Funktion k mit 37
k(x) = (x=2) - e,Dx = [4; 1], um die x-Achse. Der 2
Graph von k sowie sein Spiegelbild sind nebenstehender !
Skizze zu entnehmen. Der Kelch wird anschlieBend bei : : R
x = —4 senkrecht verschlossen, aufgestellt und mit einem -5 -4 -3 -1 1
Stander versehen. Bei allen Rechnungen soll die Wand- NI
starke des Kelchs vernachlassigt werden. Runden Sie alle -2 N
Ergebnisse auf eine Nachkommastelle. =371
1.1  Berechnen Sie die MaBzahl des Volumens des Kelchs. 7 BE

Die weitere Aufgabe 1.2 ist nicht mehr relevant.

@

c )
()
80
S
=)

2

)
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Losungsvorschlag A15 Rotation um die x-Achse: FOS13 MT 2015, All 2 - adaptiert

1.1  Das Rotationsvolumen ergibt sich nach folgender Formel. Zur Loésungsfindung wird partiell
integriert.
(Hinweis: Integral des Typs ,,Abrdumer”; durch mehrmaliges partielles Integrieren verschwindet im
Integral das Polynom als Faktor)

V=m -j(k(x))2dx
=7 -j(x -2)% - e*dx
_x. ( (x- 2 %e?x] ; . j 2(x—2) e2de>
e 3l 3o )
1

[19as3ungp

. ( :(x -2)?- 5= (x-2)- %ezx T lezx] ;)4
(-

4
1 21 2.1 1 21

-
<_4 2y L Lo _ (4_2).1ez-<—4)+le2~(—4)))
2 4
12__12 12_< Lo Lo, 1 ))
7t<2e (1)2e+4e 362 - (-6) - 5¢ +4e

5
- ( e’ — 85 e’8>
4 4

29,0 [VE]

Q
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Aufgabe 22 - Differentialgleichung: FOS13 MT 2016, Al 4

1 Gegeben ist die separierbare Differenzialgleichung
(x*—4) -y =4y?> mit x > 2 und y > 0.

1 -E
Bestimmen Sie die Losung der Differenzialgleichung mit y(3) = In(5)

Losungsvorschlag A22 - Differentialgleichung: FOS13 MT 2016, Al 4

1 Die gegebene DGL wird zunachst mithilfe der Trennung der Variablen umgeformt:

(C-4)-y =4y’

d
— (x2—4)-ﬁ:4y2 | (x%-4)
_ dy _ 4y° o
dx  x2—-4 [y
1 dy 4
— it A .d
y2dx x2-4 |- dx
1 4
— Zdy = d
y2 y X2_ X
1 4
— “dy = d
ij y fx2—4 %

Dabei werden zunachst beide Seiten der Gleichung explizit betrachtet:

fylzdy = fy‘2dy =(-1) -yt = _)1/

Die Integrationskonstante wird auf der rechten Seite der obigen Gleichung beachtet, kann hier
also weggelassen werden. Fiir das Integral auf der rechten Seite der Gleichung werden zwei
verschiedene Losungsalternativen betrachtet:

1. Moglichkeit: Partialbruchzerlegung

f><;4—4dxzf4:4x2dxz_4'f4—1x2dx

Um das Integral zu 16sen nimmt man eine Partialbruchzerlegung des Integranden vor:

1 1+0x A N B A@2-x)+B(2+x) 2A+2B+x(B-A)
4-x2 (24+x)(2-x) 2+x 2-x  (2+x)(2-x)  (2+x)(2-x)

Vergleicht man nun den zweiten und den fiinften Term miteinander, so fallt auf, dass die
Nennerterm gleich sind. Entsprechend missen also auch die Zahlerterm lbereinstimmen. Dazu
wird ein Koeffizientenvergleich vorgenommen (Vergleich der Koeffizienten vor x und ohne x
jeweils auf beiden Seiten).

(1
(I o

Aus der unteren Zeile folgt A = B. Setzt man dies in Zeile (1) ein, folgt:

2A +2B
A

B- <— 0=-A+B

0 1=2A+2B

@

C )
(7)
80
S
=)

a

)
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Esist also A=B = %. Damit gilt fiir den Integranden:

4—x2:2+x+2—x 4

1 A B_1<1+1)
24+x 2-Xx

Dies kann nun in obiges Integral eingesetzt werden, damit dieses schlieBlich gelost werden kann:

1 1 1 1 1 1
_4'I4—x2dxz_4.z'j<2+x+2—x>dx:_f(2+x+2—x>dx

=—(In]24+x|=In|2=x|) + C=—In <2+;> +C

Die gesamte Umformung ist zulassig, da laut Angabe x > 2 gelten muss (deswegen andert sich
auch das Vorzeichen von |2 —x|).

2. Moglichkeit: Merkhilfe
Um das Integral mit der Merkhilfe zu I6sen wird es zunachst etwas umgeformt:

fxz4_4dx :f4:4X2dx :—4f4_1X2dx :—4fr1ﬂdx

Fir Integrale dieses Typs gilt laut Merkhilfe:

1 1
f—a2—x2dx = Zln

a—+Xx
a—X

+C

Mit a = 2 gilt also:

4 1 1
IX2_4dX:—4jde:—4'ﬁln

Da laut Angabe x > 2 ist der Nennerterm stets negativ. Lost man danach die Betragsstriche auf,
ergibt sich die endgiiltige Losung des Integrals:

+C=-=In (—22+X>+C:—In(2+;>+C

2+ x
2—-x

+C

2+ x
2-x

-I-C:—In‘

2+ x
- X

—In

Dieses Ergebnis kann nun in obige Gleichung eingesetzt werden (setze Konstante —C = D):

y2 2_4
1 2+x
= ;= () (D
1 2
— = =1 ( +X>+D |y
y X=2
— 1—y In<2+x) D) |:<In<2+x) D)
X = X =
1
X
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Damit hat man die allgemeine Losung der DGL erhalten. Gegeben ist zusatzlich noch die
Nebenbedingung y(3) = ﬁ Einsetzen ergibt:

3) =

Y3 =)

<~ ! = 1
In (2%3) +D In(5)

< ! = 1
In(5)+D  In(5)

= D=0
Die spezielle Lésung lautet also
y— 1
In (242

@
c )
()
80
S
=)
2
)
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FOSLE MT = UBUNGSTEIL Stochastk

Aufgabe 2 - Original-Priifung FOS12 MNT 2018 Stochastik-Teil SlI

Im Folgenden werden relative Haufigkeiten als Wahrscheinlichkeiten interpretiert.

1.0

1.1

1.2

1.3

Bei einem internationalen FuBballwettbewerb tiberlegt der Veranstalter schon im Vorfeld, aus
welchen Gruppen sich die Besucher in den Stadien zusammensetzen. Man rechnet mit 60 %
fanatische Anhanger (F) der jeweiligen Mannschaften. Die restlichen Besucher sind neutral (N).
Die Halfte aller Personen in den Stadien wird wohl Alkohol trinken (A). Ohne Alkoholgenuss geht
man bei 2% der Besucher von einer gewissen Gewaltbereitschaft (G) aus. Durch Alkoholgenuss
verfiinffacht sich diese Wahrscheinlichkeit. Sowohl der Alkoholgenuss als auch die Gewaltbereit-
schaft sind unabhangig von der Gruppenzugehdrigkeit zu den Gruppen (F) oder (N).

Zu welcher der verschiedenen Kategorien eine beliebig herausgegriffene Person im Stadion zahlt,
wird als Zufallsexperiment aufgefasst.

Ermitteln Sie mithilfe eines Baumdiagramms die Wahrscheinlichkeiten aller acht Elementarereig-

nisse.

Es werden folgende Ereignisse definiert:

Ei: ,,Ein zufallig ausgewahlter Besucher trinkt keinen Alkohol.”

E,: ,,Die Person ist fanatisch und friedlich oder neutral und gewaltbereit."

Geben Sie diese Ereignisse in aufzahlender Mengenschreibweise an und priifen Sie sie auf
stochastische Unabhangigkeit.

Geben Sie in Mengenschreibweise ein Ereignis E3 an, das unvereinbar mit E; ist und dessen

Wahrscheinlichkeit 42 % von P(E;) betragt.

Wahrend der gesamten Spiele sind 400 FuBballer im Einsatz. 80% von ihnen werden
erfahrungsgemaB in Zweikampfen in regelwidrigen Korperkontakt mit dem Gegner kommen
(K). 180 Spieler bekommen eine gelbe Karte als Verwarnung (V), zwei Drittel davon im Zu-
sammenhang mit einem unerlaubten Korperkontakt.

Stellen Sie fiir den beschriebenen Sachverhalt eine vollstandige Vierfeldertafel auf, bestimmen
Sie die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses E, = K UV und interpretieren Sie E, im Sinne der

vorliegenden Thematik.
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Losungsvorschlag A2: Original-Priifung FOS12 MNT 2018 Stochastik-Teil SlI

1.0

1.1

1.2

Ermittlung aller Elementarereignisse und deren Wahrscheinlichkeiten mithilfe eines Baumdia-
gramms. Fiir gegebene Ereignisse die Wahrscheinlichkeiten angeben, sowie auf stoch. Unabhan-
gigkeit prifen. Prifen auf Vereinbarkeit von Ereignissen.

Wahrscheinlichkeit aller Elementarereignisse

Aus den Angaben sind die Wahrscheinlichkeiten P(F) = 0,6, PN) = 0,4, P(A) = 0,5 gegeben.
Entsprechend gilt fiir die Wahrscheinlichkeiten der jeweiligen Gegenereignisse: P(D) = 0,1,
P(F) = 0,9 und P(E) = 0,8. Durch Multiplikation der jeweiligen Pfadwahrscheinlichkeiten
ergeben sich sich die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse:

Anmerkung: Die Struktur/der Aufbau des Baumdiagramms ist bei 1.20 unter E; ersichtlich.

/®<o 1/@ P({FAG})=0,6-0,5-0,1=0,03
\@ P({FAG})=0,6-0,5-0,9 =027

/G>< 0, 02/@ P({FAG}) = 0,6 -0,5- 0,02 = 0,006

06
0,98 —
@ P({FAG}) = 0,6 - 0,5 - 0,98 = 0,294

/®<o 1 /@ P({NAG}) =0,4-0,5-0,1 =0,02
\@ P({NAG}) =0,4-0,5-0,9=0,18
'50,02@ P({NAG}) =0,4-0,5-0,02 = 0,004

0,98 _
@ P({NAG}) = 0,4-0,5 - 0,98 = 0,196

0,4

o,

E; und E; in aufziahlender Mengenschreibweise

Fiir E12
Es werden alle Ereignisse aufgezahlt, bei denen ein zufallig ausgwahlter Besucher keinen Alkohol
trinkt.

E; = {FAG; FAG; NAG; NAG}

= P(El) =0,5

Fiir E22
Es werden alle Ereignisse aufgezahlt, bei denen die Personen fanatisch und friedlich oder neutral
und gewaltbereit ist.

= {FAG; FAG; NAG; NAG}

= P(E,) = 0,588
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Priifen ob E; und E; stoch. Unabhangig sind

Anmerkung: Stoch. Unabhangigkeit gilt dann, wenn P(E;) - P(E2)=P(E; N E,), ansonsten
abhangig.

Fir die Ereignisse E; und E; gilt:

P(E1 N E,) =0,298
P(E;) - P(E;) =0,5 - 0,588 = 0,204
P(E1 N Ey) #P(E;) - P(Ey)

Somit sind E; und E; stochastisch abhangig.

Die Mengenschreibweise von E3 angeben, welche unvereinbar mit E; ist und 42 %
von P(E;) = 0,5 ist

Somit ist E3 = {FAG; NAG}=0,18+0,03=0,21.

= P(E5) =0,5-042=0,21

Mithilfe einer vollstandigen Vierfeldertafel die Wahrscheinlichkeit bestimmen

Von 400 FuBballern kommen 80 % in einen regelwidrigen Korperkontakt (K). Somit gibt es
bei 20 % keinen regelwidrigen Korperkontakt (K). Es bekommen 180 Spieler eine gelbe Karte
(V) und damit 220 keine gelbe Karte (V). Zwei Drittel der der Spieler, die eine gelebe Karte
bekommen, haben die gelbe Karte wegen einem regelwidrigen Korperkontakt erhalten. Somit
sind folgende Wahrscheinlichkeiten gegeben:

P(K)=0,2;

P(K) = 0,8; P(V) =045 P(V)=0,55P(VNK)=03

Damit ergibt sich die Vierfeldertafel wie folgt (gegebene Wahrscheinlichkeiten sind grau hinter-
legt):

VFT mit rel. Haufigkeiten VFT mit abs. Haufigkeiten

@
c )
(7)
(=)
S
=)

a

)

K K > K K >
V 0,3 0,15 0,45 \Y 120 60 180
\Y 0,5 0,05 0,55 \Y 200 20 220
0.8 0,2 1 > 320 80 400

Alle Werte durch 400 teilen um auf die rel.
Haufigkeiten zu kommen.

Uber das De-Morgan-Gesetz und das Gesetz des doppelten Komplements gilt:
E,=KUV=KNV=KnV

Da in der Mengenlehre eine Vereinigung (U) in der Aussagenlogik einem Oder (V) entspricht,
lautet die Beschreibung dieses Ereignisses in Worten: ,,Kein regelwidriger Kérperkontakt, dennoch
wird der Spieler mit einer gelben Karte verwarnt.”

Wird in der Vierfeldertafel das entsprechende Ereignisse (KN V) K K >

farblich markiert, so erkennt man leicht, welche Wahrschein- v 03 0,15 0,45

lichkeit sich ergibt (siehe Vierfeldertafel rechts P(E4) = 0,15): ;: 05 | 005 | 055
0.8 0.2 1
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Aufgabe 9 - Bedingte Wahrscheinlichkeit: FOS13 MT 2015, BIl 2

1 In einer Jahrgangsstufe sind 51 Schiiler und diese werden in den Klassen A und B unterrichtet.
Die Schiiler der beiden Klassen haben die Moglichkeit an einem gemeinsamen Fremdsprachenkurs
teilzunehmen. % der Schiiler in Klasse A und % der Schiiler in Klasse B belegen den Fremdspra-
chenkurs. 60 % der Schiiler des Fremdsprachenkurses kommen aus Klasse A. Bestimmen Sie die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein beliebig ausgewahlter Schiiler in der Klasse B ist und keinen

Fremdsprachenkurs besucht.

Losungsvorschlag A9: Bedingte Wahrscheinlichkeit: FOS13 MT 2015, BIl 2

1 Aus den gegebenen Werten lasst sich folgendes Baumdiagramm erstellen:

@
C )
(7)
80
S
=)
a
)

P(BNF)=(1-p)- }

Weiterhin gilt laut Angabe Pg(A) = 0,60. Aus der Berechnungsvorschrift von Pg(A) kann p
ermittelt werden. Die Werte werden dabei dem Baumdiagramm entnommen.

0,6 = Pr(A)
P(AOF)
06 =——*
— , p(F)
p.l
— 0,6 = 3
p3+(1-p) g
4p
<— 06 =— -(3+
e (3+9)
= 0,6(3+p) =4p
— 1,8+ 0,6p = 4p |- 0,6p
— 1,8 =3,4p |: 3,4
— _ 2
P=17

Damit kann schlieBlich gemaB der Pfadregeln die gesuchte Wahrscheinlichkeit bestimmt werden:

PBNF) = (1 9).j_£

-3 —
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Jahrgang Analysis-Teil Gegebene Funktion Seite Berechnungen
Muster oHm Al F(x) = v/x-e> 179  Stammfunktion; Rotationsvolumen
2
h(x) = % und 179  Symmetrie; Monotonie; Umkehrfunkti-
X2 —
k(x) = arctan(h(x)) on
oHm All h(x) = x-e! und g(x) = (x-1)-e**? 183  Stammfunktion; Monotonie; Extrema;
Wendepunkt; Integral
2% —
mHm Al f(x) = % 193  Definitionsmenge; NST; Grenzwert;
X Asymptoten; Monotonie; Extrema;
Wendepunkte; Integral
h(x) = 10 - &0 und 193  Funktionsterm bestimmen: Rotations-
p(x)=0,1-(x—a)’>+b und volumen
l(x) =cx+d
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2
mHm All f(x) = arctan ( . 4) 201  Definitionsmenge; NST; Grenzwert;
X~ Asymptoten; Monotonie; Extrema;
Wertemenge; Umkehrfunktion; Funk-
tionsterm bestimmen
l.1(t) =2-h(t)-4-h%t) 201  allgemeine Losung; Grenzwert
x+1 .
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4ex +1
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fix—- >2(+1 227 NST; Asymptote; Extrema; Flache;
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g: x — In(f(x)) 228  Definitionsmenge; NST; Wertemenge
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1
mHm All f: x = x + arctan (1 + ) 235  Grenzwert; Monotonie; Extrema; Asym-
X
ptote; NST
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tion
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StD Roland Wittmann (Staatl. Berufliche Oberschule Neuburg a.d. Donau) und

das Team der lern.de Bildungsgesellschaft mbH (lernverlag)
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3.2.1

3.2.2

3.3

FOSIS MU Wuster = Angelben om A [

Gegeben ist die Funktion F(x) = /x - €™ mit Dg.max = ]0; o0ol.

Zeigen Sie, dass F(x) eine Stammfunktion von f(x) = (

ﬁ - \/§> L& ist.

Berechnen Sie die exakte MaBzahl des Volumens der Korpers der entsteht, wenn der Graph von

F(x) im Intervall [1; 2] um die x-Achse rotiert.

1
. . . . - SX+2 . B .
Betrachtet wird nun die gebrochenrationale Funktion g(x) = 116 mit Dy = R. Zeigen
Sie dass fiir die Funktion g(x) und deren erste Ableitung g'(x) der Zusammenhang g/((x)) =-x—4
g'(x
gilt.

2
Weiterhin sind die Funktionen h(x) = Xz——{_z und k(x) = arctan(h(x)) mit Dp.max = Dicmax = R
—X

gegeben.

Untersuchen Sie die Graphen der Funktionen h(x) und k(x) auf Symmetrie zum Koordinatensystem.

2
Die erste Ableitung der Funktion h(x) ist gegeben zu h'(x) = ﬁ (Nachweis nicht
_X —
erforderlich).
Bestimmen Sie die maximalen Monotonieintervalle des Graphen von h(x).

SchlieBen Sie aus dem Ergebnis der letzten Teilaufgabe auf das Monotonieverhalten des Graphen

von k(x).
Begriinden Sie, dass die Funktion u(x) = h(x) mit D, = [1; oo[ umkehrbar ist und weisen Sie

1) verlauft.

N

nach, dass ihr Graph durch den Punkt <— 3




FOSIS WIT Muster = Losungen em Al

1.1 Um nachzuweisen, dass es sich um eine Stammfunktion handelt, muss F'(x) = f(x) gezeigt
werden. Die erste Ableitung wird mithilfe von Produkt- und Kettenregel berechnet.

F(x) = v/x- e~

F(x) = [(\/;()’ e+ /X (e_x)'] (Ansatz Produktregel)
= % e+ x e (-1) (Anwendung)
= ﬁ e XXX (e™ Ausklammern)
J— 1 —_ —X
V)
= f(x) q.ed.

2
1.2 Fiir das Volumen muss der Term nj(F(x))2dx berechnet werden. Zunachst wird das Integral

1
ohne Integrationsgrenzen berechnet. Dafiir wird partiell integriert
1
I(F(x))2dx = j(\/;( -e7)%dx = f(x S )dx = ——e “x — f——e_b‘dx

_ 1 —2X 1 1 —2X 1 —2X
= —Exe * 4+ f >€ dx = —Exe 3¢ = (—Ex— Z) e

Fir das Rotationsvolumen gilt damit:

vsfori=al(- o] x(G 2o (a-ey
<

2 Um den gegebenen Zusammenhang zu zeigen, wird zunachst mithilfe der Quotientenregel die
erste Ableitung der Funktion g(x) berechnet.

(x) = —x +2
8= % +8x + 16
2 8x +16) — (5x +2) - (x® + 8x + 16)’
g'(x) = (Gx+2)- (¢ + X(; +)8x 5—2);6—;2 ) - (" +8x + 16) (Ansatz Quotientenregel)
Lo(x®+8x+16)-(2x+2)-(2x +8)
=2 2 Anwend
(® + 8x + 16)? (Amwendung)
1 (2 (2
1+ (X2 +8x=16) — (x2 -+ 8x=16) ;
= 5 7 (Kirzen)
(x2 + 8x + 16)
1
_ 2 - _
= a1 Mt Pe =D
Damit folgt:
g(x)  x+2 -1 o ax 42 M_<1X+2) (-2)
g(x) x2+8x+16 x2+8x+16 x24+8xF 16 -1 - \2

=-x—-4 q.ed.
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2
X 4) mit Dy C R. Ihr Graph wird mit G bezeichnet.

X —

1.0  Gegeben ist die Funktion f(x) = arctan (

1.1  Geben Sie Definitionsmenge und die Nullstelle der Funktion an. Untersuchen Sie weiterhin das
Verhalten der Funktionswerte an den Randern der Definitionsmenge und geben Sie daraufhin die
Gleichung aller Asymptoten an.

1.2 Untersuchen Sie das Monotonieverhalten von G¢ und bestimmen Sie Art und exakte Koordinaten
aller Extrempunkte.
x? — 8x

- x4+ (x—4)?

Mégliches Zwischenergebnis: f'(x)

1.3 SchlieBen Sie anhand der Ergebnisse der letzten Teilaufgaben auf die Wertemenge der Funktion

f(x).

1.4 Stellen Sie den Graphen Gf gemeinsam mit den Asymptoten im Intervall =2 < x < 10 graphisch
dar. MaBstab x-Achse: 1cm £ 1LE; MaBstab y-Achse: 4cm = 1LE

N
or)
m

1.5 Betrachtet wird zusatzlich die Funktion g(x) = f(x) mit Dy = [1; 3]. Begriinden Sie, dass die
Funktion g(x) umkehrbar ist. Weisen Sie zudem nach, dass der Graph der Umkehrfunktion
durch den Punkt ( —arctan(2)|2) verlauft und bestimmen Sie dessen Steigung in diesem Punkt.

1.6.0 Der Graph der Funktion f(x) kann durch die Parabel mit der Gleichung p(x) = ax®
angenahert werden. Diese soll dabei ihren absoluten Hochpunkt bei (0|0) haben und an der

|
o
X
+
o
X
i
o

1 L
Stelle x = 5 mit dem Funktionswert von f(x) an dieser Stelle Gbereinstimmen.

Bestimmen Sie zunachst die Werte der Parameter a,b und c. Bestimmen Sie dann die MaBzahl
des Volumens des Korpers, der entsteht, wenn die Parabel im Intervall [0; 1] um die x-Achse
rotiert. Geben Sie Zwischen- und Endergebnisse auf drei Nachkommastellen gerundet an.

1.6.1 Bestimmen Sie die Werte der Parameter a, b und c. Runden Sie bei Bedarf auf drei Nachkom-
mastellen.
[Zwischenergebnis: p(x) = 0,285x?] 3 BE

1.6.2 Bestimmen Sie die MaBzahl des Volumens des Korpers, der entsteht, wenn die Parabel im Intervall
[0; 1] um die x-Achse rotiert. Geben Sie das Ergebnis auf drei Nachkommastellen gerundet an.

2.0  Untersucht wird der Holzbestand eines Waldes. Die Funktion h(t) soll den zeitlichen Verlauf
des Holzbestandes in Tausend Raummetern angeben, dabei ist der Raummeter eine typische
Einheit im Umgang mit Holz. Durch die natirlich auftretende Vervielfaltigung der Baume ist die
Zunahme des Holzbestandes normalerweise proportional zum aktuellen Holzbestand.

Da der zu betrachtende Wald allerdings von Schadlingen befallen ist, muss zusatzlich ein
Korrekturterm beriicksichtigt werden, welcher im Modell als quadratische Abnahme bertick-
sichtigt wird. Insgesamt ist der zeitliche Verlauf des Holzbestandes damit gegeben durch die

Differentialgleichung };(t) = 2-h(t)=4-h%(t) mit t > 0.

2.1 Bestimmen Sie die allgemeine Losung der gegebenen Differentialgleichung mithilfe der Methode

der Trennung der Variablen.
2t

D
Mégliches Ergebnis: h(t) = m

201
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2
Betrachtet wird die Funktion f(x) = arctan ( X 4).

Definitionsmenge

Da die Arcustangens-Funktion an sich keine Einschrankungen des Definitionsbereichs aufweift,
konnen Einschrankungen nur durch das Argument auftreten. Da niemals durch null geteilt werden
darf, darf auch der Nennerterm des Arguments niemals null werden:

x=4#0 <= x#4

Die Definitionsmenge ergibt sich also zu Dy = R\ {4}.

Nullstelle
Wegen arctan(0) = 0 stimmt die Nullstelle des Arguments mit dem der Funktion f(x) tberein.
Das Argument wird null, wenn der Zahlerterm null wird. Dafiir gilt:

X2:0 = X1;2:0

Die Nullstelle der Funktion f(x) liegt also bei x = 0.

Verhalten an den Randern der Definitionsmenge

— 00

~ =~
0 . x> T
X — —0Q: X) = arctan — ——=
x—4 2

——

——00

——
——00, da ZG>NG

— 00

=
s 00: f(x) = arct ),
X — 00 f(x) = arctan —
x—4 2

——

— 00

N——
—o00, da ZG>NG
—16

2 T
x — 47 : f(x) = arctan ( ) - —=

2
x—>4+:f(x)=arctan< ) —>g

Gleichung aller Asymptoten
Aus dem Verhalten der Funktionswerte fiir x — 4F folgt, dass es sich nicht um eine Polstelle
handelt und so keine senkrechte Asymptote vorliegt. Aus dem Verhalten der Funktionswerte fiir

T T
X — F00 ergeben sich zwei waagrechte Asymptoten mit den Gleichungen y = -5 und y = 5
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Im Folgenden werden relative Haufigkeiten als Wahrscheinlichkeiten interpretiert.

Nach |hrem Studium arbeiten Sie in einer StuBwarenfabrik, in der Sie unter anderem fur die Qua-
litdtssicherung zustandig sind. In der Fabrik werden auch Schokoladentafeln a 100 g hergestellt.

1 In der Qualitatskontrolle wird eine Tafel auf ihr Sollgewicht hin Gberpriift. Die ZufallsgroBe X gibt
das gemessene Gewicht in Gramm an. In folgender Tabelle ist die Wahrscheinlichkeitsverteilung
von X dargestellt. Durchschnittlich wiegt eine Tafel 99,94 g.

X 98,5 99 100 101 101,5
P(X = x) 0,05 0,10 0,75 0,07 0,03

Berechnen Sie, mit welcher Wahrscheinlichkeit das Gewicht einer zufallig herausgegriffenen Tafel
Schokolade innerhalb der einfachen Standardabweichung um den Erwartungswert liegt.

2 Ein Defekt in der Abfiillanlage der Schokoladenmasse erhoht die Gewichtsschwankungen bei
den Tafeln. Die ZufallsgroBe Y gibt an, um wie viel Gramm das Gewicht einer Tafel von ihrem
Sollgewicht abweicht. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung von Y ist in folgender Tabelle dargestellt:

y 4 g zu 2 gzu Og 2 gzu 4 g zu
leicht leicht schwer schwer
P(Y =vy) 0,30 0,20 0,35 0,10 0,05

Bis zur Reparatur der Anlage soll die Maschine so eingestellt werden, dass das Durchschnittsge-

wicht einer Tafel 100 g betragt.

Berechnen Sie den Wert fiir die einzustellende Gewichtsvorgabe der Abfiillanlage.
3.0 Die Schokoladentafeln gibt es in herkdmmlicher Qualitat sowie in Bioqualitdt. Der Hersteller

bietet Nussschokoladen (N) und nussfreie Tafeln an. Aus langjahriger Erfahrung ist bekannt,

dass von den Kaufern der Nussschokolade 32 % Bioqualitat wahlen und sich 22 % der Kaufer der

nussfreien Sorte flir das Bioprodukt entscheiden.
Im Verkauf betragt der Bioanteil (B) insgesamt 25 %.

3.1 Ermitteln Sie mithilfe eines Baumdiagramms den prozentualen Anteil der Nussschokoladen im

Verkauf.

3.2 Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass von 24 verkauften Schokoladentafeln genau 25 %

Bioqualitat haben.
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Wahrscheinlichkeit, dass das Gewicht einer zufilligen Tafel innerhalb der einfachen
Standardabweichung um den Erwartungswert liegen

Der Erwartungswert ist mit p(X) = 99,94 bereits gegeben. Weiterhin wird die Varianz und daraus
die Standardabweichung berechnet:

V(X) = 0,05 - (98,5-99,94)% 40,1 - (99— 99,94)2 + 0,75 - (100 — 99,94)?
40,07 - (101 -99,94)? + 0,03 - (101,5-99,94)% = 0,3464
o(X) = 1/0,3464 ~ 0,59

Es wird nun die Wahrscheinlichkeit dafir bestimmt, dass die Werte hdchstens die einfache
Standardabweichung vom Erwartungswert abweichen:

P(u-0 < X < u+6) = P(99,35 < X < 100,53) = P(X = 100) = 0,75

Zur Veranschaulichung

u-o ° i N L+o

| |

|
99,94 — 0,59 — 99,35 99.94 99,94 + 0,59 — 100,35

Einzustellende Gewichtsvorgabe fiir ein Durchschnittsgewicht von 100 g

Aus der gegebenen Verteilung wird der Erwartungswert der aktuellen Abweichungen berechnet
(negative Werte stehen dabei fir ,,zu leicht” und positive Werte fiir ,,zu schwer"):

E(Y)=(-4)-03+4(-2)-02+0-035+2-0,1+4-0,05=-1,2

Im Mittel sind die Tafeln 1,2 g zu leicht. Damit das Durchschnittsgewicht bei 100 g liegt, muss
die Maschine also auf 101,2 g eingestellt werden.

Erstellen eines Baumdiagramms zur Bestimmung des prozentualen Anteils der Nuss-
schokoladen

Laut Angabe entscheiden sich 32 % der Kaufer von Nussschokolade fiir Bioqualitat (Py(B) = 0,32,

damit Py(B) = 0,68). Von den Kaufern der nussfreien Sorte entscheiden sich 22 % fiir Bioqualitat

(Px(B) = 0,22, damit P(B) = 0,78). Damit kann folgendes Baumdiagramm mit der noch

unbekannten Wahrscheinlichkeit x = P(N) (und damit P(N) = 1-x = 1-P(N)) fiir die
Entscheidung fiir eine Nussschokolade erstellt werden:

032—(8)
0'68 P(B) = 0,25

=
0,22
\®<0,78

Die Wahrscheinlichkeit P(N) gilt es nun zu bestimmen. Aus den Angaben ist weiterhin gegeben,
dass der gesamte Anteil der Bioschokolade bei 25 % = 0,25 liegt. Da dies im Baumdiagramm
dem ersten und dem dritten Ast von oben entspricht, gilt entsprechend der Pfadregeln:

P(N)

o

P(N)

P(N)-0,32 + P(N)-0,22 = 0,25
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