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Vorwort

Liebe Schillerinnen, liebe Schiiler,
liebe Kolleginnen, liebe Kollegen,

in diesem speziellen Prifungsvorbereitungsbuch Original-Priifungen Mathematik | Realschule
Bayern 2021 sind die letzten acht zentral gestellten Originalprifungen der Jahre 2013 bis 2020
enthalten. Dazu gibt es schiilergerechte, lehrplankonforme und ausfiihrliche Lésungen, die fiir den
Schiiler leicht verstandlich und nachvollziehbar erstellt worden sind.

Das Prufungsvorbereitungsbuch Original-Ppriifungen Mathematik | Realschule Bayern 2021 ist eine
ideale Unterstiitzung wahrend der Abschlussklasse und dient zur Vorbereitung auf eine erfolgreiche
Abschlusspriifung.

Sie finden im ersten Teil eine kompakte Ubersicht als Naschschlagewerk aller priifungsrelaventer
Themengebiete. Im Anschluss daran finden Sie die Prifungsaufgaben und ausfiihrliche Losungen.

Hinweise

Die Abschlussprifung 2021 findet nach Vorgaben des Bayerischen Staatsministeriums fiir Unterricht
und Kultus am Montag 28.06.2021 statt und dauert 150 Minuten.

(Stand 01.09.2020 - Angaben ohne Gewahr)

Als Hilfsmittel ist ein elektronischer Taschenrechner und eine Formelsammlung zugelassen.

Alle Zeichnungen haben einen Hinweis erhalten, da die Zeichnungen durch die Skalierung des Buches
nicht maBstabsgetreu sind.

Tipps

Fangen Sie rechtzeitig an sich auf die Abschlusspriifung vorzubereiten und arbeiten Sie kontinuierlich
alte Priifungen durch. Wiederholen Sie die einzelnen Priifungen mehrmals, um die notwendige Sicherheit
zu erlangen. Zur Lernzielkontrolle konnen Sie den Prifungsplaner im Innenteil dieses Priifungsvorberei-
tungsbuch verwenden.

Uben Sie also, so oft Sie kénnen.

Notenschliissel

Der Notenschliissel wird vom Bayerischen Staatsministerium fiir Unterricht und Kultus festgelegt. In
der folgenden Tabelle finden Sie die Notenschliissel der letzten acht Priifungsjahrgange.
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Steibersicht

1.2 Quadratische Funktionen

Der Graph einer quadratischen Funktion ist eine Parabel. Dabei existiert eine Symmetrieachse, die durch
den Scheitelpunkt der Parabel geht.

Die allgemeine Form: y=ax?+bx+c b,ce R acR\{0}
Die Normalparabel (a =1): y=x>+bx+c bzw. y=x>+px+aq.
Scheitelpunkt: S (xs |ys) S ( -2 lc- %) bzw. S ( - ’ q- %2)
Scheitelpunktform: y=a(x-xs)’+ys acR\{0}

Die Parameter a, b und c haben folgende Bedeutung:

Parameter Bedingung Bedeutung

a a € R\{0} Falls a > 0: nach oben gedffnete Parabel, mit Minimum
Falls a < 0: nach unten geoffnete Parabel, mit Maximum

Falls |a|] > 1: gestreckte Parabel (schmaler als Normalparabel)
Falls |a| < 1: gestauchte Parabel (breiter als Normalparabel)

c ceR Schnittpunkt der Parabel mit der y-Achse ,y-Achsenabschnitt"
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Losen von quadratischen Gleichungen - Nullstellen berechnen

.. —b 4+ Vb? - 4ac p P\ 2
Losungsformel: X1 = % bzw. x5, = -5 + (5) —q
Diskriminante D: D — b2 — 4ac bzw. D — (5)2 _q

Es gilt: D > 0: Zwei Loésungen
D = 0: Eine Loésung
D < 0: Keine Losung
Beim Losen einer quadratischen Gleichung haben sich folgende Schritte bewahrt:
1. Schritt: a, b und c neben der gegeben Funktion untereinander schreiben.
2. Schritt: Berechnen der Diskriminante.
3. Schritt: Einfligen aller Zahlen in die Lésungsformel.

Quadratische Funktionen bestimmen




Steibersicht

Die Parameter k, a, b und ¢ haben fo

lgende Bedeutung:

Parameter Bedingung Bedeutung

k k € R\{0} Streckfaktor: Stauchung oder Streckung in y-Richtung
Falls k negativ: Spiegelung an x-Achse

a aeRT\{1} Falls a > 1: monoton Steigend
Falls a < 1: monoton fallend

b beR Verschiebung in x-Richtung
Fiir b > 0: Verschiebung nach rechts
Fir b < 0: Verschiebung nach links

c ceR Verschiebung in y-Richtung

1.4 Abbildungen

Abbildungen lassen sich in zwei Kate
Kongruenzabbildung ist auch eine Ahn

gorien einordnen: Kongruenz- und Ahnlichkeitsabbildungen. Jede
lichkeitsabbildung. Anders ausgedriickt: Eine Kongruenzabbdildung

ist eine spezielle Ahnlichkeitsabbildung. Deshalb gelten alle Eigenschaften einer Ahnlichkeitsabbildung
auch fiir eine Kongruenzabbildung. Beide Abbildungsarten sind

geradentreu
parallelentreu

Zusatzliche Eigenschaften der Kongruenzabbildung

mittelpunktstreu
kreistreu
winkelmaBtreu
streckenverhaltnistreu

Eigenschaft

e streckenlangentreu
e flacheninhaltstreu
e ,umlaufsinntreu” (auBer Achsenspiegelung)

Bedeutung

Geradentreue

Streckenverhaltnistreue

Jede Gerade wird wieder auf eine Gerade abgebildet

Das Langenverhaltnis zweier Strecken bleibt unverandert
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Ubersicht iiber die Zugehérigkeit der einzelnen Abbildungen:

Ahnlichkeitsabbildung Kongruenzabbildung

e Zentrische Streckung e Punktspiegelung e Achsenspiegelung

e Kongruenzabbildung e Drehung e Parallelverschiebung
e jede Verkniipfung davon e jede Verkniipfung davon

Alle Abbildungsgleichungen konnen immer in der Matrixform angegeben und berechnet werden:

x\ (a b o (%) & (¥ x' = ax + by + v,
y') \c d y) vy y' = cx +dy + v,
Matrixform dazu aquivalente Koordinatenform

Der Vektor (y ) stellt die Koordinaten der anfanglichen Situation dar. Der Vektor (;i) beinhaltet die
Koordinaten nach der Abbildung. Die Matrix (2 2) beinhaltet die abbildungspezifischen Koeffizienten;
der Vektor (v;) gehort ebenfalls zur jeweiligen Abbildung.

Ubersicht der Abbildungen mit zugehérigen Abbildungsgleichungen:

Zentrische Streckung
Zentrum Z (xz|yz), Streckungsfaktor k € R\ {0}

()= )= G) =) R

Matrixform Koordinatenform
Drehung
Drehzentrum Z (xz|y;), DrehwinkelmaB o
x’ __ [cosa —sinQ o X — Xy & X7 X’ZCOSOC'(X—Xz)—SInOC'(y—yz)‘FXZ
y')  \sinat cosa y-y, Yz y =sino- (x=x;) +cosa-(y-vy,) +vyz
Matrixform Koordinatenform

Punktspiegelung
Eine Punktspiegelung ist eine Drehung mit dem DrehwinkelmaB o = 180°.

Achsenspiegelung

Spiegelachse a: y = mx (Ursprungsgerade) wobei m = tan o gilt und o der Winkel zwischen x-Achse
und Spiegelachse ist.

x"\  (cos2a sin2o X x" = cos 20, - x +sin20 - y
y')  \sin200 —cos2a © y y' =sin20 - x —cos20 - y
Matrixform Koordinatenform

Parallelverschiebung

Verschiebungsvektor v = (VX>

Vy

x’_lO@x@vX X' = x4+ vy
y') \0 1 y vy Y =y+v,

Matrixform Koordinatenform
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Orthogonale Affinitat
Diese Abbildung ist keine Ahnlichkeitsabbildung. Dennoch ist sie zumindest geradentreu, parallelentreu,
mittelpunktstreu und fir einen AffinitatsmaBstab k > 0 auch ,,umlaufsinntreu®.

Affinitasachse a: y = 0, AffinitaitsmaBstab k € R\ {0}

x\ (10 X x' = x
Matrixform Koordinatenform

Werden verschiedene Abbildungen hintereinander ausgefiihrt, so berechnet man zuerst (;i) der einen

Abbildung und dann ausgehend von (;i) die Koordinaten nach der zweiten Abbildung (§//) usw.

Ist in einer Aufgabe eine Funktion gegeben, deren Graph bereits aus verschiedenen Abbildungen
hervorgegangen ist, so berechnet man die urspriingliche Funktion, indem man die Abbildungen von
hinten her , herausrechnet”.

Nachfolgend finden sich Beispielrechnungen der gangigsten Abbildungstypen.
In allen Beispielen wird die Funktion y = log,(x + 8) mit G = R x R abgebildet. Fiir y gilt:
D={x]|x>-8} mitxeRund W=R.

Drehung

Bsp. 1.4.1  Drehung der Funktion y um den Punkt O (0|0) mit dem DrehwinkelmaB ov = —90°.

Zuerst ordnet man einem Punkt (z.B. A) die Koordi-
naten der Funktion y zu: A(x|log,(x + 8)). Die abge-
bildete Funktion y" wird einem zweiten Punkt (z. B. B)
zugeordnet: B (x"|y’). Dann wird die Drehung wie folgt

beschrieben: O? M O@ Mit der Matrixform
ergibt sich folgende Rechnung:
x'\ __ [ cos(-90°) —sin(-90° X
(yl) o ( sin((—90")) cos((—90°))) © (|0g2(x+8)) + (8)
= () =(53) O (loglets))
— (;ﬁ) — (logax+8) )

Somit sind die Koordinaten von B ( log,(x + 8) | — x).
Um y’ zu bestimmen (Tragergraphen berechnen), betrachtet man nun das folgende Gleichungssystem:

x" = log,(x + 8)
ANy ==x

Umformen der ersten Gleichung nach x:

x" = log,(x + 8) |exp( )
— 2¥=x+8 -8
— x=2"-8

Einsetzen von x in die zweite Gleichung ergibt die gedrehte Funktion: y’ = -2 + 8.
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Orthogonale Affinitat

Bsp. 1.4.4  Die Funktion y wird durch ortognale Affinitat mit der x-Achse als Affinitatsachse und
dem AffinitsmaBstab k = —2 auf die Funktion y’ abgebildet.
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Einsetzen in die Matrixdarstellung ergibt:

(;j) = ((1)—02) © (Iogz();—I—B))
= ()y(;) = (-210g,(x+8) )

Da x’ = x ist, kann die Funktion y’ sofort abgelesen werden: y' = -2 log,(x + 8).
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2 Ebene Geometrie

2.1 Punkte und Vektoren

A (xa|ya) Punkt A mit Koordinaten xa (Abszisse) und y, (Ordinate)
B(xg]|yg) Punkt B mit Koordinaten xg (Abszisse) und yg (Ordinate)
O? = (;A> Ortspfeil von A (Pfeil von Ursprung O zum Punkt A)

A
AB = (;B _;A> Pfeil AB: Spitze (Punkt B) minus FuB (Punkt A)

B~ YB

Betrag (,,Pfeillange") eines Vektors:
%

v —(?) = W:\/x2+y2LE

Skalarprodukt von ? = <Xa) und E) = (Xb):
Ya Yb

- =
a@b:g~ﬂ~cosa oder: B
Xa Xb
@ :Xa‘X + .
(ya> (yb> P Ya Y -
- =

Spezialfall: o« = 90° — a®b=0

2.2 Ebene Figuren
Dreieck
Flacheninhalt: A L a-h 1 b-h 1 c-h
nin : — — . -hy, = <~ . — . - h¢
2 2 b7 2
1 1
A:E-a-b-sinyzi-b-c-sinoc:
1
A=—--c-a-sin ' =
2 A c B

Flacheninhalt im Kartesischen Koordinatensystem:

— —
Zwei Vektoren mit gemeinsamen FuBpunkt, z. B. Kg =c = (X°> und R =b = <);b)

Ye b
Drehsinn: gegen den Uhrzeigersinn: — A = Loxe x = 1 (X Yp = Xb - Ye)
2 Ye Yb 2
Sonderfalle:
Gleichschenkliges Dreieck Gleichseitiges Dreieck Rechtwinkliges Dreieck
Zwei gleichlange Schenkel Alle drei Seiten sind Ein rechter Winkel existiert,
gleich lang gegeniiberliegende Seite: Hypotenuse,

andere Seiten: Katheten

Satz des Pythagoras: a®> + b? = c® (rechtwinkliges Dreieck mit Katheten a, b und Hypotenuse c)
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3 Raumgeometrie

3.1 Schragbild

Ein Schragbild mit Verzerrungswinkel ® und Verzerrungsfaktor q wird am besten folgendermaBen
eingezeichnet: Dazu sei folgendes Beispiel gegeben:

Bsp. 3.1 Das gleichschenklige Dreieck ABC mit Grundseite [BC] ist Grundflache der Pyramide ABCS mit der
Hoéhe h = 5cm. Die Seitenlangen haben folgende MaBe: [AB] = [AC] = 3cm, [BC] = 4cm. Der Punkt
F ist der FuBpunkt der Hohe des Dreiecks ABC und es gilt [BF] = 2cm. Die Spitze S der Pyramide liegt

senkrecht iiber dem Punkt F. Zeichnen Sie das Schréagbild der Pyramide ABCS, wobei die Strecke [AF]

auf der Schragbildachse liegen soll. Fiir die Zeichnung gilt: q = %; o = 45°.

Schritte Beispiel C

1. Schritt: Die geforderte Grundflache wird als
normale, ebene Figur gezeichnet; dabei ist darauf
zu achten, dass die gewiinschte Schragbildachse in A F
der Horizontalen liegt.

B
2. Schritt: Von jedem Punkt der Grundflache, der Die Lotstrecken sind bereits
ober- bzw. unterhalb der Schragbildachse liegt, fallt eingezeichnet: [BF] bzw. [FC]
man das Lot auf die Schragbildachse.
C
3. Schritt: Vom Lotpunkt aus zeichnet man mit c’

dem gegebenen Verzerrungswinkel ® die mit dem /////7
Verzerrungsfaktor q gestreckten neuen Strecken. So 0
gilt z.B. FC' = q - FC. A\VF

B/
B
S
4. Schritt: Das Schragbild wird z. B. zum Prisma
oder zur Pyramide vervollstandigt.
C/
()
A —— F
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3.2 Prisma und Pyramide

Zu unterscheiden sind Prismen und Pyramiden.

Prisma
Die Seitenkanten sind parallel zueinander.
Die Seitenflachen sind stets Parallelogramme.
Die Grund- und Deckflache sind kongruente Vielecke.

Gerades Prisma: Die Seitenkanten sind senkrecht zur
Grundflache.

Schiefes Prisma: Die Seitenkanten sind nicht senkrecht
zur Grundflache.

Beispiele: Wiirfel, Quader,
V=G-h
0=2G+M

Pyramide
Alle Seitenkanten laufen in einen Punkt (die Spitze).
Die Seitenflachen sind stets Dreiecke.
Die Grundflache ist ein Vieleck.
Regulire Pyramide: Alle Seitenkanten sind gleich lang.

Beispiel:
V:%-G-h
O=G+M

Wobei V das Volumen, G die Grundflache, h die Hohe, O die Oberflache und M die Mantelflache ist.

3.3 Rotationskorper

Dreht man eine zweidimensionale Figur um eine Drehachse, so entsteht ein Rotationskorper. Dieser ist
symmetrisch zu seiner Drehachse. Ein Axialschnitt eines Rotationskorpers ist ein Schnitt durch diesen
entlang seiner Drehachse: Man erhalt wieder die zweidimensionale Figur, aus der der Rotationskorper
entstanden ist. Im wesentlichen gibt es den geraden Kreiszylinder und Kreiskegel:

Gerader Kreiszylinder

Drehachse: a

Axialschnitt: Rechteck
Grund- und Deckflache: Kreis
Radius: r

Hohe: h

V = zr’h

0=2G+M

M = m2rh

Gerader Kreiskegel

Drehachse: a

Axialschnitt: Gleichseitiges Dreieck
Grundflache: Kreis

Radius: r

Hohe: h

V= %nrzh

O=G+M

M = mrs

Wobei V das Volumen, G die Grundflache, O die Oberflaiche und M die Mantelflache ist.
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In einer Medikamentenstudie wird in drei zeitgleich beginnenden Laborversuchen die

Vermehrung von Krankheitserregern untersucht.
Bei allen Versuchen geht man von anfanglich 10000 Krankheitserregern aus.

Im ersten Versuch wird festgestellt, dass sich die Anzahl der Krankheitserreger ohne
Zugabe eines Medikaments taglich um 16 % vergroBert.

Bestimmen Sie durch Rechnung, am wievielten Tag nach Versuchsbeginn sich die
Anzahl der Krankheitserreger verdreifacht hat.

Beim zweiten Versuch wird zu Beginn ein Medikament A zugegeben. Nach Ablauf
von 12 Tagen betragt die Anzahl der Krankheitserreger 45 000. Berechnen Sie, um
wie viel Prozent die Anzahl der Krankheitserreger mit Medikament A taglich zunimmt.
Runden Sie auf ganze Prozent.

Beim dritten Versuch wird ein Medikament B zugegeben, mit dem die Anzahl der
Krankheitserreger taglich nur um 8% zunimmt. Bestimmen Sie durch Rechnung, am
wievielten Tag nach Versuchsbeginn die Anzahl der Krankheitserreger mit Medikament
B halb so groB ist wie die Anzahl der Krankheitserreger aus dem Versuch aus 1.1

ohne Medikament.

2P

1P

2P
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A20

A2l

A22

A23

Die nebenstehende Zeichnung zeigt ein Schragbild der
Pyramide ABCS, deren Grundflache das gleichseitige
Dreieck ABC ist. Der FuBpunkt T der Pyramidenhohe
[ST] teilt die Dreieckshdhe [MB] des gleichseitigen
Dreiecks ABC im Verhaltnis MT : TB = 1: 2.

Es gilt: MB=6 cm; <SBM = 65°.

In der Zeichnung (nicht maBstabsgetreu) gilt:
1
q=50= 45°; [MB] liegt auf der Schragbildachse.

Runden Sie im Folgenden auf zwei Stellen nach dem
Komma.

Berechnen Sie die Lange der Strecke [ST]. 1P
[Ergebnis: ST = 8,58 cm|

Die Punkte P, liegen auf der Strecke [BS]. Die Winkel BMP, haben das MaB ¢ 1P
mit ¢ € [0° 76,88°]. Die Punkte P, sind zusammen mit den Punkten A und C die
Eckpunkte von gleichschenkligen Dreiecken AP,C mit der Basis [AC].

Zeichnen Sie das Dreieck AP;C fiir ¢ = 20° in das Schragbild zu 2.0 ein.

Zeigen Sie durch Rechnung, dass fiir die Lange der Strecken [MP,] in Abhangigkeit 2P
on ¢ gilt: MPx(0) >4
von ilt: n = —————¢cm.
¢g ¢ sin(¢ + 65°)
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Da es sich hierbei um ein exponentielles Wachstum handelt (Anzahl der Krankheitserreger
vergroBert sich taglich um 16 %) und anfanglich 10000 Krankheitserreger vorhanden sind,
berechnet man den Tag x € R{, an dem sich Anzahl der Krankheitserreger verdreifacht hat
(10000 - 3 =30000), wie folgt:

30000 = 10000 - 1,16 | : 10000
= 3=1,16 | log( )
— x = log; 163
— x =74 L = {74}

Am 8. Tag nach Versuchsbeginn hat sich die Anzahl der Krankheitserreger verdreifacht.

Auch hierbei muss eine Exponentialgleichung aufgestellt werden. Fiir k € R*\ {1} gilt:

45000 = 10000 - k*? | : 10000
= 4,5 = k*? 2
— k=113 L= {113}

Die Anzahl der Krankheitserreger nimmt taglich um 13 % zu.

Die Anzahl der Krankheitserreger nach x Tagen aus dem Versuch aus 1.1 ohne Medikament ist
10000 - 1,16*. Die zu lésende Gleichung fiir x € RJ lautet also:

0,5-10000-1,16* = 10000 - 1,08*

= 5000-1,16* = 10000 - 1,08 | : 5000 | :1,08*
1,16\~
: =2 I
- &) [log( )
= x =97 L ={9,7}

Am 10. Tag ist die Anzahl der Krankheitserreger halb so groB wie die Anzahl aus dem Versuch
zu 1.1

Aufgrund des Teilungsverhiltnisses MT : TB = 1: 2 und MB = 6 cm ist die Strecke TB = 4cm
lang. Dann gilt mit dem Winkel <SBM = 65°:

S
TS
tan <SBM = —
an B
7—1—
— tan65°:s— | -4cm
4cm
— ST =8,58cm <SBM = 65°

T B
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A 2.2 Einzeichnen des Dreiecks AP;C fiir ¢ = 20°:

(Hinweis: Die Darstellung ist nicht maBstabsgetreu, da die Zeichnung fiir den Buchdruck
skaliert wurde.)

2013

A 2.3 Mithilfe des Sinussatzes im Dreieck MBP,, berechnet sich die Strecke MP,, in Abhéangigkeit von
¢ € [0°; 76,88°] und mit der Eigenschaft sin(180° — ) = sin B folgendermaBen:

MP.(9) MB
sin65°  sin(180° — (@ + 65°))
- sin65° - 6cm

Pl = Gnle v 659)
ST S
sin(@ + 65°)

| - sin 65°

!

!

MP,(¢) =

A 2.4 Im gleichseitigen Dreieck ABC gilt MB = % -v/3 also AC = 67% cm = 6,93 cm. Dann gilt fiir
den Flacheninhalt der Dreiecke AP,C:
1 -
App,c = 5 AC - MP,
1 5,44
Appc==-693- ———cm?
A AP = 5 TP (e + 65°)
18,85
— Aap,c = 2

sin(¢ + 65°) m
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B 1.0 Gegeben ist die Funktion f; mit der Gleichung y = 0,752 -3 (G = R x R).

B 1.1 Geben Sie die Definitions- und Wertemenge der Funktion f; an. 3P
Zeichnen Sie sodann den Graphen zu f; fir x € [-9; 4] in ein Koordinatensystem.
Fur die Zeichnung: Langeneinheit 1cm; -9 < x <5; 4 <y <38

B 1.2 Der Graph der Funktion f; wird durch orthogonale Affinitat mit der x-Achse als 4P
Affinitatsachse und dem AffinitatsmaBstab k = —2 sowie anschlieBende Parallelver-

schiebung mit dem Vektor 7 = _12) auf den Graphen der Funktion f, abgebildet.

Zeigen Sie rechnerisch, dass die Funktion f, die Gleichung y = -2-0,75"* + 7 besitzt
(G = R x R) und zeichnen Sie sodann den Graphen zu f, fir x € [-9; 4] in das
Koordinatensystem zu B 1.1 ein.

B 1.3 Punkte A, (x|0,752 = 3) auf dem Graphen zu f; und Punkte C, (x| -2-0,75*"* +7) 2P
auf dem Graphen zu f, haben dieselbe Abszisse x und sind fiir x > —6,61 zusammen
mit Punkten B, und D, die Eckpunkte von Drachenvierecken A,B,C,D,.
Die Strecken [A,C,] leigen auf den Symmetrieachsen der Drachenvierecke A,B,C,D,.

Es gilt: A,B, = <3>

2
Zeichnen Sie das Drachenviereck A;B;C;D; fiir x = =5 und das Drachenviereck
A,B,C,yD; fiir x = 1 in das Koordinatensystem zu B 1.1 ein.

B 1.4 Bestatigen Sie durch Rechnung, dass fiir die Lange der Strecken [A,C,] in Abhingig- 2P
keit von der Abszisse x der Punkte A, gilt: A,C,(x) = (-2,125 - 0,75**2 + 10) LE.

B 1.5 Unter den Drachenvierecken A,B,C,D, gibt es die Raute A3B3C3D3. 3P
Berechnen Sie die Koordinaten des Punktes B3 auf zwei Stellen nach dem Komma
gerundet.

B 1.6 Zeigen Sie, dass fiir den Flacheninhalt A der Drachenvierecke A,B,C,D,, in Abhan- 3P

gigkeit von der Abszisse x der Punkte A, gilt: A(x) = (-6,375 - 0,757 + 30) FE.
Begriinden Sie sodann, dass fiir den Flacheninhalt aller Drachenvierecke A,B,C,D,
gilt: A < 30FE.
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B 1.1 Fir die Definitionsmenge gibt es keine Einschrankung, da fiir x alle Werte zugelassen sind, also
D = RR. Da f; eine Exponentialfunktion der Form a*® + c ist, fiir welche stets W = {y | y > c}
gilt, lautet die Wertemenge fiir f1: W = {y | y > -3}.

Zeichnung von f; fir x € [-9; 4]:
(Hinweis: Die Darstellung ist nicht maBstabsgetreu, da die Zeichnung fiir den Buchdruck
skaliert wurde.)

Ay

~

1 B1 / ) \
\\
/ N\ / \, X
-9/ 8 | -7 —6\\—5 -4 | -3 —{ -1 O 1 \4

/
@ /m/ [l
N\

B 1.2 Die Abbildungsgleichung der orthogonalen Affinitat mit der x-Achse lautet:

()= 0= ()

Setzt man in diese den AffinitdtsmaBstab k = —2 und die Funktion f; ein, so gilt mit G = R x R

und x € R:
x\ (1 0 o X
y') \0 =2 0,752 -3

_( 1-x+0-(0,75+2-3) )
~\0-x+(-2) - (0,752 - 3)

_ X
~ \-2-0,75 +6

Dies fiihrt zu dem Gleichungssystem

x = x

Ay =-2.075+6
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Einsetzen von x = x’ in die untere Gleichung ergibt y/ = -2 - 0,752 4+ 6.

%
Jetzt fehlt noch die Parallelverschiebung mit dem Vektor v = (). Fir G = R x R und

x" € R ergibt sich:
X"\ X/ -2
y') “\=2.075724+6) T (1
B x' =2
—\-2.0,75¢*+2 -7

Dies fiihrt wiederum zu dem Gleichungssystem:

x"=x"-2
Ay =-2.075T2+7

Umformen der ersten Gleichung ergibt x’ = x” 4 2. In die zweite Gleichung eingesetzt erhalt
man:

y' =-2.0,75+2*2 17
= —2.0,75"" 47

Somit lautet die Gleichung der Funktion f, :y =-2-0,75" +7, G =R x R.

Einzeichnen des Graphen zu f;: siehe Koordinatensystem von Aufgabe B 1.1.

Es gilt A; (—5]-0,63), By (-5]4,33), Ay (1|-2,58) und B, (1]6,53).

Einzeichnen der Drachenvierecke A;B;C1D; und A;B,C,D;: siehe Koordinatensystem zu Auf-
gabe B 1.1.

Da die Punkte A, und C, senkrecht libereinander stehen (gleiche Abszisse x), geniigt es, die
Differenz der y-Koordinaten von C, und A, zu bilden. Fiir x > —6,61 gilt also:

ACo(x) = [-2- 0,75 + 7 (0,752 - 3)][LE]
=[-2-0,75"2*2 + 7-0,75""% 4+ 3]
= [-2-0,75%-0,75*72 - 0,752 + 10]
= [-1,125-0,75*"% - 0,752 + 10]
= [-2,125 - 0,75*"2 + 10][LE]

Somit betragt die Lange der Strecken [A,C,]:

AC, = (-2,125 0,757 + 10) [LE]

Bei einer Raute sind alle vier Seiten gleich lang. Da die Punkte A, und C, senkrecht tibereinander
stehen, reicht es zu wissen, dass der Abstand A3;Cz doppelt so groB sein muss, wie der Abstand
der vertikalen Komponenten von Az und Bs. Dieser vertikale Abstand von Az und B3 ist dem
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A 1.1 Als Winkel <DSC, wird @ = 40° abgetragen. Weiterhin sind die Strecken SD = 3cm und

A;B, = 4cm gegeben. Damit kann das Trapez in die gegebene Darstellung eingezeichnet
werden:

B

A1 B1

A 1.2 Fir den Winkel @ gilt im Dreieck DC,S:

DC _
t = — -SD
NP 5o |
= tan¢ - SD = DC,
= DC,(9) =3 -tan@cm
Im Dreieck SA,B, gilt zudem:
A.B _
t =" -SA,
an @ SA. |
— tan@ - SA, = A,B, | tan@
A.B,
—= SA, =
tan @
= SA.(o) = 4 cm
()= tan @

A 1.3 Das gesuchte Volumen V des Rotationskorpers ergibt sich aus der Differenz des Rotationskorpers
des Dreiecks A,B,S abziiglich des Rotationskorpers des Dreiecks DC,,S:

V =Va,8,s + Vbc,s

Bei den Rotationskorpern der Dreiecke handelt es sich jeweils um Kreiskegel. Die Grundseite
der Dreiecke ist dabei der Radius der Grundseite. Damit kann das gesuchte Volumen bestimmt
werden:

V = Va.g,s + Vbc,s
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1 1 _
= 37 (AB,)* -SA, - 5m- (DC,)-SD

Darin konnen nun die bekannten GroBen und die Zusammenhange aus Aufgabe A 1.2 eingesetzt
werden:

V= %n - (A,B,)? - SA, - %n -(DC,)?-SD

1 4
=3 (4cm)? -

1
tan(pcm_ 3" (3tan@cm)? - 3cm

1 64
- -2 2 3
3n (tan(p 7 tan (p) cm

A 2.1 Durch Einsetzen der Werte fiir den Winkel konnen auf eine Nachkommastelle gerundet die
Koordinaten der Pfeile berechnet werden:
A—C? _ (8 : cos(40°)—0,5> - (5,6) AC, — (8 . cos(800)—0,5> - <0,9)

1 1
cos(40°) +1 2,3 cos(80°) +1 6,8

Aus den Koordinaten des Punktes A und den berechneten Vektoren konnen die Koordinaten der
Punkte C; und C, bestimmt werden:

OC, — OA @ AC, — <_O’5> ® (5'6> - (5'1> = ((51]33

1 23) = \33
. —»  [-05\ _(09) (04
OC, — OA @ AC) — ( 1 ) ® (6,8) - (718> (0478

Die Koordinaten der Eckpunkte der Dreiecke ABC; und ABC, sind nun bekannt und konnen in
das Koordinatensystem eingezeichnet werden.

(Hinweis: Die Darstellung ist nicht maBstabsgetreu, da die Zeichnung fiir den Buchdruck
skaliert wurde.)
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Es werden zwei Versuche zur Abkiihlung von heiBem Wasser durchgefiihrt. Der
Temperaturverlauf wahrend dieser Versuche lasst sich jeweils ndherungsweise durch
eine Exponentialfunktion der Form y = (yo —yy) - 0,9* 4y

(G=R" xR, yp € Rty € RY") beschreiben.

Dabei ist nach x Minuten die Temperatur des Wassers auf y °C gesunken. Die
Anfangstemperatur des Wassers betragt y, °C und die Umgebungstemperatur y, °C.
Runden Sie im Folgenden auf eine Stelle nach dem Komma.

Im ersten Versuch kiihlt 95°C heiBes Wasser in einem Raum mit einer Umgebung-
stemperatur von 20°C ab.
Berechnen Sie, nach welcher Zeit die Wassertemperatur auf 60 °C gesunken ist.

Im zweiten Versuch kiihlt 72°C heiBes Wasser in einem ersten Raum mit einer Umge-
bungstemperatur von 18 °C fiir 3 Minuten ab. AnschlieBend wird der Abkiihlvorgang
in einem zweiten Raum fiir weitere 8 Minuten fortgesetzt, bis das Wasser eine Tem-
peratur von 39°C besitzt.

Berechnen Sie die Umgebungstemperatur im zweiten Raum.

2P

3P
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A 1.1 In die gegebene Funktionsvorschrift y = (y, —yy) - 0,9% + y, werden die Werte y, = 95 und
yy = 20 eingesetzt. Dann kann ermittelt werden, nach welcher Zeit die Temperatur auf 60°
gesunken ist:

60 = (95-20) - 0,9 + 20 | -20
— 40 =75-0,9" | 1 75
— % =09 |logg o
— x = logg g 8
"~ 15
= x~ 6,0

Es ergibt sich L = {6,0}. Die Wassertemperatur ist also nach etwa 6 Minuten auf 60° gesunken.

A1l2 Esistnuny, =72y, =18 und x = 3:
y=(72-18)-0,9® + 18 ~ 57,4

Es wird nun y, = 57,4 und x = 8 eingesetzt. Damit wird die Umgebungstermperatur rechnerisch

bestimmt:
(57,4—-yy) - 0,9 +y, =39
— 57,4-0,98 +y, - (1-0,9%) =39 |-57,4-0,9®
= yy - (1-0,9%) =39-57,4.0,9° |1 (1-0,9%)
— vy — 39-57,4-0,9°
1-0,98
<= yy ~ 25,1

Somit ergibt sich . = {25,1}. Die Umgebungstemperatur im zweiten Raum betragt also 25,1°.

A 2.1 Far den Winkel gilt:

Skizze
C
CM 05-10cm 5
tnaMAC= M~ 8m 8 5em
= <MAC = 32,01° <MAC
A 8cm M

A 2.2 Einzeichnen des Punktes Py und der Strecke [AP4] (Zeichnung siehe nachste Teilaufgabe).
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B 1.0 Gegeben ist die Funktion f; mit der Gleichungy = 100,57 +2 (G =R x R).
Runden Sie im Folgenden auf zwei Stellen nach dem Komma.

B 1.1 Geben Sie die Definitionsmenge der Funktion f; an. 2P
Zeichnen Sie sodann den Graphen zu f; fir x € [-2,5; 5] in ein Koordinatensystem.
Fur die Zeichnung: Langeneinheit 1cm; 5 <x <5 -6 <y <10

B 1.2 Der Graph der Funktion f; wird durch Achsenspiegelung an der x-Achse sowie 4P

_2> auf den Graphen der

%
anschlieBende Parallelverschiebung mit dem Vektor v = ( 1

Funktion f, abgebildet.

Zeigen Sie rechnerisch, dass die Funktion f, die Gleichung y = —-10- 0,55 -1 mit
G = R x R besitzt.

Geben Sie sodann die Gleichung ihrer Asymptote an und zeichnen Sie den Graphen
zu f, fiir x € [-4; 5] in das Koordinatensystem zu B 1.1 ein.

B 1.3 Punkte A,(x]10-0,5"+2) auf dem Graphen zu f; und Punkte 2P
Cn(x|=10-0,5%°—1) auf dem Graphen zu f, haben dieselbe Abszisse x und sind
zusammen mit Punkten B, und D, die Eckpunkte von Parallelogrammen A,B,C,.D,.

Die Punkte D, liegen ebenfalls auf dem Graphen zu fq, ihre Abszisse ist um 2 groBer
als die Abszisse x der Punkte A,,.

Zeichnen Sie die Parallelogramme A;B;C;D; fir x = -2 und A,B,C,D, fir x =1,5
in das Koordinatensystem zu B 1.1 ein.

B 1.4 Berechnen Sie das MaB des Winkels A;D;C;. 4P

B 1.5 Zeigen Sie rechnerisch, dass fir die Koordinaten der Punkte B, in Abhangigkeit von 3P
der Abszisse x der Punkte A, gilt: B, (x-2|5-0,5"-1).
[Teilergebnis: Dy, (x 4+ 2|10 - 0,57 + 2)]

B 1.6 Unter den Parallelogrammen A,B,C,D, gibt es die Raute A3B3C3Ds5. 3P
Berechnen Sie die x-Koordinate des Punktes As.




Teil B
2019-10

B 2.0

B 21

B22

B 23

B24

B25

B 26

MNosehlussprifiung 2019 RS Mathemeatik [ = Angaben

Das Quadrat ABCD mit dem Diagonalenschnittpunkt M ist die Grundflache des
geraden Prismas ABCDEFGH mit der Hohe [AE]. Der Schnittpunkt der Diagonalen
[EG] und [FH] des Quadrats EFGH ist der Punkt N.

Es gilt: AB = 7cm; AE = 9cm.
Runden Sie im Folgenden auf zwei Stellen nach dem Komma.
Zeigen Sie, dass fiir die Lange der Strecke [AC] gilt: AC = 9,90 cm.

Zeichnen Sie sodann das Schragbild des Prismas ABCDEFGH, wobei die Strecke
[AC] auf der Schragbildachse und der Punkt A links vom Punkt C liegen soll.

1
Fir die Zeichnung gilt: q = E; o = 45°.

Berechnen Sie die Lange der Strecke [CN] sowie das MaB des Winkels CNG.
[Ergebnis: <CNG = 61,19°]
Punkte P, liegen auf der Strecke [CN]. Die Winkel P,EN haben das MaB ¢ mit

¢ € ]0°; 42,27°]. Die Punkte P, sind zusammen mit den Punkten N und E die
Eckpunkte von Dreiecken P,NE.

Zeichnen Sie das Dreieck P;NE fir ¢ = 38° in das Schragbild zu B 2.1 ein und
begriinden Sie sodann die obere Intervallgrenze fiir .

Zeigen Sie durch Rechnung, dass fiir die Lange der Strecken [NP,] in Abhangigkeit
von @ gilt:

4,95 -sin@

NPa(®) = Sto + 118,817 ™

Die Punkte P, sind die Spitzen von Pyramiden EFHP, mit den Héhen [P, T,], deren
FuBpunkte T, auf der Strecke [EG] liegen.

Zeichnen Sie die Pyramide EFHP; und ihre Hohe [P1T;] in das Schragbild zu B 2.1
ein und ermitteln Sie sodann rechnerisch das Volumen V der Pyramiden EFHP,, in
Abhangigkeit von @.

- 4,34 - s
Teilergebnis: P, T,(¢) = sin((|;3+ lsllg (glo) cm

Die Punkte P, sind auch Spitzen von Pyramiden ABCDP,,.
Fiir die Pyramiden EFHP2 und ABCDP2 gllt VEFHP2 = V/-\BCDPQ-

Berechnen Sie den zugehorigen Wert fir ¢.

3P

2P

2P

2P

3P

4p
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B 1.1 Da der Exponent einer Zahl beliebig sein kann, gibt es fiir x keine Einschrankungen. Demnach
ist die Definitionsmenge D = R.

Darstellung des Graphen zu fy:
(Hinweis: Das Koordinatensystem ist nicht maBstabsgetreu, da es fiir den Buchdruck skaliert
wurde.)

Graph zu f;

Graph zu f;

B 1.2 Achsenspiegelung an der x-Achse bedeutet zunachst ein negatives Vorzeichen vor den y-Wert
der Funktion. Fiir die Spiegelung gilt damit zunachst:

()= ()= Cao-aso ) = (ao-050-2)

Mit x = x’ folgt fiir die Spiegelung also die Gleichung y’ = —10- 0,53 = 2. AnschlieBend gilt
fur die Parallelverschiebung:

x"\ x/ o -2\ x' =2
y") — \-10-05¢3 -2 1) \-10-057t3-1
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Dabei gilt:

x"=x"-2 | +2
— X' =x"+2

Eingesetzt gilt also:
y// — _10 . O,5X/+3 _ 1 _ _10 . O,S(X//+2)+3 _ 1 _ _10 ) O'5X//+5 _ 1

Somit ist also fo: y =-10-0,5*"5 - 1.

Da die Basis des Exponentialterms mit 0,5 betragsmaBig kleiner als 1 ist, wird dieser Term fiir
groBe x sehr klein und geht gegen null. Damit ist die Gleichung des waagrechten Asymptote
y =-1.

Graphische Darstellung siehe Teilaufgabe 1.1.

Fir die graphische Darstellung wird zunachst A; bei x = =2 auf dem Graphen von f; und
C; bei x = =2 auf dem Graphen von f, eingezeichnet. AnschlieBend wird der Punkt D; bei
x = =2+ 2 = 0 auf dem Graphen von f; eingezeichnet. Es werden nun die Seitenkanten A;D;
und D;1C; gezeichnet. Werden nun jeweils die parallelen Seiten gezeichnet, ergibt sich an deren
Schnittpunkt schlieBlich der Punkt B;.

Analog wird fiir A,B,C,D, verfahren. Darstellung siehe Teilaufgabe 1.1.

Zunachst werden durch Einsetzen von von x = -2 die Koordinaten der Punkte A;, C; und D,
berechnet.

Xpa, =—2 YA, =10-057P42=7 = A (-21]7)
xc, =2  yc,=-10-05%-1=-225 = C(-2|-225)

1

xp, =0 yp, = 100573 +2 =325 = D;(0]3,25)

Fir die Pfeile zwischen den Punkten gilt ausgehend vom Punkt D:

— . /2-0 -2 — —2-0 -2
DiAs = (7—3,25) B (3,75) D1 = (—2,25—3,25) - (—5,5)

Dann gilt fiir den eingeschlossenen Winkel:

2 2
D:A, ® D:C, <3,75) © (—5,5)
COs <IA1D1C1 = s =
ID;AL|- DG V/(=2)2 + 3,752 /(-2)2 + (-5,5)?
4-20,62
00625 6684

~ /18.0625 - /34,25

Somit ist <tA;D;C; = cos™(-0,6684) ~ 131,94°.
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B 1.0

B11

B 12

B 1.3

B14

B15

B 16

Das Trapez ABCD mit [AB] || [DC] ist die Grund- y
flache des Prismas ABCDEFGH mit der Hohe E
[AE] (siehe Skizze). F
Es gilt: AB = 5cm; AD = 7cm; <BAD = 90°;

DC=9cm;AE = 7,5cm. D
Runden Sie im Folgenden auf zwei Stellen nach
dem Komma. A B

Zeichnen Sie das Schragbild des Prismas ABCDEFGH mit der Strecke [HC], wobei
[AB] auf der Schréagbildachse und A links von B liegen soll.

1
Fir die Zeichnung gilt: q = 5; o = 45°

Berechnen Sie sodann das MaB des Winkels DHC und die Lange der Strecke [HC].
[Teilergebnis: <DHC = 50,19°]

Der Punkt K liegt auf der Strecke [BF]. Die Strecke [EK] verlauft parallel zur Strecke
[HC]. Punkte P, liegen auf der Strecke [EK]. Die Winkel P,AE haben das MaB ¢ mit
¢ € ]0°; 56,31°].

Zeichnen Sie die Strecke [EK] sowie das Dreieck AP4E fiir ¢ = 15° in das Schragbild
zu B 1.1 ein.

Zeigen Sie, dass fiir die Lange der Strecken [AP,] in Abhangigkeit von @ gilt:

— 5,76
APn(¢) = sin(¢ + 50,19°)

cm.

Die Lange der Strecke [APy] ist minimal. Geben Sie den zugehérigen Wert fiir @ an.

Fir Punkte Q, € [HC] gilt: EP,, = HQ,,. Die Dreiecke APE sind die Grundflachen
der Prismen AP,EDQ,H.

Zeichnen Sie das Prisma AP,EDQH in das Schragbild zu B 1.1 ein.

Ermitteln Sie sodann durch Rechnung das Volumen der Prismen AP,EDQ,H in
Abhangigkeit von .

{Ergebnis: V() = 151,2 sin¢ 3

sin(@ + 50,10°)

Das Volumen des Prismas AP,EDQ,H ist um 70 % kleiner als das Volumen des
Prismas ABCDEFGH. Berechnen Sie den zugehorigen Wert fiir @.

Bestatigen Sie durch Rechnung die obere Intervallgrenze fiir .

4P

1P

3P

3P

4P

3P
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B 1.1 Zeichnen des Schragbildes des Prismas ABCDEFGH mit der Strecke [HC]:
(Hinweis: Die Abbildung ist nicht maBstabsgetreu, da sie fiir den Buchdruck skaliert wurde.)

H G
Q1
. F
1
K
D C
A B

Weiterhin wird das Dreieck DCH betrachtet.

tan <DHC = D=C tan”!()
DH H
9 <DHC
DHC = —
< < 75
S <DHC = 50,19°
HC® =DC’ +DH’ Na
— HC = /92 +7,52cm D ¢
— HC =11,72cm

B 1.2 Einzeichnen der Strecke [EK] und des Dreiecks AP+E: siehe Teilaufgabe 1.1.

B 1.3 Da [EK]||[HC] ist, ist <AEK = <DHC = 50,19°. Da alle Punkte P, auf [EK] liegen, ist zudem
<AEP, = <AEK = 50,19°. Da <AEF ein rechter Winkel ist und wegen der Innenwinkelsumme

im Dreieck AP,E gilt:
<EP,A = 180° - <P,AE - <AEP,
= 180° - ¢ -50,19°
=129,81°-¢
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Mit dem Sinussatz im Dreieck AP,E gilt dann:

. <AEP,
AP, AE ) P
= - sin <AEP, n
sin<AEP, _ sin<EP,A | sin <
7,5
AP.(9) = ' - Si ,19°
= (9) Sn(120.61°— ¢) sin(50,19°) cm EP, A
5,76
AP, () = '
— (@)= Gi20.81— ) "
A
Mit sin(180° — x) = sin(x) ergibt sich der gesuchte Zusammenhang:
5,76 5,76 5,76

AP, (p)

= Gn(12081°—9) "~ sin(180° = (129.81°=¢)) ™) ~ sin(@ + 50.10°) "

B 1.4 Zeichnen des Prismas AP;EDQ;H in das Schrégbild: Siehe Teilaufgabe 1.1.
Das Volumen des Prismas ergibt sich aus der Grundflache des Dreiecks AP,E und der Hohe
AD = 7cm.

V(9) = Anp,e - AD
1 _
_ (2AE AP, -sin(p) .AD

1

:(.7’5_ 5,76
2 sin(¢ + 50,19°
1512 -sing 5

~ sin(@ +50,19°)

) -sin(p) -7cm?

B 1.5 Zunachst wird das Volumen des Prismas ABCDEFGH berechnet. Dieses ergibt sich aus der
Grundflache des Trapezes ABCD mit der Hohe AE = 7,5cm des Prismas.

1\
V ABCDEFGH = (2 -(AB +DC) - AD) - AE
1
= (2 -(5+9)- 7)) -7,5cm?
= 376,5cm’

Das Volumen des Prismas AP,EDQ,;H soll um 70% kleiner sein, also
Vap,epq,n = 0,3 -376,5cm® = 110,25 cm?. Fir diesen Wert wird der Winkel @ bestimmt:

V() = 110,25 cm?

151,2 - sing
= 110,25 : 110,25
sin(¢ + 50,19°) |
1,3714 - si
Sl Sl S |- sin(¢ + 50,19°)

sin(¢ + 50,19°)
= 1,3714 - sin ¢ = sin(¢ + 50,19°)
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