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Vorwort

Liebe Schilerin lieber Schiiler,

mit dem vorliegenden Buch haben Sie einen hervorragenden Helfer an der Hand,
um sich optimal auf das schriftliche Abiturfach Mathematik im Fachgebiet Analy-
sis, vorzubereiten. Anhand der zahlreichen Aufgaben und Klausuren kdnnen Sie
mit konsequenter Ubung die notwendige Sicherheit erlangen und somit die Unsi-
cherheit am Prifungstag minimieren. Der ein oder andere Schiler von lhnen hat
die Oberstufe im Fach Mathematik mit mehr oder weniger gro3en Wissensliicken
erreicht und muss daher diese erst schlief3en, um sich erfolgreich mit dem Thema
Analysis befassen zu kdnnen. Das Buch unterstitzt Sie in den ersten Kapiteln mit
den notwendigen mathematischen Grundlagen und Ubungen dabei. Die folgenden
Kapitel vermitteln Ihnen dann Schritt flr Schritt den eigentlichen Gymnasialstoff
der Analysis, der Sie schlieRlich an das abschlieRende Klausurtraining sicher her-
anfihren soll. Das Klausurtraining sollte von jedem Schiler komplett bearbeitet
und durchgefiihrt werden, da es Sie auf die Aufgabenstellungen, die Aufgabenty-
pen und auf die Bearbeitungszeit der schriftlichen Abiturprifung gut einstellt.

Das vorliegende Buch enthalt:

e Zu allen Themen ein ausfuhrliches Beispiel, das jeden einzelnen Re-
chenschritt beinhaltet.

e Zu allen Themen zahlreiche Aufgaben mit ausfuhrlichen Losungen.
e Zahlreiche Beispiele mit geeigneten Lésungsverfahren.
e Zahlreiche mathematische Formeln und mathematische Séatze.

¢ Ehemalige Klausuren mit allen Aufgabentypen und Musterldsungen.

Viel Erfolg im Abitur wiinscht Ihnen der Verfasser!
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Analysis-Aufgaben in der schriftlichen Abiturprifung

Das schriftliche Abiturfach Mathematik besteht aus den drei Fachgebieten Analysis,
analytische Geometrie und Stochastik. Die Analysis hat in der Priifung den groi3-
ten Anteil und beinhaltet die zwei wichtigen Gebiete der Differential- und der Integ-
ralrechnung. Das zentrale Thema der Differentialrechnung ist die Berechnung lo-
kaler Veranderungen von Funktionen. Der Grundbegriff der Differentialrechnung ist
die Ableitung einer Funktion, deren geometrische Entsprechung die Tangenten-
steigung der Funktion ist. Die Integralrechnung kann als die Umkehrung des Diffe-
renzierens angesehen werden und ist definiert als der Flacheninhalt, der von einer
Funktion auf einem Intervall eingeschlossen wird.

Mit den mathematischen Methoden, die sich aus der Differentialrechnung und aus
der Integralrechnung ergeben, werden im Abitur folgende Funktionsklassen mit
ihren einfachen Verkettungen oder Verknupfungen analysiert.

Ganzrationale Funktionen
Gebrochenrationale Funktionen
Exponential- und Logarithmusfunktionen
Sinus- und Kosinusfunktionen

Mathematische Aufgabentypen im Abitur:
1. Kurvendiskussion mit Extremwertaufgabe

Untersucht wird eine Funktion aus den Funktionsklassen auf Symmetrieeigen-
schaften, Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen Extremstellen, Wendepunkte
und Flachenbestimmung. Ldsen einer Extremwertaufgabe.

2. Kurvendiskussion ohne Extremwertaufgabe

Untersucht wird eine Funktionenschar aus den Funktionsklassen in ihrem Definiti-
onsbereich auf Symmetrieeigenschaften, Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen
Extremstellen, Wendepunkte, Terassenpunkte und Flachenbestimmung oder ihr
Rotationsvolumen in Abhangigkeit eines Parameters. Zuséatzlich werden bei Funk-
tionsscharen héaufig die Ortslinien spezieller Punkte ermittelt.

3, Mathematische Modelle untersuchen

Es werden realitatsnahe Probleme durch geeignete Funktionen aus den Funkti-
onsklassen beschrieben und auf sachbezogene Fragestellungen hin untersucht.
Damit wird das erlernte mathematische Wissen in konkreten Situationen sinnvoll
verwendet.
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Die Differentialrechnung ist ein wichtiger Teil der Analysis. Sie ist eng verknupft
mit der Integralrechnung, mit der beide unter der Bezeichnung Infinitesimalrech-
nung zusammengefasst wurden. Das zentrale Thema der Differentialrechnung ist
die Berechnung lokaler Veranderungen von Funktionen. Der Grundbegriff der Dif-
ferentialrechnung ist die Ableitung einer Funktion, deren geometrische Entspre-
chung die Tangentensteigung der Funktion ist. In vielen Féallen ist die Differential-
rechnung ein unverzichtbares Hilfsmittel um mathematische Modelle zu beschreiben
und zu analysieren.

6.3 Differentialrechnung

6.3.1 Ableitung einer Funktion

Differenzenquotienten oder mittlere Anderungsrate

Der Differenzenquotient ist ein MaR fir die mittlere Anderungsrate der betrachte-
ten Funktion Uber ein entsprechendes Intervall. Geometrisch interpretiert, kenn-
zeichnet der Differenzenquotient die Steigung der Sekante der Funktion durch die
folgenden Punkte Py (x4, f(x4)) und Py(x,, f(x2))

Definition:
Es sei y = f(x) eine auf D; definierte Funktion und x4,x, € R.

Den Ausdruck d(x) bezeichnet man als Differenzenquotient oder mittlere
Anderungsrate der Funktion im Intervall [x4; x;].

f(xz) — f(x41)

d(x) = r—y

mit den Punkten Py (x4, f(x;)) und Py (x, f(x2)).

1 X2
Differenzenquotient
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Differenzialquotienten oder momentane Anderungsrate

Der Differenzialquotient beschreibt die Anderung einer Funktion an einer speziel-
len Stelle. Er beschreibt die sogenannte momentane oder punktuelle Anderungs-
rate. Geometrisch interpretiert, kennzeichnet die Ableitung der Funktion ein Mal3
fur die Steigung der Tangente im Punkt P des Graphen. Der Steigungswinkel a der
Tangente im Punkt P ist f(x)' = tan(a). Um vom Differenzenquotient zur momenta-
nen Anderungsrate zu kommen, verkleinert man das Intervall [x,;x,] immer weiter
mit x; = x und x, = x+ h fur Li_r)r&.

Definition:
Es sei y = f(x) eine auf D; definierte Funktion.

Den Ausdruck f(x)" bezeichnet man als Differenzialquotient oder als Ablei-
tung der Funktion f(x) an der Stelle x.

f(x +h) — f(x) _f(x+h)—f(x)
x+h—-x h

f(x)' = }li_l;l(‘)l f(x) =

Ableitung der Sinusfunktion

Wir wollen nun die Ableitung der Sinusfunktion f(x) = sin(x) zu jedem beliebigen
x-Wert bestimmen, d.h. wir suchen eine Funktion f(x)’ die zu jedem beliebigen
x-Wert die zugehorige Steigung der Tangente der Sinusfunktion angibt.

Die Ableitung erhalten wir mit dem Differenzialquotienten der Sinusfunktion:

fx+h) —f(x)

fx)' = LI_I)I(} fx) = h
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fx+h)—f(x) . sin(x+h)-sin(x)
= lim
h h-0 h

f(x) = sin(x)

f(x) = %11_%1 f(x) = LI_I)I(}

sin(x) cos(h) + cos(x) sin(h) — sin(x)
b0 h

Li_r)r(}(sin(x) cos(h)) + Li_r)r(}(cos(x) sin(h)) — lim sin(x)

lim h
h-0
sin(x) + Lin(} cos(x) h — sin(x) h cos(x)
lim h =lim—p = cos

h-0

6.3.2 Tabelle von Ableitungen elementarer Funktionen

Alle elementaren Funktionen und deren Ableitungen werden mit dem Differenzial-
quotienten bestimmt. Die folgende Tabelle enthalt die Ableitungen aller wichtigen
elementaren Funktionen.

Elementare Funktionen Funktion Ableitungen
Potenzfunktion f(x) = x" f(x)' = nx"?!
Naturliche X 0 53
Exponentialfunktion e =c gy =c
Naturliche _ , 1
Logarithmusfunktion o) = 1aE) f(x)" = X
Sinusfunktion f(x) = sin(x) f(x)' = cos(x)
Kosinusfunktion f(x) = cos(x) f(x)' = —sin(x)
Exponentialfunktion f(x) = a* f(x)' = a*In(a)
Logarithmusfunktion f(x) = log,(x) f(x) = m

Die Ableitungen aus der oberen Tabelle sollten Sie auswendig kénnen.

Das néachste Kapitel untersucht mit den Grundrechenarten verknupfte Funktionen
und deren Ableitungsregeln.
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6.3.3 Regeln zum Ableiten von Funktionen

Ist die Ableitung keine elementare Funktion, so gelten die Ableitungsregeln, die in
der folgenden Tabelle zusammengefasst sind. Die verknipften Funktionen missen
jede fir sich differenzierbar sein.

Ableitungsregeln Verknupfte Funktio- | Ableitungen verknupfter Funk-

nen tionen
Faktorregel fx)' = (c-gx)’ fx)'=c-gx)’
Summenregel f(x)' = (gx) + h(x))' f(x)' = gx)' + hx)’
Produktregel fx)' = (gx) -hx®) |f® =gx  -hx +hx) - gx)
Quotientenregel fx)' = <%) fx)' = geo .h(xl)n(;)l;(xy .
Kettenregel f)' = (g(h)) fx)' = g(h(x)) - h)’

6.3.4 Tangenten und Normalen

Eine Tangentengleichung ist eine Gerade, die an einem bestimmten Punkt eine
Funktion berthrt. Eine Normalengleichung ist eine Gerade, die an einem be-
stimmten Punkt eine Funktion senkrecht schneidet. Mithilfe der Differentialrech-
nung kann man diese beiden Geraden einfach bestimmen.

Ermitteln einer Tangentengleichung der Funktion f

1. Die Gleichung der Tangente aufstellen.
Y=mx+t

2. Bestimmen der Steigung m, an einem Punkt P(x, | f(x,)) der Funktion f.
m, = f(x,)’

3. Bestimmen des Achsenabschnittes t mit dem Punkt P(x, | f(xo)) der
Funktion.
t = f(xo) — f(X0)" - %o

4. Die Gleichung der Tangente an dem Punkt P(xo | f(xo)).

y = f(X0)'(x — X¢) + f(X)
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Ermitteln einer Normalengleichung der Funktion f

1. Die Gleichung der Normalen aufstellen.
Y=mx+t

2. Bestimmen der Steigung m, an einem Punkt P(x0 [ f(xo)) der Funktion f.

m, = mit f(xy) # 0

f( 0)’

3. Bestimmen des Achsenabschnittes t mit dem Punkt P(x, | f(x,)) der
Funktion.

1
f(Xo) Ar=— f( )
4. Die Gleichung der Normalen an dem Punkt P(x, | f(xo)).

y=-— f( ) (x —xg) + f(xp)

Beispiel 3.)
Die Ableitung mit der Faktor- und Summenregel bestimmen.

1
f(x) = 4x3 + 2In(x) + 2 + 2e*

1 - .
Den Term =z als negative Potenz schreiben.

f(x) = 4x3 + 2In(x) + x 2 + 2e¥

Jeden Summanden einzeln differenzieren und den Faktor stehen lassen.
f(x) = (4x3) + (2In(x) + (x72)" + (2e¥)’

Den negativen Exponenten mit n = —2 als Potenzfunktion differenzieren.
1

fx) = (3-4x%) + (z ;) —@2x7%) + (29

Den negativen Exponenten umschreiben und den Faktor 2 ausklammern.

f(x)' 2(6 2 1 2 ")
= X —_——_——
x x3 ¢
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Die Ableitung mit der Produktregel bestimmen.

Beispiel 4.)

(x) = x3 - sin(x)

Die Funktionen g(x) und h(x) bestimmen.

f(x) = g(x) - h(x) = x3 - sin(x) = g(x) = x* und h(x) = sin(x)

Die Ableitungen von g(x) und h(x) ermitteln.

g(x)’ = 3x? und h(x)' = cos(x)

Die Produktregel anwenden um die Ableitung von f(x) zu erhalten.
f(x)' = g(x)'-h(x) + h(x)" - g(x) = 3x%sin(x) + cos(x)x3

f(x)' = x%(3 sin(x) + x cos(x))

Beispiel 5.)

Bestimmen Sie die Ableitung mit der Quotientregel.

x+1
(X)_x2+1

Die Funktionen g(x) und h(x) bestimmen.

&3] 1
f(x) =i(—;=x);++1=>g(x)=x+1undh(x)=x2+1

Die Ableitungen von g(x) und h(x) ermitteln.
g(x)' =1und h(x)' = 2x
Die Quotientenregel anwenden um die Ableitung von f(x) zu erhalten.

g -h(x) -h®'  gx _&*+1)-2x(x+1)

feo" = h(x)? = (x% + 1)2
x2+1-2x2-2x —x%2-2x+1
f(X)’ = =
(x2+1)2 (x2 +1)2
Beispiel 6.)

Die Ableitung mit der Kettenregel bestimmen.

f(x) = [In(x + 2)]?
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Die Funktionen g(h(x)) und h(x) bestimmen.

f(x) = g(h(x)) = [In(x + 2)]? = h(x) = In(x + 2)
Die Ableitungen von g(h(x)) und h(x) ermitteln.

g(h(x))" = 2[In(x + 2)] und h(x)’ =

(x+2)
Die Kettenregel anwenden um die Ableitung von f(x) zu erhalten.

_ 2[In(x +2)]
x+2) (x+2)

f(x)' = g(h(x)) - h(x)' = 2[In(x + 2)] -

Beispiel 7.)

Die Tangentengleichung und die Normalengleichung bestimmen.
3 3

Die Ableitung f(x4)’ den Funktionswert f(x,) und den x-Wert x, bestimmen.

3 3 3
f(x9)' = —— =1(2) = —— und f(xy) = f(2) = - und x, = 2

X 4 2
Die Gleichung der Tangente ermitteln.

3 3 3

y = f(x0)'(x —Xo) + f(X0) = _Z(X_ 2) +E = _ZX+ 3

Die Gleichung der Normalen ermitteln.

( )+ £(x) 1( 2)+3 4 8+3 4 7
= —-— —_ = — — —_ —_==X—— —_==X——
Y= Ty 0T )T TR 2°3*73%7273% 76
4
Aufgabe 1)) Lésungen ab Seite 211

Bestimmen Sie die Ableitung mit der Summen- und Faktorregel.

1 4a%? 2b
a)f(x) =5x* +7x* +2 b)f() = 5 +—5—— ) fx) = VxZ2+vx — 43x2

d)f(x) =2In(x) —2e* e.)f(x) =2cos(x)+3sin(x) +4 f.)f(x) =5*—-log,(x)
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Bestimmen Sie die Ableitung mit der Produktregel.

Aufgabe 2.)

a)f(x) = (2x3+5)4x* —10x) + (x> - 1)(2 - 8x?) b.)f(x) = x—)(x*+t?)

c.) f(x) = cos(x)cos(x) — sin(x)sin(x) d.) f(x) = (x3 + Vx + e¥)sin(x)
e)fx)=(1-x(1+x*)(1+x) f)f(x) = —e*(2x3 —4x+1)
g.) f(x) = 2(—x3 + 3x%)e* h.)f(x) = x*In(x)

Aufgabe 3.)

Ermitteln Sie die Ableitung mit der Quotientenregel.

3 _sin(x) b F) = x? £0x) = 4x?
a.) f(x) = tan(x) = c0s(0) D f(x) = T4 c)f(x) = I+ 13
7x5 + x? — 2x 2a _sin(x)
d) f(X) = X7+—3X e.) f(X) = m f) f(X) = X2
Vi—x x2—-6x+9 _ x2+9
8100 = o M =S0 18 VI 50 5
Aufgabe 4.)

Ermitteln Sie die Ableitung mit der Kettenregel

a)f(x) = (Vx+2 2x* - lnz)4 b.) f(x) = sin(V2x +4) c)f(x) = esin@

x*

d)f(x) = In(x? — 4x + 4) e) f(x) = In(VX + VI +x) £.)f(x) = e> ¥z
g)f(x) =e¥*+ 4" h.) f(x) = (e —1t)? i) f(x) = e%
Aufgabe 5.)

Ermitteln Sie die Ableitung der Funktion f(x).

X

1+e 1 3| e
a.)f(x)=ln(1_ex) b.)f(x)=ln<2+z(e te )) 0 =Mn| |

e — e ™™ 1 — cos(x)?

d.) f(x) = WG e e)f(x) = f.) f(x) =%xzsin(x)3

sin(x)
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Bestimmen Sie die Tangenten- und Normalengleichung von f am Punkt P.

Aufgabe 6.)

.sl.)f(x)=(2x—1)ln(x);x0=eb.)f(x)=:+—x2 ;X =2 ¢.)f(x)=v2x+1;x0=4

6.4 Untersuchung von Funktionseigenschaften

Die bisher betrachteten Funktionseigenschaften wie Symmetrie, Schnittpunkte mit
den Koordinatenachsen, Grenzwertverhalten der Funktion an den Réandern ihres
Definitionsbereiches, Stetigkeit und Differenzierbarkeit an eventuell vorhandenen
Schnittstellen von abschnittsweise definierten Funktionen und das Monotonieverhal-
ten einer Funktion, kdnnen mit dem eingefuhrten Grenzwertbegriff und der ersten
Ableitung behandelt werden. Um Funktionen auf weitere wichtige Eigenschaften
wie Extrema, Krimmungsverhalten, Wendepunkte und Terrassenpunkte hin zu
untersuchen bendtigt man hohere Ableitungen.

6.4.1 Hohere Ableitungen

Die Ableitung einer Funktion ist in typischen Féllen wieder eine Funktion, von der
man die Ableitung bilden kann. Die Ableitung einer Funktion f ist f’, was wieder
eine Funktion ist. Die Ableitung von f’ wird mit f" bezeichnet. Das ist auch wieder
eine Funktion, sie wird als zweite Ableitung von f bezeichnet, oder als Ableitung
zweiter Ordnung. Die zweite Ableitung von f ist also die Ableitung der Ableitung
von f. Die Regeln zur Bildung der zweiten Ableitung sind genau dieselben, die man
auch bei der Bildung der ersten Ableitung anwendet. Analog kann man auch die
dritte, vierte oder eine noch hdhere Ableitung bilden; diese kann man mit f'”, f "',
bezeichnen. Die Zahl der Striche gibt die Ordnung der Ableitung an. Um die ,nor-
male” Ableitung sprachlich klar von den héheren Ableitungen zu unterscheiden,
nennt man sie in diesem Zusammenhang erste Ableitung.

Definition: Hohere Ableitungen

Die Funktion f: D — R sei differenzierbar.

Falls f' differenzierbar ist, nennen wir f” := (f")’ die 2. Ableitung von f, und
f heil3t zweimal differenzierbar.

Analog erhalt man die héheren Ableitungen "' = &, f®____ und allgemein
die n € N n-te Ableitung f™ falls f®-D weiterhin differenzierbar ist.
Die Funktion heif3t dann n-mal differenzierbar.
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Die erste, zweite und dritte Ableitung von f(x) bestimmen.

Beispiel 7.)

£x) = 2x2
X T x24+1

Die erste Ableitung f(x)" mit der Quotientenregel bestimmen.

f) = 4x(x? +1) — 2x(2x%)  4x® +4x-4x>  4x
*= (x2 +1)2 T x2+1)2 T (x2+1)2

Die zweite Ableitung f(x)"" mit der Quotientenregel aus der ersten Ableitung
f(x)" bestimmen.

4% +1)? - 4x(4x(x2 + 1)) 462+ B[(x2 + 1) — 4x2]

fx)) =fx)" =

(% + 1)* G2+ 1)t
4x% +4 —16x%> —12x%2+4
£ = -
(x2 +1)3 (x2 +1)3

Die dritte Ableitung f(x)""' mit der Quotientenregel aus der zweiten Ableitung
f(x)" bestimmen.
—24x(x? + 1)3 — (—12x? + 4)6x(x* + 1)?

(x2+1)6

(f(x)lf)l o f(X)HI =

G2+ 12A(-24x(x? + 1) + (12x% — 4)6x)  —24x> — 24x + 72x> — 24x

f nr o
) G216 xZ + 1)t
48x3 —48x 48x(x>—1)
f(x)lll — _

x24+ 1D+ (xZ+1)4

6.4.2 Monotonieverhalten einer Funktion

Die Untersuchung von Funktionen auf Monotonie ist oft nicht einfach. Ist die Funk-
tion f aber differenzierbar, dann liefert der Zusammenhang zwischen der Monoto-
nie von f und der Tangentensteigung f' den nachfolgenden Satz fir Monotonie
und fur strenge Monotonie:

Anschaulich bedeutet das: Wird der x-Wert gréf3er, so wird bei einer streng mono-
ton steigenden Funktion auch der Funktionswert f(x) grof3er. Genauso nennt man
eine Funktion streng monoton fallend, wenn die Funktionswerte bei wachsendem
f(x) kleiner werden.
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Sei f eine im Intervall I differenzierbare Funktion. Dann gilt fur alle x € I folgender
Satz:

Satz: Zusammenhang zwischen Monotonie und der 1. Ableitung

Die Funktion ist streng monoton steigend, wenn gilt:

Ist f(x)' > 0 fur alle x €1, so ist f(x) im Intervall | streng monoton steigend.
Die Funktion ist streng monoton fallend, wenn gilt:

Ist f(x)' < 0 fur allex €1, so ist f(x) im Intervall | streng monoton fallend.

Beispiel 8.)

Das Monotonieverhalten der Funktion f(x) ermitteln.
1 9
f(x) = EX3 - 3x% + 7%

Die Funktion auf streng monoton steigend mit der 1. Ableitung untersuchen.

f()’—32 6 +9>0=>3(2 4x +3)
X _ZX X 2 2X X

Die quadratische Ungleichung losen.
3
x2-4x4+3=0=>(x-1)(x-3)=0>=fx)' =E((X_1)(X_3))

fx)) >0=>x%—-1)>0und(x—3)>0=>x>1undx>3=>x>3
fx)) >0=>x%—-1)<0und(x—-3)<0=x<lundx<3=x<1
Im Intervall | — oo; 1] und ]3; oo[ ist die Funktion f streng monoton steigend.

Die Funktion auf streng monoton fallend mit der 1. Ableitung untersuchen.

f()’—32 6 +9<0=>3(2 4x +3)
X _ZX X 2 2X X

Die quadratische Ungleichung ldsen.
3
x2-4x4+3=0=>(x-1)(x-3)=0= fx)’ =E((X_1)(X_3))

fx))<0=>x—-1)>0und x—3)<0=>x>1undx<3

Im Intervall ]1; 3[ ist die Funktion f streng monoton fallend.



