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Kapitel 1
Stets zuerst die
mathematischen Grundlagen

stromtechnik zu verstehen und die zugehérigen Ubungsaufgaben berechnen zu kén-

nen. Sie werden sich jedoch beim Austiifteln der Losungen leichter tun, wenn Sie sich
die wenigen erforderlichen mathematischen Grundlagen in Erinnerung rufen und diese wie-
der aktualisieren. Einzig die Rechnung mit komplexen Zahlen ist vielleicht neu fiir Sie, da
diese nicht Bestandteil der gymnasialen Oberstufe ist, sondern erst im Studium vermittelt
wird. Nachfolgend sind die wichtigsten mathematischen Grundlagen zusammengefasst, die
Sie zum Verstehen der Herleitungen und zum Lésen der Aufgaben in der Wechselstrom-
technik benétigen. Also los, auf geht’s in die erste Runde!

Sie missen kein Mathematiker sein, um die Herleitungen der Gesetze in der Wechsel-

Geradengleichungen, wohin
das Auge blickt

In der Wechselstromtechnik wird nicht nur mit Zahlen gerechnet. Manchmal ist es auch
entscheidend, dass Sie sich mithilfe einer geeigneten Grafik ein erstes Bild der moglichen
Losungen machen. Dabei stehen Beziehungen zwischen physikalischen GréfSen im Vor-
dergrund, die sich durch Kurven darstellen lassen. Die Gerade ist eine besonders einfache
Kurve. In Abbildung 1.1 ist die Hauptform einer Geraden fiir Sie dargestellt.
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Abbildung 1.1: Hauptform der Geraden

Fiir die in Abbildung 1.1 skizzierte Gerade gilt die Gleichung
y=m-x+b

Die Variablen x und y sind die Koordinaten eines beliebigen Geradenpunkts. Die Grofie m
ist die Steigung der Geraden, wihrend b angibt, an welcher Stelle die Gerade die y-Achse
schneidet. Fiir die Steigung m der Geraden gilt der Zusammenhang

_nn _ 4y
m= ——— = —
Xy —x;  Ax

Ohne den Logarithmus geht es nicht

Auch der Logarithmus ist eine wichtige mathematische Grundlage fiir die Wechselstrom-
technik — vor allem, wenn es um die Verstarkung elektrischer Signale geht, bei Frequenz-
giangen und deren Ortskurven. Eine Zahl der Form »log, b« heifit Logarithmus und wird als
»Logarithmus b zur Basis a« ausgesprochen. Der Logarithmus ist als eindeutige Losung x
der Gleichung b = a* definiert. Damit gilt

b=a" <> x=1logb
Weiterhin gilt fiir den Logarithmus eines Produkts die Regel
log,(u - v) = log,u + log,v

Der Logarithmus eines Produkts ist also gleich der Summe der Logarithmen der einzelnen
Faktoren. Fiir den Logarithmus eines Bruchs gilt eine entsprechende Regel:

logaz = log,u — log,v
v

Der Logarithmus einer Potenz ist gleich dem mit dem Exponenten multiplizierten Logarith-
mus der Basis:

log,(u") =r - log,u
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Daraus folgt direkt, wie es um den Logarithmus einer Wurzel bestellt ist:

loga\”/; _— log,u
n

Denken Sie daran, dass unter dem Wurzelzeichen keine negative Zahl stehen darf!

Den Logarithmus zur Basis e bezeichnen wir als natiirlichen Logarithmus. Er hat
ein eigenes mathematisches Symbol:

log.,b =1Inb

Auch die Exponentialfunktion spielt mit

Die Exponentialfunktion spielt eine Rolle beim Rechnen mit komplexen Zahlen, bei der
Darstellung von Abkling- und Sattigungsprozessen und bei Schwingungen. Die wichtigste
Exponentialfunktion, die sogenannte e-Funktion

v

y=e

ist von besonderer Bedeutung. Dabei ist die Basis e = 2,781... die Euler’sche Zahl. Wéhrend
die Basis e fest ist, ist der Exponent x variabel. Allgemein leitet sich die Exponentialfunktion
aus der Verallgemeinerung des Begriffs Potenz ab, das heifit aus der Form

X

a

mit positiver Basis ¢ > 0 und a # 1 und beliebig reellen Werten x fiir den Exponenten. Fiir
die Berechnung gelten folgende Gesetze:

an
Werden die Basen dividiert, werden die Exponenten subtrahiert.

(am)n — am~n

Werden die Basen potenziert, werden die Exponenten multipliziert.

funktion.

g Ubrigens, die Logarithmusfunktion ist die Umkehrfunktion der Exponential-
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Dreiecke und deren Winkel
braucht das Land

In einigen Aufgaben zur Wechselstromtechnik, wenn beispielsweise Zeigerdiagramme,
Spannungs- oder Widerstandsdreiecke zum Einsatz kommen, missen Sie Strecken be-
rechnen, deren Langen und Winkel in Beziehung zueinander stehen, oder die Winkel
selbst — beispielsweise um die Phasenverschiebung zwischen zwei Spannungszeigern zu
ermitteln. Dann spielen Dreiecke eine wichtige Rolle. Abbildung 1.2 zeigt ein beliebiges
Dreieck mit den Seitenlédngen a, b und ¢ sowie den Winkeln a, S und y.

Abbildung 1.2: Beliebiges Dreieck mit
Seitenlangen und Winkeln

Die Winkelsumme in einem beliebigen Dreieck ist 180°:

a+p+y=180°

Kennen Sie zwei Winkel des Dreiecks, konnen Sie den dritten Winkel berechnen.

=&
e

o

Gegenkathete

Ankathete

Abbildung 1.3: Rechtwinkliges Dreieck

Rechtwinklige Dreiecke wie in Abbildung 1.3 sind ganz besondere Dreiecke. Neben dem
rechten Winkel von 90° besitzt ein rechtwinkliges Dreieck zwei weitere Winkel, die mit «
und j3 gekennzeichnet sind. Nehmen Sie den Winkel a als Ausgangspunkt, so gelten folgende
Bezeichnungen:

v/ Die Gegenkathete a ist die Seite, die dem Winkel & gegeniiberliegt.
v/ Die Ankathete b ist die Seite, die an den Winkel angrenzt.

v/ Die Hypotenuse c ist die lange Seite, die dem rechten Winkel gegeniiberliegt.



KAPITEL 1 Stets zuerst die mathematischen Grundlagen 35

Fiir das rechtwinklige Dreieck sind die trigonometrischen Funktionen definiert:

. Gegenkathete g Ankathete b Gegenkathete g4

sinfg) = ———— =—-;cos(a) = ———— = —;tan(a) = ——————— = —

Hypotenuse c Hypotenuse ¢ Ankathete b
Weiterhin gilt der berithmte Satz des Pythagoras (um 570 v. Chr.) fiir das rechtwinklige Drei-
eck: In einem rechtwinkligen Dreieck ist die Summe der beiden Kathetenquadrate a* + b*

gleich dem Quadrat der Hypotenuse c?. Es gilt also:
c* = a* + b*

Diesen Satz werden Sie brauchen, um aus den Zeigerdiagrammen und Spannungs- sowie
Widerstandsdreiecken (allesamt rechtwinklige Dreiecke) die Gleichungen zur Berechnung
der Grofien einer Wechselstromschaltung abzuleiten.

Ein weiterer wichtiger Lehrsatz aus der Geometrie geht auf einen von Thales von Milet
(625—547 v. Chr.) konstruierten Kreis, den Thaleskreis, zuriick. Der zugehorige Satz des Tha-
les dient zur Konstruktion rechtwinkliger Dreiecke. Der Lehrsatz besagt, dass alle Winkel in
einem Halbkreisbogen, dem Thaleskreis, rechtwinklig sind. Demnach kénnen Sie ein Drei-
eck aus den beiden Endpunkten des Durchmessers eines Halbkreises und einem weiteren
Punkt des Halbkreises zur Konstruktion des gewiinschten rechtwinkligen Dreiecks heran-
ziehen. Auch dieser Satz hilft Ihnen, unbekannte Grofien in einer Wechselstromschaltung
zu bestimmen.

Und dann noch Skalare und Vektoren

In der Wechselstromtechnik vorkommende Groéf3en wie Spannungen oder Strome werden
in Zeigerdiagrammen mit ihrer Stdrke (das heifit ihrem Betrag) und ihrer Richtung darge-
stellt. Deshalb benétigen Sie Kenntnisse zu Skalaren und Vektoren.

siert ist. So ist der physikalische Druck eine skalare Grofie mit einem Wert (zum
Beispiel 1 bar). Auch die Zeit ist eine skalare Grofle. Ein Vektor hingegen ist eine
Grofle, die einen Betrag und eine Richtung besitzt. So ist die Geschwindigkeit ein
Vektor, weil ihr Betrag alleine nicht ausreicht, um ihre Wirkung zu beschreiben.

0 Ein Skalar ist eine Grof3e, die allein durch einen Zahlenwert (Betrag) charakteri-

Eine skalare Grofie wird mit kursivem Buchstaben gekennzeichnet (zum Beispiel p fiir den
Druck). Vektorielle Grofien werden \gr in diesem Buch stets mit einem Pfeil iiber dem Buch-
staben kennzeichnen (zum Beispiel E fiir das elektrische Feld).

Der Vektor f, in Abbildung 1.4 als dicker Strich mit Pfeilspitze gezeichnet, ist durch seinen
Betrag (Lénge des Pfeils) und seine Richtung charakterisiert. Um den Richtungssinn anzu-
zeigen, geben Sie an, wie weit Sie in die x-Richtung (E,), wie weit in die y-Richtung (E,) und
wie weit in die z-Richtung (E,) gehen miissen, um vom Anfang des Vektors bis zu dessen
Spitze zu gelangen. Die komponentenweise Darstellung eines Vektors lautet damit

X

—
E =|E,

V4

 tm
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Abbildung 1.4: Vektor im kartesischen
Koordinatensystem

Die Lénge eines Vektors wird als sein Betrag bezeichnet. Diesen kennzeichnen Sie durch
zwei senkrechte Striche (Betragszeichen) und schreiben |75)|. Héufig schreiben Mathemati-
ker dafiir vereinfacht nur E, also ohne Pfeil iiber dem Formelzeichen und damit folglich auch
ohne die zwei senkrechten Striche. Um den Betrag des Vektors E aus seinen Komponenten
zu bestimmen, gilt die Beziehung

EX
E=[E|=|E | = \/E2+E>+E>
EZ

Die Addition von Vektoren erfolgt rechnerisch, indem Sie die einzelnen Komponenten der
Vektoren addieren:

- - Eges,x El,x + EZ,X
ges = El + E2 Aand Egesy = El,y+E2,y
Eges z El,z + EZ,Z

Die additive Uberlagerung beispielsweise zweier elektrischer Felder fl und fz verursacht
durch die Ladungen Q, und Q, kénnen Sie auch grafisch durchfiihren, wie es in der linken
Darstellung in Abbildung 1.5 gezeigt wird.

- - —

Um den resultierenden Summenvektor E = E| + E, grafisch zu bestimmen, wird der Ve-
- —

ktor E, parallel vom Punkt P aus entlang des Vektors E., verschoben, bis er mit seinem

Anfang an der Spitze des Vektors _E)2 angelangt ist, wie dies die linke Darstellung in
Abbildung 1.5 zeigt. Dort wird er durch eine gestrichelte Linie eingezeichnet. Der Sum-

menvektor E verliuft dann vom Anfangspunkt des Vektors fz zur Spitze des parallel
-
verschobenen Vektors E;.
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X

Abbildung 1.5: Addition und Lange von Vektoren

Die Bestimmung des Vektorbetrags, also die Lange beispielsweise des Vektors
>
E,, ist ein Spezialfall der Vektoraddition, wie rechts in Abblldung 1.5 gezelgt

Sie konnen sich die Komponenten E; , und E, , als Vektoren E 1, und E y ent-

lang der x- beziehungsweise y-Achse vorstellen. Der Vektor E , wird dann aus
den beiden Komponenten zusammengesetzt, ist also die Summe dieser beiden

— —
senkrecht zueinander stehenden Teilvektoren £, und E;,

Schwingungen gehoren zur
Wechselstromtechnik

Die wichtigsten in der Wechselstromtechnik verwendeten trigonometrischen Funktionen
sind die Sinusfunktion und die Kosinusfunktion. Mit ihrer Hilfe konnen Sie wiederkehrende
beziehungsweise periodische Ereignisse — wie den zeitlichen Verlauf einer Spannungs- oder
Stromschwingung in einem elektrischen Schwingkreis — beschreiben. Die allgemeine Form
fiir eine (harmonische) Schwingung ist definiert als

s(t) =A-sin(w - t + @)

Darin ist A die Amplitude der Schwingungsfunktion s(¢). w = 2711 ist die Kreisfrequenz

(in Winkeleinheiten pro Sekunde). Sie wird benutzt, um nicht in jeder Gleichung die um-
standliche Schreibweise mit der Schwingungsdauer 7' im Nenner verwenden zu miissen.
Diese Bezeichnung kommt daher, weil sich jede Schwingung als eine Projektion einer
Kreisbewegung auf einer Achse darstellen ldsst (wie Sie dies spiter bei den Kreis- und
Liniendiagrammen sehen werden). Sie gibt also auch an, wie schnell sich etwas dreht.
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Verwechseln Sie nicht die Kreisfrequenz & mit der Frequenz f! Die Kreisfrequenz
o gibt den von einem sich drehenden Zeiger der Lénge eins iiberstrichenen Win-
kel pro Sekunde an und wird deshalb in der Mechanik auch als Winkelgeschwin-
digkeit bezeichnet. Die Frequenz f hingegen gibt die Anzahl der Schwingungs-
perioden pro Sekunde an. Dabei gilt der Zusammenhang

w=2-1-f

In praktischen Anwendungen werden die Sinus- und Kosinusfunktion hauptsachlich als
Funktion eines mit dem Bogenmafd x bezeichneten Winkels und in der Schreibweise y =
sin x beziehungsweise y = cos x dargestellt.

In Abbildung 1.6 sind sowohl eine Sinusfunktion (durchgezogene Linie) als auch eine Ko-
sinusfunktion (gestrichelte Linie) in dieser Weise aufgezeigt. Neben dem typischen Verlauf
ist fiir Sie wichtig, charakteristische Funktionswerte zu diesen beiden trigonometrischen
Funktionen bei unterschiedlichen Winkeln zu kennen, wie diese Tabelle 1.1 zeigt.

To
-1
Abbildung 1.6: Sinus- und Kosinusfunktion
x 0 . 2 2 4
= b1 =n b4 T
2 2
Yein 0 +1 0 -1 0 0
Veos +1 0 -1 0 +1 +1

Tabelle 1.1: Funktionswerte der Sinus- und Kosinusfunktion
Auch werden Thnen folgende trigonometrische Beziehungen von Nutzen sein:
o Tt . _ b s 2 2,
COS X = sin x+§ SIn X = COS (X — = sin“x + cos“x =1
2 1 2.1 . _ T
smx—i(l—cos 2x) cosx—5(1+cos 2x)  —sin x = cos x+§
sin2x =2 -sinx-cosx  cos(x+y) = cosx - cosy — sinx - siny

sinx - siny = %{cos(x —y)—cos(x+ )}
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Auch Ableitungen werden gebraucht

Ableitungen nach der Zeit ¢ (auch Differenziationen genannt) tauchen in der Elektrotechnik
immer wieder auf, so auch in der Wechselstromtechnik. Doch keine Angst! Am Beispiel
des Kondensators konnen Sie ganz leicht verstehen, wie Ihnen die zeitliche Anderung einer
Grofe Auskunft zu wichtigen Fragestellungen gibt. In Abbildung 1.7 erkennen Sie an einem
Beispiel, wie die Kondensatorspannung u(¢) mit der Zeit zunimmt.

He(r)

£ ¢

Abbildung 1.7: Ableitungen und die Tangente
am Beispiel einer Kondensatoraufladung

Nun kénnen Sie die Anderung der Kondensatorspannung Au gegeniiber der Zeitinderung

A . .
At angeben, also das Verhaltnis f Ist die Anderung der Zeit grofSer als die Anderung der

Spannung, also es gilt At > Au, so wird der Verlauf der Spannung mit der Zeit flacher. Gilt
umgekehrt Au. > At, so wird der Verlauf der Kennlinie steiler. Ein mathematisches Maf3 fiir
die Steilheit einer Kurve ist die Steigung der Tangente m . Sie ist gegeben durch

Auc a—0 duc(t)
mp % —— —>
T A dt

= uc(t)

Je grofier diese Steigung miy ist, desto schneller wéchst also die Kondensatorspannung u(t)
mit der Zeit ¢ an. Im Grenzfall sehr kleiner Zeitrdume Az (— 0) entspricht die Tangenten-
steigung m1, der Ableitung i#(¢) nach der Zeit ¢.

Ableitungen nach der Zeit werden mit einem Punkt iiber der betreffenden Funk-

da(t)

tion geschrieben, zum Beispiel a(t) = - Ableitungen nach anderen Varia-

blen werden hiufig durch einen Apostroph gekennzeichnet, zum Beispiel f/(x) =

df (x)
dx

Ein weiteres Beispiel fiir Ableitungen zeigen auch die Bewegungsvorgiange eines Korpers.
Die Beschleunigung a eines Korpers erweist sich als die erste Ableitung der Geschwindigkeit
v nach der Zeit ¢. Sie schreiben also
dv(t)

dt

a(t) =wt) =
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Und erinnern Sie sich noch aus der Schule, dass die Geschwindigkeit v die zeitliche Ande-
rung des Orts x nach der Zeit ¢ ist? Auch hier gilt also

W) = —d’;(:)

Setzen Sie diese Gleichung in die Beschleunigung a ein, so erhalten Sie

av(t) d ([ dx(t) d*x(t)

dt  dt

dt D)

Die Beschleunigung a ist also die zweite Ableitung des Orts x nach der Zeit ¢.

0 Wichtige Ableitungsregeln fiir die Wechselstromtechnik:

(4 dixc =0 (Konstanten fallen bei der Differenziation weg)

d
—x"=pn- xn—l
dx

(4

(74 4 sinx = cosx
dx

(4

d .
— Cos x = —sinx
dx

Folgende Ableitungsregeln sollten Sie stets im Kopf behalten:
v/ Kettenregel:

O] ) - a6 oder & &
flg®1=1"(g) - &(t) oder i dg

Wenn Sie eine aus den beiden Funktionen f(g) und g(¢) zusammengesetzte (ver-
kettete) Funktion ableiten wollen, miissen Sie zuerst die duflere Funktion f(g) ab-

d
leiten und erhalten die dufSere Ableitung ZZ’ = f'(g). Anschliefiend leiten Sie die

d,
innere Funktion g(¢) ab und erhalten die innere Ableitung d—i = g(t). Die abgelei-
tete verkettete Funktion ist dann das Produkt von duflerer und innerer Ableitung,
df df dg

sodass Sie letztlich i d_g " erhalten.

v/ Produktregel:
[f(x) - g@)]" = f'(%) - gx) + &' (x) - f(x)
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Die irre tolle Integration

Mithilfe der Integration konnen Sie die Flache unter einer beliebigen Funktion berechnen. In
Abbildung 1.8 ist der Verlauf einer Spannung u(t) aufgezeigt. Um die Fliche im Intervall [a,b]
zwischen der Funktion und der ¢-Achse zu berechnen, benétigen Sie das Fldchenintegral

b

A:Jf(t)-dt

a

u(1) = fi1)
()

fa)

A,

a b

Abbildung 1.8: Integration und
Flachenintegral

Anschaulich ist die Integration nichts anderes, als wiirden Sie gleichméflige Kastchen zwi-
schen dem Funktionsverlauf #(¢) und der t-Achse einzeichnen — wie die Késtchen A, 4,
A, ... in Abbildung 1.8. Summieren Sie die Fldchen aller Kastchen auf, so erhalten Sie anné-
hernd die Flache zwischen der Funktion und der ¢-Achse. Je kleiner Sie nun die Breite der
Kéastchen machen, desto genauer wird Ihre Flaichenberechnung. Sie erkennen daran, dass
die Integration eigentlich nichts anderes als eine verallgemeinerte Summation darstellt.

F(x) ist eine Stammfunktion von f(x), wenn F’(x) = f(x) gilt. Dieser Zusammenhang zwi-
schen der Ableitung und der Integration wird wie folgt dargestellt:

[f(x)-dx:F(x)+C

Das dargestellte Integrationszeichen zeigt ein sogenanntes unbestimmtes Integral.

Integrationskonstante C miissen Sie iiber Anfangs- oder Randbedingungen be-

Q Beim unbestimmten Integral werden keine Integrationsgrenzen angegeben. Die
stimmen.

Das bestimmte Integral ist gegeben durch

b
jf(x) - dx = F(b) — F(a)
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Es ergibt sich aus der zugehorigen Stammfunktion, die am Integrationsanfang (gekennzeich-
net durch die untere Integrationsgrenze a) beziehungsweise am Integrationsende (gekenn-
zeichnet durch die obere Integrationsgrenze b) ausgewertet wird.

Einige niitzliche Funktionen und ihre Stammfunktionen:
vV [cdx=c-x+C

xn+1

vV [x"-dx= +C

n+1

4 fi-dx=1n|x|+C
(4 I sin(ax) - dx = —i - cos(ax) + C

(4 f cos(ax) - dx = i - sin(ax) + C

Das Wunder der komplexen Rechnung

Komplexe Zahlen verwenden Sie, um Aufgaben in der Wechselstromtechnik komfortabler
berechnen zu konnen. Indem Sie sinusférmige Wechselspannungen als komplexe Grofien
darstellen, lasst sich beispielsweise die Berechnung des elektrischen Stroms oder der Wirk-
und Blindleistung erheblich vereinfachen. Insbesondere das Zusammenwirken mehrerer
sinusformiger Spannungen und Stréme, die zu unterschiedlichen Zeitpunkten ihre Null-
durchginge haben — also gegeneinander phasenverschoben sind — ldsst sich durch komplexe
Zahlen wesentlich einfacher darstellen, als wenn Sie diese mithilfe trigonometrischer Funk-
tionen berechnen wiirden. Lassen Sie sich iiberraschen, wie einfach das geht!

Die Historie der komplexen Zahl

Der Begrift der komplexen Zahl geht auf Leonhard Euler (1707—1783) und Johann Carl
Friedrich Gauf3 (1777-1855) zuriick. Gauf8 war ein an der Universitit in Gottingen
weltberithmt gewordener Mathematiker, Astronom, Geodét und Physiker. Aufgrund
seiner iiberragenden wissenschaftlichen Leistungen galt er zu Lebzeiten als »Princeps
Mathematicorum« — also als »Chef unter den Mathematikern«. In seiner Doktorarbeit
kam er 1799 zur Erkenntnis, dass jede algebraische Gleichung mindestens eine (reelle
oder komplexe) Losung besitzt. Gauf$ ist tibrigens auch der Namensgeber fiir die geome-
trische Darstellung komplexer Zahlen: In der GaufS’schen Zahlenebene werden der reelle
Anteil der komplexen Zahl auf der x-Achse und der imagindre Anteil auf der y-Achse
aufgetragen.

Einen weiteren Meilenstein bei den komplexen Zahlen verdanken wir dem deut-
schen Gelehrten Carl August Rudolph Steinmetz (1865-1923). Dieser war frith nach
Amerika ausgewandert und wurde dort Leiter der Berechnungsabteilung bei der neu
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gegriindeten Firma »General Electric«. Im Jahre 1894 fiihre er erstmals die komplexe
Rechnung in die Wechselstromtechnik ein. Auf Carl Steinmetz geht tibrigens die in der
Elektrotechnik tibliche Bezeichnung »j« statt »i« fur die imagindre Einheit zurtiick — weil
er eine Verwechslung mit der Bezeichnung des Wechselstroms i(t) vermeiden wollte.
Die imaginire Einheit i hingegen wird Leonhard Euler (1707-1783) zugeschrieben, der
die bekannte Euler’sche Formel im Jahre 1748 veroffentlichte.

Zeigerdarstellung in der Gaul3'schen Zahlenebene
In der Mathematik ist die einfache Gleichung
X =+1
im Bereich der reellen Zahlen losbar und fithrt zu den Losungen
X, =%1
Doch die ebenso einfache Gleichung
x*=-1

ist im reellen Zahlenbereich nicht losbar, da das Quadrat einer positiven oder negativen
reellen Zahl stets grofer oder gleich null wird. Die Losung dieser Gleichung wiirde zum
Ziehen der Wurzel aus der Zahl —1 fithren, also:

x=xV-1

Im reellen Zahlenbereich ist diese Operation nicht erlaubt, wie Sie sich vielleicht noch aus
Schulzeiten her erinnern. Damit die Gleichung trotzdem losbar wird, musste der reelle Zah-
lenbereich um weitere Zahlen erweitert werden. Dies fiihrt Sie in die Welt der komplexen
Zahlen. Die komplexen Zahlen erweitern den Zahlenbereich der reellen Zahlen so, dass die
Gleichung x* = —1 18sbar wird. Dies gelingt durch die Einfithrung der imagindiren Einheit i
mit der Eigenschaft: i> = —1. Eine komplexe Zahl Z ist damit die additive Verkniipfung ei-
ner reellen Zahl R mit der »imaginédren« Zahl i - X (Produkt aus der reellen Zahl X und der
imagindren Einheit i):

Z=R+i-X

Dies ist die sogenannte Normalform der komplexen Zahl, mit ihren beiden kartesischen
Koordinaten R und X. Wie Sie sehen, wird die komplexe Zahl Z durch Unterstreichen ge-
kennzeichnet. R ist der Realteil und X der Imagindirteil.

Aus mathematischen Lehrbiichern kennen Sie den Realteil mit X und den Imaginérteil mit
Y gekennzeichnet, sodass fiir die komplexe Zahl allgemein gilt: Z = X +1i- Y.

In den Anwendungen der Wechselstromtechnik wird die komplexe Zahl Z jedoch fiir
den komplexen Wechselstromwiderstand verwendet, wodurch der Realteil als Wirkwi-
derstand R und der Imaginérteil als Blindwiderstand X definiert wird. Wird also in der
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Wechselstromtechnik der Wechselstromwiderstand mit Z bezeichnet, gilt fiir den Leitwert
die Bezeichnung Y. Passen Sie also auf, dass Sie dies nicht verwechseln und sich an die
Bezeichnungen der Wechselstromtechnik anpassen!

o

Die komplexe Zahl kann grof3- oder kleingeschrieben sein. Ist die komplexe Zahl
zeitabhingig — wie in der Wechselstromtechnik im Falle sinusférmiger Wech-
selgrofien —, so wird sie kleingeschrieben, andernfalls wird sie grof3geschrieben.
Wegen der Verwechslungsgefahr mit dem Strom i(t) wird in der Elektrotechnik
fir die imaginére Einheit ein j statt eines i verwendet. Eine komplexe Zahl in der
Wechselstromtechnik sieht dann so aus:

Z=R+j-X

Fuir die imagindre Einheit j gelten folgende wichtige Zusammenhénge, die Sie fiir
die Rechnung mit komplexen Zahlen benétigen:

j=vV-1 ?=-1 —j? =+1

Die komplexe Zahl Z = R +j - X wird in der GaufS’schen Zahlenebene durch einen »Punkt«
représentiert und lasst sich grafisch darstellen wie in Abbildung 1.9 zu sehen. Demnach kon-
nen Sie die komplexe Zahl auch als Zeiger auffassen, der durch den Koordinatenursprung
gehend auf den Punkt Z zeigt. Der Realteil R der komplexen Zahl wird auf der Abszisse
(x-Achse) und der Imaginirteil X auf der Ordinate (y-Achse) aufgetragen.

Im
Z=R+jX
L |Z| =Z .-
imaginire -
Achse -~ X
”'
P 4
2= > Re
R reclle Achse

Abbildung 1.9: Darstellung einer komplexen Zahl

O

Fiir komplexe Zahlen in Normalform gelten folgende Regeln:

vV Z=R+j-X Komplexe Zahl (mit kartesischen Koordinaten)
V |Z|=Z=VR+X? Betrag der komplexen Zahl

vV Z=R-j-X Konjugiert komplexe Zahl

V. R=Z -cosg Realteil

vV X=Zsing Imaginérteil

v ¢p= arctan% Winkel oder Phase
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Zum Verstandnis der Regel zur Bestimmung des Winkels ¢ = arctan - mussen Sie sich le-

diglich die Lage des Winkels in Abbildung 1.9 anschauen. Dort sind die Ankathete mit R
und die Gegenkathete mit X gegeben. Damit ldsst sich der Winkel ¢ im gegebenen recht-
winkligen Dreieck mithilfe der trigonometrischen Funktion

Gegenkathete  x

t - = =
an(@) Ankathete R

definieren. Stellen Sie nach dem gesuchten Winkel ¢ um, so erhalten Sie

= arctan )—(
¢ R

Die konjugiert komplexe Zahl Z* ist ein Zeiger, der durch Spiegelung des Zeigers Z an der
x-Achse entsteht, wie dies Abbildung 1.10 zeigt.

Im
TN
2= 7 .
e X
T R
\; » Re
"h.‘.‘.
b

...""*-.., X

AR 7::""«-.\ \L

(4 - ~3

Z'=R-jX

Abbildung 1.10: Konjugiert komplexe Zahl

Aus der Normalform der komplexen Zahl ldsst sich die trigonometrische Form ableiten:
Z=R+j-X=Z-cos p+j-Z-sin p=72Z-(cos ¢+j-sin @)

Die entsprechende Exponentialform erhalten Sie mithilfe der berithmten Euler’schen Glei-
chung

&% =cos p+j-sin @

Demnach lasst sich eine komplexe Zahl Z mittels Betrag und Winkel in Polarkoordinaten
darstellen als

Z=Z-(cos p+j-sin p)=2Z-€&°
Wegen

e/’ =cos ¢—j-sin @
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lautet die zugehorige konjugiert komplexe Zahl

Z'=Z7(cos p—j-sin p)=Z-e)?

Darin ist Z = \/R?> + X? der Betrag und ¢ = arctan% der Winkel der komplexen Zahl Z.

Abbildung 1.11 zeigt diese Zusammenhénge in der Gauf$’schen Zahlenebene.

Im Z

+Z - sing

Re

-Z -sing

¥
N @ €-----m---

Abbildung 1.11: Komplexe Zahl in Polarkoordinaten

0 Alle komplexen Zahlen Z mit |Z| = 1 liegen auf einem Kreis mit dem Radius

r =1, dem Einheitskreis um den Ursprung.

Abbildung 1.12 zeigt Ihnen, was geschieht, wenn ein komplexer Zeiger mit dem Betrag 1
um verschiedene Winkel ¢ gedreht wird. Sie erhalten hierfiir die folgenden Ergebnisse:

vV ¢p=0° ergibt Z=1-(cos 0°+j-sin 0°)=1+0=+1

vV 9=90° ergibt Z=1-(cos 90°+j-sin 90°) =0+j-1=+j
vV ©=180° ergibt Z=1-(cos 180° +j-sin 180°) = -1+0= -1
V' 9 =270° ergibt Z=1-(cos 270° +j-sin 270°) =0 —j = —j

Sie erkennen daran, dass die Multiplikation der komplexen Zahl Z mit dem Faktor +j

. . o T . . o
eine Drehung des Zeigers um +90° (oder entsprechend um +§) im mathematisch positiven
Sinne, also im Gegenuhrzeigersinn, bewirkt.
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Im Im Im Im
—.L— H
"H\ /'— ™, ™
Y ‘;" T W / \
:I Re 2 1 . Re }: = : Re —— : Re
+1 | 2™
e
L 2
—— -
@=0° @ =50° @ =180° @=270°

Abbildung 1.12: Wirkung der Drehung des Zeigers

Zusammenfassung der Darstellungsformen einer komplexen Zahl:
vV Z=R+j-X Normalform (kartesische Koordinaten)

V' Z=Z7 (cos p+j-sin ¢) Trigonometrische Form

vV Z=27 é° Exponentialform
V |Z|=Z =R+ X2 Betrag der komplexen Zahl
v ¢ =arctan % Winkel oder Phase der komplexen Zahl

Wihrend die Normalform der komplexen Zahl Z mit den kartesischen Koordinaten Real-
teil R und Imaginirteil X definiert ist, liegen sowohl der trigonometrischen Form wie der
Exponentialform die Polarkoordinaten Betrag Z und Winkel ¢ zugrunde. Deshalb werden
die trigonometrische Form wie auch die Exponentialform héufig als Polarform bezeichnet;
die Exponentialform gilt als Kurzschreibweise der trigonometrischen Form.

Da die vorgestellten Darstellungsformen der komplexen Zahl hdufig nebeneinander verwen-
det werden, folgt eine kurze Anleitung, wie Sie die eine in die jeweils andere Darstellungs-
form umrechnen kénnen.

Umrechnung der Darstellungsformen
komplexer Zahlen

Wenn Sie die trigonometrische oder die Exponentialform in die Normalform umrechnen
wollen, geschieht dies durch die Gleichung

Z=Z-(cos p+j-sinp)=Z-d?=R+j-X

Links in der Gleichung sehen Sie die trigonometrische Form, in der Mitte die Exponential-
form und rechts die Normalform mit deren kartesischen Koordinaten. Zur Berechnung der
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ersten beiden Formen aus der Normalform benétigen Sie folgende Gleichungen zur Berech-
nung des zugehorigen Betrags und der Phase

|Z| = Z = VR + X2
= arctan)—(
¢ R

Bei der Winkelbestimmung verwenden Sie am besten stets eine Lageskizze oder die von den
jeweiligen Quadraten abhéngige Gleichung:

Fiir den I. Quadranten: @ = arc tan;—(
. . X
Fiir den II.und III. Quadranten: @ = arc tan 2 +m
. X
Fiir den IV. Quadranten: @ = arc tan 2 +2-m

. Do . . P, . 1 U
Hierbei miissen Sie beachten, dass die Tangensfunktion fiir Winkel zwischen —5 und +§

definiert ist. Demnach liegen die Werte der zugehorigen Umkehrfunktion, also des Arkus-
tangens, fiir negative Winkel zwischen —g und 0 und fiir positive Winkel zwischen 0 und

+g, wie dies Abbildung 1.13 zeigt.

y=arctanx

Abbildung 1.13: Arkustangensfunktion
Allerdings werden in vielen Anwendungen auch die Winkel im I. und II. Quadranten posi-

tiv gezdhlt, im III. und IV. Quadranten dagegen negativ, so wie es Abbildung 1.11 aufzeigt.
Damit wiirde gelten:

Fiir den L. und IV. Quadranten: @ = arc tan X
. . X
Fiir den II. Quadranten: @ =arc tan — + 1

Fiir den III. Quadranten: @ = arc tan%( -7
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Umgekehrt konnen Sie aus der trigonometrischen Form stets die Normalform bestimmen,
indem Sie R = Z - cos @ und X = Z - sin ¢ setzen.

Und nun weiter zu den wesentlichen Rechenregeln fiir komplexe Zahlen.

Addition und Subtraktion komplexer Zahlen
Fiir zwei komplexe Zahlen
Z =R +j X
und
Z,=R, +j- X,
gelten die Additions- und Subtraktionsregeln:

Z +Z, =R +R)+j-(X;+X,)
ZI—ZZ=(R1—R2)+)'-(X1—X2)

Addition und Subtraktion werden also komponentenweise durchgefiihrt. Mit anderen Wor-
ten, Sie addieren oder subtrahieren zwei komplexe Zahlen, indem Sie jeweils fiir sich ge-
trennt zuerst die Real- und dann die Imaginérteile addieren beziehungsweise subtrahieren.
Fiir die trigonometrische Form gilt analog:

Zy=Z,+Z,=2Z;-(cos ¢, +]-sin @) £ Z,(cos @, +]-sin ¢,)
=(Z,-cos @, £Z,-cos @,)+]j-(Z, -sin @, + Z, - sin ¢,)

Die Addition komplexer Zahlen fiithren Sie also mit den gleichen Rechenregeln durch wie
die Addition von Vektoren in der Ebene, nimlich komponentenweise.

Fiir die Summe aus einer komplexen Zahl und ihrer konjugiert komplexen Zahl gilt
Z,=2+Z"=R+j-X)+(R-j-X)=2-R+j-X—-j-X=2-R

Daraus folgt

Re{z)=3-(2+2)

Aus der Differenz konjugiert komplexer Zahlen folgt entsprechend
1 .
ImiZ{==-(Z-2"
miz) =1 (z-2)
Aus den Euler’schen Gleichungen
&Y =cos p+j-sin @

e?=cos ¢—j-sin @
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erhalten Sie durch Addition

@’ +e7% =(cos p+j-sin @)+ (cos ¢ —j-sin ) =2-cos @
Durch Umstellen folgt hieraus

cos @ = % (e +eT?)
Analog ergibt sich aus der Subtraktion beider Gleichungen

¢ —e7? =(cos p+j-sin @) —(cos p—j-sin p)=2-j-sing
Durch Umstellen folgt wiederum

1

(P — o
N (€% —e7?)

sing =

Multiplikation und Division
In der Exponentialform ist die Multiplikation zweier komplexer Zahlen definiert als
Zl 'Zz =7, .o Zy - e = VARV el (@1te2)

Die Betrage werden also multipliziert und die Phasen werden addiert. In trigonometrischer
Form sieht das wie folgt aus:

Z, - Z,=2Zy-Zy {cos (@) + @) +]-sin(@; +@,)}
In Normalform gilt fiir die Multiplikation:
Z,Zy= R +j- X)) Ry +j- X)
=R, Ry+R -j-Xy+Ry-j- X, +j - X, - X,)
=R "Ry+R,-j-X,+Ry-j- X, — X, - Xy)
=R "R, =X, - X)) +j (R, - X, +R, - X))

dem Summanden der zweiten Klammer multipliziert. Dabei miissen Sie jedoch
beriicksichtigen, dass gilt: j> = —1.

0 Wie im reellen Zahlenraum wird jeder Summand der ersten Klammer mit je-

Wie Sie sehen, ist fiir die Multiplikation komplexer Zahlen die Exponentialform besser ge-
eignet.

Fiir die Division gilt analog in der Exponentialform

é_ Zl.ei‘fm _Z

N o (@1=92)

Z, S Zy-en 7,

Sie sehen: Betrige werden dividiert und Phasen werden subtrahiert.
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In der Normalform werden zunichst der Zahler und der Nenner des Quotienten mit dem
konjugiert komplexen Nenner erweitert, anschliefiend wird das Ergebnis in einen Real- und
einen Imaginirteil aufgeteilt. Dabei miissen Sie wiederum beriicksichtigen, dass j2 = —1 gilt.
Als einfachstes Beispiel lernen Sie im nédchsten Unterkapitel den Kehrwert einer komplexen
Zahl kennen. Dort rechne ich diese Erweiterung einmal schrittweise fiir Sie durch. Also auch
bei der Division: Wenn moglich nutzen Sie die hierfiir einfacher anwendbare Exponential-
form.

Kehrwert einer komplexen Zahl
Der Kehrwert einer komplexen Zahl
Z=R+j-X

ist gegeben durch

yol__ 1

- Z R+j-X
Formal ist der Kehrwert also eine Division der komplexen Zahl Z, =1 +j-0 durch Z, =
Z = R +j - X.Durch Erweiterung mit der konjugiert komplexen Zahl (R — j - X) des Nenners
folgt
1 R0 R-jX)

R+j-X R—-j-X) @R+j-X) R—-j-X)

I~

Multiplizieren Sie den Nennerterm aus, so erhalten Sie

R=j-X)

Y = . - -
- R4+R-(j-X)+R-(+-X)—j* - X?
Durch Auflésen der Klammern im Nenner und Ersetzen von j2 = —1 erhalten Sie
v R=jX)
- R-R-j-X+R-j-X+X?
Daraus folgt letztlich
,_R=jX) _Z
= R+X2 2

Durch die konjugiert komplexe Erweiterung verschwindet also die lastige imaginére Einheit
j im Nenner. Diese Einsicht wird sehr hilfreich fiir Sie sein, wenn es spéter um die Aufteilung
einer komplexen Zahl in deren Real- und Imaginérteil geht. Denn wenn Sie die vorherige
Gleichung im Zahler in den Real- und Imaginérteil aufteilen, erhalten Sie die gesuchte Form

R . X
R+xt )V rRrx

Y = =Re{Y}+j - Im{Y}

Links steht also der Realteil Re{Y} und rechts der mit der imaginéren Einheit j gekennzeich-
nete Imaginirteil Im{Y} der komplexen Zahl Y, in diesem Falle der komplexe Leitwert.
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auch mithilfe der 3. Binomischen Formel (a + b) - (a — b) = a*> — b*> umwan-
deln. Hierauf angewandt bedeutet dies (R+j-X)-(R—j-X)=R*—(j-X)* =
R? —j*- X? = R? + X2. Diese Gleichung liefert nun letztlich, anders als sonst
gewohnt, ein Pluszeichen zwischen den beiden Quadraten. Dies ist die Folge der
Umwandlung j> = —1, also —j? = +1.

Q Als alternative Losung (und vielleicht sogar kiirzer) konnten Sie den Nenner

In Exponentialform erhalten Sie analog aus
zZ=2Z- e

den zugehorigen Kehrwert

1 1 _1 ooy, Jf

=Tz Zdv Z

Fiir den Betrag Y und fiir den Winkel S gilt dann
1

VR + X2

X
= —¢ = —arctan —~
ﬁ (] arctan

|X|=Y=

Der Winkel 8 des Kehrwerts ist also gleich dem negativen Ausgangswinkel ¢.

Potenzieren und Radizieren

Auch beim Potenzieren starten Sie am besten mit der Exponentialdarstellung:
Z'=(Z -y =2" "

In der trigonometrischen Darstellung lautet dieses Ergebnis analog
Z"=Z"-[cos(n- @) +j-sin(n - )]

Fir das Radizieren (Wurzelziehen) gilt entsprechend

z'" =z = Wz %)

Differenzieren und Integrieren von
Schwingungsfunktionen
Komplexe Schwingungsfunktionen spielen eine besonders wichtige Rolle in der Wechsel-

stromtechnik. Fiir die Ableitung einer komplexen zeitabhdngigen Schwingungsfunktion der
Form

W) =i
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nach der Zeit ¢ gilt nach der Kettenregel
du(t)
dt

Hierbei wurde angenommen, dass die Amplitude # konstant beziiglich ¢ ist. Die Differen-
ziation einer »komplexen Schwingung« fithrt also zu einer Multiplikation mit dem Faktor

(- @)

multipliziert und wegen +j um den Winkel +§ oder um +90° gedreht wird.

0 In der GaufS'schen Zahlenebene bedeutet dies, dass u mit der reellen Grofie w

Fiir das unbestimmte Integrieren einer solchen komplexen Schwingungsfunktion gilt analog

wt)  u(t)
St

[z(t)-dt=—j-

Die Integration fiithrt also zu einer Division durch den Faktor (j - w). Das ist doch mal wirk-
lich toll, dass Sie sich auf diese Weise die meist mathematisch aufwendigere Differenziation
und Integration ersparen konnen!

m In der Gauf¥’schen Zahlenebene bedeutet dies, dass u(t) durch die reelle Grofie

dividiert und wegen —j um den Winkel —g oder um —90° gedreht wird.

Da solche Rechenoperationen sehr wichtig in der Wechselstromtechnik sind, werde ich
Ihnen die Differenziation einer komplexen Schwingungsfunktion nachfolgend nochmals
in einzelnen Rechenschritten aufzeigen. Zum einen, weil Sie damit Ihre mathematischen
Kenntnisse auffrischen, zum anderen, weil Sie diese Herleitung benétigen werden, wenn
wir die Phasenverschiebung zwischen dem Strom und der Spannung an einer Spule bezie-
hungsweise einem Kondensator berechnen. Also los!

Wenn Sie die komplexe Grofie

u(t)y=1-e°"

nach der Zeit ¢ ableiten, so gilt
du(t) 4

=—|{it-e
dt dt{
Da &t konstant beziiglich der Zeit ¢ ist, konnen Sie & als Konstante vor die Differenziation
ziehen und erhalten
du(t) = 4

— LY pjet
2 g le)

j-w-t}
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Uber die Grofle & (Amplitude) und deren anschauliche Bedeutung werden Sie
spater noch mehr erfahren.

Schauen Sie jetzt genauer auf die Funktion hinter den Differenziationszeichen:

d .

“ eyw-t

prACE

Erkennen Sie, dass {€/**} auch als {€*¥} geschrieben werden kann? Es handelt sich also um
eine zusammengesetzte beziehungsweise verkettete Funktion, bestehend aus der dufleren
Funktion {f(x) = ¥} und der inneren Funktion {x(f) = j - - t}. Eine solche zusammen-
gesetzte Funktion miissen Sie mit der Kettenregel differenzieren, fiir die allgemein gilt:

df®) _df@  dxo)

dt dx dt
Bestimmen Sie zunichst fiir die dufere Funktion f(x) = e*® die zugehorige duflere Ablei-
d
tung mit j;(;) = f’(x), so erhalten Sie im vorliegenden Fall
X d e oot
dx dr. ° €

wenn Sie noch x(¢) =j - w - t ersetzen. Anschlieflend leiten Sie die innere Funktion x(¢) =
j- @ - tabund erhalten
ax(t) _ d . .
" (-w-)=i-
di Ji j-o-D=j
So, nun miissen Sie nach der Vorgabe der Kettenregel nur noch das Produkt von duflerer
und innerer Ableitung berechnen:

dfl(f) =i L@y =i (@) o)
Ausmultiplizieren und Ordnen ergibt:

du(t) )

;lt =j-w--eot

Ersetzen Sie nun noch
i@t = u(t)
so erhalten Sie letztlich

du(t)
dt

=jro-u®)

Voila, jetzt haben Sie die Differenziation einer komplexen Schwingungsfunktion nochmals
im Detail tiber die Kettenregel berechnet! Sie merken sich also: Die Differenziation fithrt zur
Multiplikation mit (j - @), das heif3t, u(t) wird mit der reellen Gréfle » multipliziert und um

den Winkel +§ gedreht.
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Weil es so schon war und Sie auch diese Berechnung kennen miissen, machen wir dasselbe
nochmals detailliert fiir die unbestimmte Integration. Wir beginnen wieder mit der kom-
plexen Grofle

W) = ir-

und wollen nun das unbestimmte Integral nach der Zeit ¢ berechnen:
Iﬂ(t) dt = J -t dt

Da it wieder als konstant beziiglich der Zeit ¢ angenommen werden kann, konnen Sie diese
Grof3e vor das Integralzeichen ziehen:

Jg(t) cdt=1- J &t . dt
Fiir die Integration einer e-Funktion gilt die allgemeine Regel

Ie“"‘ -dx = 1 -e?*
a

Mita =j -  und x = ¢ erhalten Sie dann:

Iu(t)-dt:ﬁ-,i-ej'“'t
u o
1

Wegen j = —j ergibt sich:

[E(t)-dtz—j~l~it-ej"‘"t
4]

Ersetzen Sie nun auch hier
ot = u(t)
so erhalten Sie

jm.dt:-j-?

Sie sehen also, dass die Integration einer komplexen Schwingungsfunktion zu einer Division
mit dem Faktor (j - ) beziehungsweise einer Multiplikation mit —j und gleichzeitiger Divi-
sion durch w fithrt, das heift, #(¢) wird durch die reelle Gréfie  geteilt und um den Winkel

—g gedreht.

g Falls Sie sich an dieser Stelle fragen, wie die Umrechnung von % = —j zustande

kam, erweitern Sie einfach den Bruch —~ um j, das heif3t, Sie multiplizieren den

)
Zghler und Nenner jeweils mit j und erhalten

1i_J

i g
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Damit haben Sie nur mit der 1 multipliziert, weil i = 1 ist. Sie wissen, dass gilt

p=-1
wodurch folgt
J_J __
P

weil Sie das Minuszeichen letztlich nach oben in den Zihler gezogen haben.
Fertig!

An dieser Stelle mochte ich nochmals kurz erkldren, was es bedeutet, wenn eine komple-
xe Zahl mit dem Faktor +j multipliziert wird — denn diese Operation werden Sie hdufig
brauchen, um Phasenverschiebungen zu berechnen.

Bereits in Abbildung 1.12 haben Sie gesehen, was geschieht, wenn ein komplexer Zeiger mit
dem Betrag 1 um verschiedene Winkel ¢ gedreht wird. Fiir die Drehung um ¢ = +90° haben
Sie folgendes Ergebnis kennengelernt:

@ =+90° ergibtZ=1-(cos 90°+j-sin 90°) =0+j-1=+4j

Diese Operation ist anschaulich in Abbildung 1.14 gezeigt. Das +j bedeutet, dass der Zeiger

der komplexen Zahl um den Winkel +90° (oder +E) im mathematisch positiven Sinne (also
links herum) gedreht wurde und nun auf der imagindren Achse der Gauf'schen Zahlenebene
auf +j, also nach oben zeigt.

@=90°

Abbildung 1.14: Drehung des Zeigers
um +90°

Multiplizieren Sie eine komplexe Zahl mit dem Faktor +j, dann drehen Sie den
Zeiger der komplexen Zahl bildlich um den Winkel +g (oder +90°). Analog gilt

fiir das Multiplizieren mit —j, dass Sie den Zeiger um —g (oder —90°) drehen.
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Diese Zusammenhidnge werden bei der spiteren Berechnung von Schaltungen mit Wider-
stinden, Spulen und Kondensatoren noch eine bedeutende Rolle spielen.

Eine weitere wichtige Operation ist die Bestimmung von Real- und Imaginarteil fiir kompli-
ziertere komplexe Zahlen — also los zur nidchsten mathematischen Einsicht!

Bestimmung von Real- und Imaginarteil einer
komplexen Zahl
Wenn die komplexe Gréfie Z in der Normalform
Z=R+j-X
vorliegt, sind deren Realteil und Imaginarteil unmittelbar gegeben durch
Re{Z}=R Im{Z}=X

Bilden Sie den Kehrwert der komplexen Zahl Z, so erhalten Sie

Die Aufspaltung in einen Real- und einen Imaginirteil fiir Y erhalten Sie, indem Sie mit dem
konjugiert komplexen Wert des Nenners — hier mit (R — j - X) — erweitern, sodass folgt:
1 ®-j-X) _ R-j-X

X=R+yx'm—yX)_m+yxym—ym

Multiplizieren Sie jetzt noch den Nenner aus, so erhalten Sie:

R—j-X

Y =
— R4+R-(j-X)+R-(+H-X)—j* - X?
Durch Auflésen der Klammern im Nenner und Ersetzen von j2 = —1 folgt:
R-j-X R-j-X
X =

RP—R-j-X+R-j-X—(-1)-X? - RP—R-j-X+R-j-X+X?
Da sich die Terme mit j im Nenner wie vorgesehen gegenseitig autheben, erhalten Sie

R-j-X_ R . X
R+x2 R+x: )V RrRixe

X:

Somit ergibt sich fiir den Real- und Imaginérteil des Kehrwerts Y der komplexen Zahl:

R
Rell} = pie

-X
Rell) = pie

Dieses Ergebnis beim Kehrwert konnen Sie auf alle Briiche mit komplexen Zahlen verallge-
meinern.
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ner eines komplexen Bruchs zu entfernen. Im Zihler konnen Sie dann die Terme

Der Sinn der konjugiert komplexen Erweiterung besteht also darin, das j im Nen-
ohne j zum Real- und die Terme mit j zum Imaginérteil zusammenfassen.

Real- und Imaginarteil einer Summe oder Differenz
Fiir den Realteil von Z, + Z, gilt

Re{Z, £Z,} =Re{Z,} £Re{Z,}
Fiir den Imaginérteil gilt analog

m{Z,+2,} =Im{Z,} +Im{Z,}

Zur Vertiefung der vorgestellten Zusammenhéange und Regeln fiir das Rechnen mit komple-
xen Zahlen zeige ich Thnen nachfolgend ein Anwendungsbeispiel.

Anwendungsbeispiel zum Rechnen
mit komplexen Zahlen

Die Rechnung mit komplexen Zahlen wird nicht nur in der Wechselstromtechnik, sondern
auch in der Regelungstechnik angewandt, wie es das folgende Beispiel zeigt.

Gegeben ist das in Abbildung 1.15 skizzierte RC-Netzwerk (bestehend also aus Widerstand
R und Kondensator C). Die skizzierte Schaltung ist ein RC-Filter, wie er zur Signalverarbei-
tung zum Einsatz kommt. Gesucht ist fiir diese Schaltung der Frequenzgang G(jw), fiir den
ganz generell folgende Gleichung gilt:

u
Gljow) = ;—A
—E
Z=R
O o O
u - U
oF Z jrwC I -
A\ 4 A J
O & O

Abbildung 1.15: Anwendungsbeispiel zur komplexen Rechnung
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Uber den Frequenzgang G(jw) wird die zugehérige Ortskurve (Bode-Diagramm)
abgeleitet, die wiederum Auskunft iiber die Stabilitdt der RC-Filterschaltung gibt.

Zur Aufstellung des Frequenzgangs G(jw) missen Sie zunéchst die Eingangsspannung u;
und die Ausgangsspannung u, des RC-Filters bestimmen. Fiir die Eingangsspannung u;
ergibt sich aus der gegebenen Schaltung mithilfe des Ohm’schen Gesetzes

1
=(R+ y
Ze ( j.w-c>E

Dabei ist i der Strom, der durch die Schaltung flief3t — jetzt natiirlich auch als komplexer Zei-
ger dargestellt. Diese Gleichung entsteht dadurch, dass Sie von der Seite der Eingangsspan-
nung u; her in die RC-Schaltung hineinschauen und eine Reikhenschaltung von Widerstand
R und Kondensator C sehen. Wihrend sich der komplexe Widerstand fiir den Ohm’schen
Widerstand R einfach zu Z = R ergibt, gilt fiir den komplexen Widerstand Z eines Konden-
sators

_ 1
- jw-C

(Die Erklarung der Gleichung fiir den komplexen Widerstand Z des Kondensators ist im Teil
II ersichtlich). Fiir den komplexen Gesamtwiderstand der Reihenschaltung miissen Sie bei-
de GrofSen miteinander addieren. Fiir die Bestimmung der Ausgangsspannung u, des RC-
Netzwerkes schauen Sie von der Seite der Ausgangsspannung u, her in die RC-Schaltung
hinein. Dabei sehen Sie lediglich den Kondensator C. Mithilfe des zuvor dargestellten kom-

plexen Widerstands Z = LC fiir den Kondensator erhalten Sie fiir die Ausgangsspannung

u, die Gleichung

u, = 1 -
—A j.w.C -

Nun setzen Sie die beiden ermittelten Gleichungen fiir die Ein- und Ausgangsspannung in
die Gleichung fiir den Frequenzgang G(jw) ein und erhalten:

L)
u, jro-C)J) -

g(ja)):u = )
J.w.

Und siehe da, der unbekannte Strom i kiirzt sich elegant heraus! Diese Gleichung konnen Sie
mathematisch noch vereinfachen. Lassen Sie uns das der besseren Verstandlichkeit wegen in
mehreren Einzelschritten tun. Erweitern Sie als Erstes den Zahler und Nenner mitj - o - C:

1
jrw-C jrw-C 1

1 jr@-C 1+j-@-R-C
jrw-C

u
Gljo)= = =
% R+
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Sieht doch ganz gut aus, oder? Aber lassen Sie uns noch einen Schritt weitergehen. Auch in
den Anwendungen der Regelungstechnik wird der Frequenzgang G(jw) meist in einen Real-
und Imaginirteil aufgeteilt, um damit die zugehorige Ortskurve skizzieren zu konnen. Sie
erhalten dann allgemein die Form

G(jw) =Re {G} +j - Im {G}
Die Aufteilung des ermittelten Frequenzgangs G(jw) in einen Real- und einen Imaginérteil
erfolgt durch die bereits bekannte konjugiert komplexe Erweiterung. Demnach rechnen Sie

1 3 1 (1-j-@0-R-O
+j-@-R-C 1+j-@-R-C (1-j-w-R-C)

Gljw) = 7

Zur konjugiert komplexen Erweiterung wird sowohl der Zahler als auch der Nenner mit dem
konjugiert komplexen Term (1 —j - - R - C) zum gegebenen Nennerfaktor (1 +j-w-R - C)
multipliziert. Dadurch veréndern Sie mathematisch nichts an der Gleichung fiir den Fre-
quenzgang — schliefllich multiplizieren Sie eigentlich nur mit einer 1. Sie schaffen sich damit
jedoch die Moglichkeit, das j im Nenner in den Zahler umzustellen. Hierzu multiplizieren
Sie den Zéhler und den Nenner aus und erhalten

i) (1-j-@-R-C)
2= 05w RC-(1-j-w-R-O)
(1-j-w-R-C)

"1-j @R C+j @R C—(-w R-Cp

Sie sehen nun, dass die beiden Terme mit j im Nenner verschwinden, was der Sinn der kon-
jugiert komplexen Erweiterung ist! Damit erhalten Sie
l1-j-w-R-C)

G(jw) =Re {G} +j-Im {G} = 1-G-0 R CP

Wenden Sie sich nun noch dem Klammerausdruck im Nenner zu. Dabei miissen Sie
beriicksichtigen, dass fiir die imaginire Einheit j2 = —1 gilt. Damit erhalten Sie
1-j-o-R-C) (Q-j-w-R-C)

-2 0 R-C* 1+ -R-C?

G(o) =7

Losen Sie letztlich die Klammer im Zéhler auf, so erhalten Sie wie gewiinscht den Frequenz-
gang in dessen Real- und Imaginarteil:

1 . w-R-C

Gle)=Re iG] ImlG) = o Tya RO

Dies ist das gesuchte Ergebnis fiir den Frequenzgang G(jw) in Normalform mit seinen karte-
sischen Koordinaten Re{G} und Im{G}! Sie haben sicherlich erkannt, dass dies die gleichen
Rechenschritte waren, wie Sie diese bereits an fritherer Stelle fiir die Aufspaltung in Real-
und Imaginirteil angewandt haben. Denken Sie an dieser Stelle daran, Ubung macht den
Meister!

So, mit den folgenden Aufgaben konnen Sie die zuvor erlernten Zusammenhéange zum Rech-
nen mit komplexen Zahlen festigen. Viel Spaf dabei! Ubrigens: Die Losung zu den Aufgaben
finden Sie im Anhang hinten im Buch.
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Aufgabe 1.1.

Gegegen sind die beiden komplexen Zahlen Z, =5 —j-8und Z, =4 +j - 2. Be-
rechnen Sie damit

v dieSummeZ, +Z,

v/ die Differenz Z, — Z,

v/ dasProduktZ, - Z,

v/ den Quotienten Z /Z,

(Ergebnisse: Z +Z,=9-j-6;, Z —-Z,=1-j-10; Z -Z,=36—j-22;
Z

——lzi—j-4—2=0,2—j-2,1)

zZ, 20

Aufgabe 1.2.

Woandeln Sie die in Normalform gegebenen komplexen Zahlen in deren jeweilige
trigonometrische und Exponentialform um:

vV Z,=-2-j-2
v Z,=-10

(Ergebnisse: Zl =2_83- (cos Z -7t +j - sin Z -rr) =283- ej'%'“;
Z,=10-(cos m+j-sin m) = 10 - &™)







<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages false
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth 8
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterColorImages false
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages false
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth 8
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /FlateEncode
  /AutoFilterGrayImages false
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages false
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check true
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /Unknown

  /CreateJDFFile false
  /SyntheticBoldness 1.000000
  /Description <<
    /FRA <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents with higher image resolution for improved printing quality. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f30019ad889e350cf5ea6753b50cf3092542b308000200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e30593002537052376642306e753b8cea3092670059279650306b4fdd306430533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /DEU <FEFF00440069007300740069006c006c00650072002d00450069006e007300740065006c006c0075006e00670065006e0020006600fc0072002000450062006e00650072002000260020005300700069006500670065006c00200047006d00620048002c00200055006c006d>
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


