»

, A
| ABITUR-TRAINING | T
Allgemeinbildendes Gymnasium Allgemeir “nasium
Analysis Stor
Baden-Wiirttemberg Ba
Abitur ab 2019 !

@ STARK (D] RK

-

' 4

. ABITUR-TRAINING

GYMMASIUM

S o BB e
P e S R |

~ Abiturab 2019

Baden-Wirttemberg

Analytische Geometrie
Pflicht- und Wahiteil

STARK


https://www.pearson.de/YM002?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben

ABITUR-TRAINING

Allgemeinbildendes Gymnasium

Analysis
Baden-Wiuirttemberg
Abitur ab 2019



https://www.pearson.de/YM002?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben
https://www.pearson.de/YM002?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben

LF

LF

Inhalt

Vorwort

GleiChUNGEeN ... 1
1 Lineare Gleichungen ... 2
2 Quadratische Gleichungen ..............ccoiiiiiiiiiiiiiiiii i 4
3 Quadratische Ungleichungen ..., 6
4 Bruchgleichungen ...........ooiiiiiiiiiii e 8
5 Wurzelgleichungen .............ocooiiiiiiiiiiii i 10
6 Potenzgleichungen ...........coouiiiiiiiiiiii e 11
7 Exponentialgleichungen ........... ... 13
8 Trigonometrische Gleichungen .................ccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiann. 14
9 Substitutionsverfahren ........... ... 19
10 Nullprodukt-Gleichungen ..............cooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiicnee.. 21
11 Lineare Gleichungssysteme (LGS) ........ccooiiiiiiiiiiiiiiiiiiie. .. 22
Geraden ... 25
Funktionen und ihre Eigenschaften ................................... 31
1 Definitionsmenge, Graph, Nullstellen, Symmetrie ........................ 32
2 Lineare FUnKtionen ...............coooiiiiiiiiiiiiiiiii i 34
3 Potenzfunktionen .............o.coiiiiiiiiii i 35
4 Ganzrationale Funktionen ...............ccooiiiiiiiiiiiiiiiii i 38
5 Gebrochenrationale Funktionen ...............ccooocoiiiiiiiiiiin.. 43
6 Verschiebungen und Streckungen von Graphen ........................... 48
7 Exponentialfunktionen ..................coiiiiiiiiiiiiiiii 52
8 Trigonometrische Funktionen ...............ccooiiiiiiiiiiiiiiinnn, 59
9  Zusammengesetzte Funktionen; Verkettung .................ooooiiiin.. 65
Differenzialrechnung ... 67
1 Bedeutung der Ableitung ...........oooiiiiiiiiii e 68
2 Ableitungsregeln ........ooiiii 71
3 Untersuchung von Funktionen und Graphen .............................. 76
4 Tangente und Normale ................coiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 85
5 Schnitt von Graphen, Beriihrung, Orthogonalitit ......................... 90
6 OTtSINIEN .o 92
7 ANErUNGSTAEN ........o'ieieie et 94



https://www.pearson.de/YM002?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben
https://www.pearson.de/YM002?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben

LF
LF

LF

Integralrechnung ......... ... .

1 Bedeutung des Integrals ............ocoiiiiiiiiiiiiiiiiii e
2 Bestimmung von Stammfunktionen — Technik des Integrierens .........
3 Berechnung von Flacheninhalten ................ooooiiiiiiiiiiiiiininnn
4 RotationSKOIPeT .........eiiietiiii e
5 Die Integralfunktion .............ccooiiiiiiiiiiiiiiiiii it
6  Rekonstruktion eines Bestandes aus der momentanen Anderungsrate ...
7 Mittelwertbildung mithilfe des Integrals ...................coooiiiiianat.
Vermischte Aufgaben ...
A Innermathematische Fragestellungen ...................cooooiiiiia..
B Anwendungsbezogene Fragestellungen .................ccoooiiiiiin...
Anhang: Einsatz des WTR in der Analysis ...............................
1 Analysis mit dem Casio fx-87DE X ClassWiz ................ccoooienan
2 Analysis mit dem TI-30X Plus MathPrint ...................ooiat.
LOSUNGEN .o i e e e
Stichwortverzeichnis .....................

Die mit LF markierten Kapitel sind fiir das Basisfach nicht relevant.
Zudem sind im Basisfach allgemein nur Verkettungen mit linearer innerer Funktion
relevant und es werden keine Kurvenscharen behandelt.

Autoren:
Dr. Raimund Ordowski, Arnold Zitterbart



https://www.pearson.de/YM002?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben
https://www.pearson.de/YM002?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben

Vorwort

Liebe Schiilerin, lieber Schiiler,

die Analysis ist neben den Gebieten Geometrie und Stochastik Gegenstand der
Abiturpriifung und umfasst etwa die Hilfte der Gesamtpriifung.

Ab dem Abitur 2019 ist nur noch ein wissenschaftlicher Taschenrechner (WTR)
fiir die schriftliche Priifung zugelassen, sodass mehr als bisher von Hand gerech-
net werden muss und Uberlegungen anhand vorgegebener Graphen wohl eine
groBere Rolle spielen werden.

Dieses Buch will kein Schulbuch und keinen Unterricht ersetzen. Wir haben ver-
sucht, [hnen eine moglichst gut nachvollziehbare, aber nicht zu umfangreiche und
theorielastige Wiederholung der Analysis fiir Klausuren und die Abiturpriifung
anzubieten. Die einzelnen Kapitel und Abschnitte sind in der Regel so konzipiert,
dass Sie auch ganz gezielt bestimmte Themen wiederholen kénnen.

Sind Sie mit den Grundlagen der Analysis bereits vertraut, so konnen Sie das Buch
auch einfach als Sammlung von Beispielen und Aufgaben nutzen.

Zunichst werden in fiinf Kapiteln grundlegende Begriffe und Verfahren der
Analysis wiederholt und eingeiibt. Die einzelnen Kapitel sind so aufgebaut, dass
nach jedem vorgestellten Verfahren mindestens ein ausfiihrlich gelostes Beispiel
folgt, an das sich eine Reihe von kleineren Ubungsaufgaben anschlieBt.

Das letzte Kapitel enthélt eine Sammlung von umfangreicheren Aufgaben tiber
alle Inhalte hinweg mit innermathematischen bzw. anwendungsbezogenen Frage-
stellungen. Die Formulierungen und Anweisungen in den Aufgaben entsprechen
dabei weitgehend den Vorgaben fiir die Aufgaben der Abiturpriifung.

Zu allen Aufgaben gibt es im Losungsteil ausfiihrliche Losungen, mit denen Sie
Thre eigenen Uberlegungen und Berechnungen kontrollieren konnen.

Im Anhang des Buches (vor dem Losungsteil) finden Sie Anleitungen zu den grund-
legenden Aufgabentypen der Analysis fiir die beiden gidngigen WTR-Modelle
Casio fx-87DE X ClassWiz und TI-30X Plus MathPrint. Bei allen Losungen
von Beispielen und Aufgaben wird bei Bedarf auf den entsprechenden Aufgaben-
typ aus diesem Teil verwiesen, sodass Sie den WTR stets gezielt einsetzen kdnnen.

Wir wiinschen Thnen viel Erfolg bei der Abiturpriifung!

%~ Q/M O\éw&( Q\QM«J

Dr. Raimund Ordowski Arnold Zitterbart
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76 ¢ Differenzialrechnung

Lésung

3

Untersuchung von Funktionen und Graphen

In diesem Abschnitt finden Sie die wichtigsten Verfahren, mit denen sich eine
Funktion f und ihr Graph G; mithilfe der Ableitungen von f untersuchen lassen.
Machen Sie sich dazu noch einmal bewusst, dass die Ableitung f'(x)) die Steigung
der Tangente an der Stelle x; an den Graphen von f angibt. Anhand der Abbildun-
gen konnen Sie sich die folgenden Sitze gut veranschaulichen und einpréigen.

Monotonie y

Mithilfe der Ableitungsfunktion von f kann f'(x)>0
man untersuchen, ob die Funktionswerte mit
wachsenden x-Werten zunehmen oder ab-

nehmen. Die Skizze rechts veranschaulicht monoton ! monoton

f'(x)<0

fwéchst: f fallt
streng | streng

den sogenannten Monotoniesatz: 1 "

Gilt f'(x) > 0 auf einem Intervall, so ist f dort streng monoton wachsend.
Gilt f'(x) < 0 auf einem Intervall, so ist f dort streng monoton fallend.

Gilt nur f'(x) >0 bzw. f'(x) <0 auf einem Intervall, so nennt man f dort monoton
wachsend bzw. monoton fallend (ohne den Zusatz ,,streng®).

o
a)
b)

a)
b)

Beispiel 1

Zeigen Sie, dass die Funktion f mit f(x) = x3 +x fiir alle x € R streng mono-
ton wachsend ist.

Untersuchen Sie die Funktion g mit g(x) = %Xz’ —x +2 auf Monotonie.

Fiir alle x € R gilt f'(x) =3x2+1> 0. Somit ist f streng monoton wachsend.

Bei der ganzrationalen Funktion g geht man wie folgt vor:
Man bestimmt zunchst alle Werte fiir x, fiir die die Ableitung g'(x) =x2 -1
den Wert 0 annimmt:

g'x)=0

x2-1=0

x2=1
X1;2=i1

Durch x; =-1 und x,=1 werden die reellen Zahlen in drei Teilintervalle geteilt:
I} =(=c0; =1); I, =(=1;1) und I3=(; o).
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Untersuchung von Funktionen und Graphen ¢ 77

Auf jedem Teilintervall ist g' nur positiv g'0)=-1<0
oder nur negativ. Das Vorzeichen von g' g(-2)=3>0 | g(2)=3>0
kann man daher durch jeweils einen Test- - ; i X2 |
wert aus jedem Teilintervall ermitteln: 3 _’2 10 1 2 3 x
*g'(-2)=4-1=3>0, i i
d.h., g'(x) >0 fiir alle x € 1, g'(x)>0 ig‘(x) < 05 g'(x)>0
e g'(0)=0-1=-1<0, | y |
d.h., g'(x) <0 fiir alle x € I, i 5 |
I T I
*g'(2)=4-1=3>0, ™ ! /e
d.h., g'(x) >0 fiir alle x e L. : : g
Somit ist die Funktion g nach dem Monoto- i T i
niesatz — b
3/2 -10[ 1 2 3«x

e streng monoton wachsend in I} = (—eo; —1),
e streng monoton fallendin I, =(-1; 1),
e streng monoton wachsend in I3 = (1; o).

Anmerkung: Das Verfahren aus Beispiel 1b lésst sich auch bei anderen auf einem

Intervall definierten Funktionen anwenden, deren Ableitung dort nur endlich
viele Nullstellen hat.

Extremstellen

Mithilfe der Ableitungen einer Funktion f y
lassen sich Extremwerte von f bzw. Hoch-

und Tiefpunkte des zugehorigen Graphen G
bestimmen, wenn f auf einem Intervall defi-

niert ist und die x-Werte dieser Punkte im

Innern des Intervalls liegen. Man spricht

dann von lokalen Extremwerten.

Graph von f

I
I
I
I
1
I
I
I

1 1

| 1

| 1
I

Durchlduft man den in der Abbildung vorge- 1 l

gebenen Graphen einer Funktion f in positive / Xy X7 X

! !

| 1

| 1

| 1

| 1

| 1

| 1

! !

! 1

| 1

! 1

| 1

| 1

x-Richtung mithilfe einer gedachten Tangente
(Geodreieck), so ist die Steigung des Graphen y
positiv bis zum Hochpunkt H des Graphen.

Im Punkt H selbst ist sie gleich null.

Danach wird die Steigung negativ bis zum
Tiefpunkt T. Im Punkt T ist sie null, anschlie-

Bend wird sie wieder positiv. ® ®

=0\ sixar=0X
Der Graph der Ableitung f' hat an der Stelle Filxy) =0 fix7)=0

Xy eine negative Steigung, an der Stelle X lx) <0 f¥(xr)>0
eine positive Steigung.

Graph
von f'
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78 ¢ Differenzialrechnung

Diese Uberlegungen veranschaulichen die folgenden Kriterien fiir Extremwerte:

An einer lokalen Extremstelle xq von f gilt immer f'(xg) =0 (notwendige Be-

dingung).

Fir die Bestimmung von Maxima bzw. Minima einer Funktion f gibt es jeweils

zwei hinreichende Kriterien:

(H1) Wenn f'(xy) =0 und f"(xy) < 0gilt, dann hat f an der Stelle x4 ein lokales
Maximum.

(H2) Wenn f'(xy) =0 gilt und f' an der Stelle xy das Vorzeichen von plus
nach minus wechselt, so hat f an der Stelle x4 ein lokales Maximum.

Der Punkt H(xy | f(xy)) ist dann ein Hochpunkt des Graphen.

(T1) Wenn f'(xt)=0 und f"(x7) > 0 gilt, dann hat f an der Stelle x ein lokales
Minimum.

(T2) Wenn f'(xt)=0 gilt und f' an der Stelle xt das Vorzeichen von minus
nach plus wechselt, so hat f an der Stelle x7 ein lokales Minimum.

Der Punkt T (xt | f(x1)) ist dann ein Tiefpunkt des Graphen.

Anmerkung: In der Schulmathematik werden in der Regel Funktionen untersucht,
die man beliebig oft ableiten kann und deren erste Ableitungen nur endlich viele
Nullstellen haben. In diesen Féllen gilt auch umgekehrt:

Ist f(x) ein lokales Extremum, so wechselt f' bei xy das Vorzeichen.

B Beispiel 2

Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x3 —6x2 +9x. Ihr Graph ist Gy.
Untersuchen Sie f fiir x — too.

Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte von G¢ mit der x-Achse.
Bestimmen Sie die Koordinaten des Hoch- und des Tiefpunkts von G;.
Skizzieren Sie G-

Lésung Verhalten fiir x — *o0: (vgl. Kapitel ,,Funktionen und ihre Eigenschaften®, S. 39)

X >+ = X35+ = f(X) >+
X —>—0 = X35 -0w = f(x)—>-o

Schnittpunkte mit der x-Achse:
Die Nullstellen von f erhélt man aus:
f(x)=0
x3-6x2+9x =0
X-(x2-6x+9)=0
Nach dem Satz vom Nullprodukt ist x; =0 eine Losung.
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Untersuchung von Funktionen und Graphen ¢ 79

Die weiteren Losungen erhilt man mit der pq-Formel aus der Teilgleichung:
x2-6x+9=0

—WTR1 x2=3i\/ﬁ=3
Der Graph G schneidet die x-Achse in den Punkten N;(00) und N,(3|0).

Hoch- und Tiefpunkt:
Ableitungen von f:

f'(x)=3x2-12x+9

f'"(x)=6x-12
Die Nullstellen von f' erhilt man mit der pq-Formel aus:
f'(x)=0
3x2-12x+9=0
x2—4x+3=0
SWTR1 x3;4=21\/m=2i1

Somit ist x3=1 und x, =3 =X,.

Esgilt £"(1) =6-1-12=-6 <0, d. h., f hat an der Stelle x;=1 ein lokales Maxi-
—WTR5 mum. Mit f(1)=13-6-12+9-1=4 ergibt sich der Hochpunkt H(1|4) des Graphen.

Wegen £"(3) =6-3-12=6> 0 hat f an der Stelle x,=3 ein lokales Minimum.

Da x; =3 Nullstelle von f ist, ist T(3|0) der Tiefpunkt des Graphen.

Der Graph G; hat den Hochpunkt H(1|4) und den Tiefpunkt T(3|0).

Alternative iiber Vorzeichenwechsel von f":

Wie oben bestimmt man zunichst die Nullstellen x;=1 und x,=3 von f".
Nach dem Vorbild von Beispiel 1 kann man dann f' auf Vorzeichenwechsel an
diesen Stellen untersuchen, indem man einen Testwert kleiner als 1, einen zwi-
schen 1 und 3 und einen grofer als 3 heranzieht:

f'0)=9>0 Skizze von Gy:
£1(2)=3-22-12-249=-3<0 Z H
£'(4)=3-42-12-449=9>0 Gr
Daraus liest man ab: 3
f' hat an der Stelle x;=1 einen Vorzei- / /
chenwechsel von plus nach minus. 2
f hat daher an dieser Stelle ein lokales / /
Maximum. 1
f' hat an der Stelle x,=3 einen Vorzei-
chenwechsel von minus nach plus.
f hat daher an dieser Stelle ein lokales 0 N4 2 No=T 4 x
Minimum. .

-1
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142 ¢ Vermischte Aufgaben

144

145

B

Anwendungsbezogene Fragestellungen

Briicke

Die Abbildung zeigt den Querschnitt einer Briicken- y
unterfilhrung. Die obere Begrenzung der Innenwand
wird beschrieben durch den Graphen G; der Funk-
tion f mit

f(x)==-2x2+4; 2<x<2 (x und f(x) in Meter).

Durch die Unterfiihrung fiihrt auf Hohe der x-Achse
eine Strafle.

a)

b)

)

Berechnen Sie, wie hoch die senkrechten Innen-

winde der Unterfiihrung sind.

Berechnen Sie die Weite des Winkels, den eine senkrechte Innenwand mit der
oberen Innenwand bildet.

Am Eingang der Unterfiihrung wird senkrecht unter dem hochsten Punkt eine
Ampel angebracht. Die Ampel wird von zwei Metallstangen gehalten, die je-
weils orthogonal zur Innenwand der Unterfiihrung verlaufen und an der Ampel
in einem gemeinsamen Punkt B verschraubt sind. Die Befestigungspunkte der
Stangen an der Innenwand befinden sich auf gleicher Hohe links und rechts
von der Mitte der Unterfiihrung und haben einen Abstand von 1 Meter.
Bestimmen Sie rechnerisch, in welcher Hohe tiber der Straf3e sich der Punkt B
befindet.

Die Ampel wird entfernt, damit ein Spezialfahrzeug die Unterfiihrung passie-
ren kann. Das Spezialfahrzeug ist 2 Meter breit und 2 Meter hoch. Auf seinem
Dach soll ein wiirfelférmiger Aufbau so befestigt werden, dass das Fahrzeug
damit die Unterfiihrung durchfahren kann.

Berechnen Sie die maximal mogliche Kantenlédnge des Aufbaus.

Abwasserkanal

Der Querschnitt eines 20 m langen geradlinigen y
unterirdischen Abwasserkanals wird durch den

Graphen G; der Funktion f mit f(x) = —x2+2,25

und die x-Achse beschrieben (x und f(x) in Meter).

a)

Bestimmen Sie die Weite des Winkels, den
die Kanalwand mit dem Boden einschlief3t.
Zur Sicherung werden im Kanal einige Stahlstreben eingezogen. Betrachtet
wird eine Strebe, deren Befestigungspunkte im Modell durch P(-1,5|0) und
Q(1|f(1)) beschrieben werden. Berechnen Sie die Linge dieser Strebe.
Uberpriifen Sie, ob die Strebe im Punkt Q orthogonal auf die Kanalwand trifft.

' X
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147

Anwendungsbezogene Fragestellungen ¢ 143

b) Berechnen Sie, welches Wasservolumen der Kanal enthilt, wenn das Wasser
1,25 m hoch steht.
Zu einem bestimmten Zeitpunkt enthilt der Kanal 44 m3 Wasser.
Berechnen Sie die Breite der Wasseroberfliche im Querschnitt fiir diesen Fall.
Bestimmen Sie, wie hoch das Wasser dann steht.

Flussbett
Gegeben sind die Funktionen f mit f (x) = %xz und g mit g(x) = —%xz +4x —4.
Ihre Graphen sind G; und Gg.

a) Geben Sie die Koordinaten des Tiefpunkts T von G; an und berechnen Sie die
Koordinaten des Hochpunkts H von Gg.
Begriinden Sie, dass sich die beiden Graphen im Punkt A(2|2) beriihren.
Die gemeinsame Tangente der Graphen im Punkt A schneidet die Gerade x=4
im Punkt P. Berechnen Sie die Koordinaten von P.

b) Die Abbildung zeigt den Querschnitt
eines Flussbetts, das fiir -3<x<2
durch G¢ und fiir 2<x <5 durch G,
modelliert wird (x, f(x) und g(x) in
10 Meter). 4
Im hochsten Punkt der rechten i
Boschung steht ein 5 Meter hoher i
Turm, von dessen Spitze Sausman '3 5 7 0 1 2 3 4 5 x
das Wasser im Flussbett sehen kann.

Wegen grofler Trockenheit sinkt der Wasserspiegel im Fluss. An einem be-
stimmten Tag ist der Wasserspiegel von der Turmspitze aus nicht mehr zu sehen.
Beschreiben Sie ein Verfahren, mit dem man bestimmen kann, wie tief das
Wasser in der Mitte des Flusses an diesem Tag hochstens sein kann.

Fiihren Sie die entsprechenden Berechnungen durch.

Niederschlag

Uber einem bestimmten Gebiet fillt
zwischen 2 Uhr nachts und 10 Uhr
morgens starker Regen. Die momen-
tane Niederschlagsrate pro Quadrat-
meter wird durch die Funktion f mit

f(t) =—%t2 +6t—10; 2<t<10

modelliert (t in Stunden seit Mitter-
nacht, f(t) in Liter pro Stunde).

Die Abbildung auf der nédchsten
Seite zeigt den Graphen von f.
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298 ¢ Losungen

144 Begrenzung obere Innenwand: f(x) = —%x2 +4; —2<x <2 (xund f(x) in Meter)

Die Ableitung von fist: f'(x) = —%x

a) Die Hohe einer senkrechten Innenwand entspricht dem Funktionswert von f
an der Stelle —2 (bzw. an der Stelle 2):

f(-2)=-3-(-2)2+4=3 y
Die senkrechten Innenwinde sind 1,5 m hoch. T T
. . .. /73—?\
Der gesuchte Winkel zwischen den Innenwiin- N \
den setzt sich zusammen aus dem Steigungs- o) 2
winkel o der Tangente im Punkt A(-2|1,5) A 77 )
an G; und einem rechten Winkel (s. Skizze). '
SWTR 4 tan(ar) = f'(=2) = —%(—2) =g = 0=68,2° 5 4 0 1 5 x

90°+68,2°=158,2°

Die Innenwinde bilden einen Winkel von ca. 158,2°.

b) Lage des Punktes B:
Nimmt man an, dass die Abbildung den Eingang der Unterfiihrung beschreibt,
so haben die Befestigungspunkte aufgrund der Symmetrie der Briickenunter-
fithrung die Koordinaten B (0,5 | £(0,5)) und B,(-0,5 | £(0,5)). Die Normalen in
den beiden Punkten schneiden sich in dem Punkt B auf der y-Achse.

Fiir die Normale n im Punkt B erhilt man mit y

£'(0,5) = —i die Gleichung: > 4 B

y=— f(os) ((x=0,5)+1(0,5) // 3¥B \\
$.(x-059+13 2

Schmtt von n mit der y-Achse x=0: 1
$.00-05+1F ~3,04 5

-2 -1
Der Befestlgungspunkt B an der Ampel be-
findet sich etwa 3 Meter iiber der StrafBe.

c¢) Maximale Kantenliinge des Aufbaus:
Fiir eine moglichst grofle Kantenlidnge des Aufbaus wird das Fahrzeug mittig
zur Stralle fahren, wobei der Aufbau mittig, mit den Kanten parallel zu den
Fahrzeugkanten befestigt ist (vgl. Skizze auf der nichsten Seite).
Ist a die Kantenlénge des wiirfelférmigen Aufbaus, so entnimmt man der
Skizze die Bedingung fiir die maximal mégliche Kantenlinge:

f(4)=2+a
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Daraus ergibt sich fiir a:

_5.a2 g
s i t4=2+a y

5,2 - a
35 a+2=0 ) f[i)
—5a2-32a+64=0

2,32, _64 _
a+5a s 0

\
e

N

-

16i 256+64 16124

2575 =25 T T 75
a;=-8; az=%=1,6

|
N
|
-
o
N|w
-
N
x

Relevant ist hier nur die positive Losung a,=1,6.
Die maximal mogliche Kantenldnge des Aufbaus betrigt 1,6 Meter.

145 Begrenzung der Kanalinnenwand: f(x)=-x2+2,25 (x und f(x) in Meter)

—WTR4

Ableitung von f: f'(x) =-2x

a) Winkel:

Nullstellen von f:
f(x)=0
—x2+42,25=0
x2=2,25
Xj.p=%L5
Wegen der Symmetrie von Gy geniigt es, den Steigungswinkel der Tangente
an der Stelle x; =—1,5 zu berechnen:

tan(o) =f'(-1,5)=-2-(-1,5)=3 = a=71,6°

Die Kanalwand schlief3t mit dem Boden einen Winkel von etwa 71,6° ein.
Strebe mit den Endpunkten P(-1,5|0) und Q(1|£(1))=Q(1]1,25):
Linge der Strecke PQ: /(1—(~1,5))2 +(1,25—0)2 =./7.8125 =~ 2,80

Die Strebe ist etwa 2,8 m lang.

Steigung der Strecke PQ: mpg = 1112(5_; 2) =0,5

Tangentensteigung im Punkt Q(1|1,25): f'()=-2-1=-2
Wegen f'(1)- mpgy=-2-0,5=-1 trifft die Strebe orthogonal auf die Kanal-
wand.
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b) Wasservolumen bei 1,25 m Hohe:

Schnittstellen von G¢ mit der Geraden y=1,25: y
f(x)=1,25 51
-x2+2,25=1,25 y=1,25
x2=1 : 17 :
X34 =71 : :
Fiir den Inhalt der Querschnittsflache des -1 0 1 X

Wassers erhilt man unter Ausnutzung der
Achsensymmetrie von G (s. Skizze):

=2,5+2-1=19 23167

15
1 36

L5
—-WTR9 A=2-1,25+2-Jf(X)dX=2,5+2-[—%+2,25x:|
1

Da der Kanal 20 m lang ist, erhélt man fiir das Wasservolumen im Kanal:
V~20m-3,167 m?=63,34 m3

Breite der Wasseroberfliche, Wasserstand:

Der Wasserspiegel wird im Querschnitt durch y

eine zur x-Achse parallele Gerade beschrie-

ben. Ihre positive Schnittstelle mit Gy sei a. / \

Die Breite der Wasseroberfliche ist dann 2a, y=f(a)

die Gleichung der Geraden y=f(a). ! E\
Wenn der Kanal 44 m3 Wasser enthiilt, ! !

gilt fiir den Inhalt der Querschnittsfliche -a 0 a  x

des Wassers:
44 m3:20m=2,2 m?2

Analog zu oben muss dann gelten:
1,5
2,2=2a-f(a)+2- j f(x) dx
a

2,2= 2a-(—a2+2,25)+2-[—§+2,25x1’5
2,2=-2a%+4,52+2:(- 131 12,25.1,5) -2 (-2 +2,254)
2,2=-%a3+4,5
a3=1,725
SWTR7 a=31,725~1,20

Die Breite der Wasseroberfliche betrigt etwa 2,40 m.

Der Wasserstand ergibt sich aus f(a) =£(1,20)=0,81.
Das Wasser im Kanal steht dann ca. 81 cm hoch.



https://www.pearson.de/YM002?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben
https://www.pearson.de/YM002?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben

Losungen ¢ 301

146 Gegeben sind die Funktionen f mit f(x) = %Xz und g mit g(x) = —%xz +4x—4.
Ableitungen von fund g: f'(x)=x; g'(x)=—-x+4
a) Extrempunkte:

G; ist eine nach oben geodfinete Parabel 2. Ordnung mit dem Scheitel T(0 [0)
als Tiefpunkt.

G, ist eine nach unten gedffnete Parabel 2. Ordnung, wobei ihr Scheitel der
Hochpunkt H ist. Die Koordinaten von H berechnet man mithilfe der Ablei-

tung von g:
g'(x)=0
-x+4=0

x=4

Mit g(4)=—1-42+4.4-4=4 ergibt sich H(4|4).

Beriihrung im Punkt A(2|2):

Es gilt:

(1) £(2)=%-22=2 und g(2)=—7-22+4-2-4=2, d.h. f(2)=g(2)
2) f'2)=2 und g'2)=-2+4=2,d.h. f'(2)=g'(2)

Somit beriihren sich G¢ und G im Punkt A(2 [2).

Gemeinsame Tangente in A:

Eine Gleichung der gemeinsamen Tangente ist:
y=1'2)- (x-2)+2=2-(x-2)+2=2x-2
Schnitt mit der Geraden x =4:

y=2-4-2=6

Schnittpunkt: P(4|6)

b) Beschreibung:
Der Punkt S liegt 5 Meter iiber H, seine Koordinaten sind somit S(4|4,5).
(Beachten Sie, dass auf jeder Achse eine Einheit 10 Meter bedeutet.)
Der Sehstrahl von S zum tiefsten y s
Punkt C am linken Ufer verlauft
tangential zu Gg. Den Punkt C er-
hilt man daher, indem man die
Tangente t durch S an Gg legt und
diese mit G; schneidet.
Der Wasserspiegel ist von S aus
nicht mehr zu sehen, wenn er
hochstens bis zum Punkt C reicht.
Der Wasserstand in der Mitte des Flusses ist dann hochstens so grof3 wie der
y-Wert von C multipliziert mit 10 Metern.

S e 0§ 5 5 4 5%
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—->WTR1

Rechnung:

Die Tangente t durch S an Gy beriihrt G in einem Punkt B(u | g(w)).

Da S senkrecht unterhalb des Punktes P liegt (s. Teilaufgabe a), gilt 2<u<4.
Eine Gleichung fiir t ist:

y=g'(W)-(x—w+gu)=(-u+4)-(x—u)—Tu?+4u—4
Punktprobe mit S(4|4,5) liefert eine Gleichung fiir u:
4,5=(-u+4)-(4-u)-Ju+4u—4
4,5=(4-u)?-Tu2+4u—4
4,5=16-8u+u2-Tu2+4u—4

0=1u2-4u+75

0=uZ-8u+l5
up,=41V16-15 =4+1

Die Losung im Bereich 2<u<4istu;=4-1=3.
Damit ergibt sich fiir t die Gleichung:

Y:g'(3)'(X—3)+g(3)=1~(X—3)—%-32+4-3—4:x+l

2
Der Punkt C ist der Schnittpunkt von t und G; im Bereich x <2:
1y2_y41
P XE=X+5
x2-2x-1=0

Die Losung mit x<2 ist x; = 1-+/2 = =0,414.
Einsetzen in die Gleichung der Tangente t liefert den y-Wert von C:

yi=1-v2+1=3-12~0,086

Der Wasserstand in der Mitte des Flusses kann hochstens etwa 0,86 Meter
betragen.

147 Niederschlagsrate f pro Quadratmeter: f(t) = —%tz +6t-10; 2<t<10

—WTR9

(t in Stunden seit Mitternacht, f(t) in Liter pro Stunde)

a) Regenmenge:

10 10 10
N = jf(t) dt:j (—%t2+6t—10)dt:[—%t3+3t2—10tL ~42,7
2 2

Zwischen 2 Uhr nachts und 10 Uhr morgens sind etwa 43 Liter Wasser pro
Quadratmeter gefallen.
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Vorwort

Liebe Schiilerin, lieber Schiiler,

die Stochastik ist neben den Gebieten Analysis und Geometrie Gegenstand der
Abiturpriifung und hat seit dem Abitur 2017 eine deutliche Aufwertung erfahren.
Ab dem Abitur 2019 ist nur noch ein wissenschaftlicher Taschenrechner (WTR)
fiir die schriftliche Priifung zugelassen.

Dieses Buch will kein Schulbuch und keinen Unterricht ersetzen. Wir haben ver-
sucht, eine moglichst gut nachvollziehbare, aber nicht zu theorielastige Wieder-
holung fiir Unterricht und Priifung mit vielseitigen Aufgabentypen anzubieten.

Folgende Themen sind Teil der schriftlichen Abiturpriifung im Bereich Stochastik:
e Baumdiagramme, Pfadregeln

e Zufallsvariablen, Wahrscheinlichkeitsverteilung, Erwartungswert

e Binomialverteilung, Formel von Bernoulli

¢ Einseitiges Testen von Hypothesen

Die Kapitel, in denen diese Themen behandelt werden, bieten entsprechend um-
fangreiches Aufgabenmaterial. Die anderen Kapitel frischen vor allem elementare,
fiir das Verstdandnis wichtige Grundkenntnisse auf oder sind zurzeit kein Priifungs-
thema, wie etwa die Normalverteilung. Sie beschrinken sich daher auf die wesent-
lichen Grundbegriffe mit wenigen Ubungsaufgaben. Eine Ausnahme bildet das Ka-
pitel {iber Unabhéingigkeit, aus dem viele Aufgaben auch als Ubungsmaterial fiir
Priifungen geeignet sind. Kenntnisse aus dem Abschnitt ,,Kombinatorische Hilfs-
mittel” sind fiir die Priifung von Vorteil, zumindest einfache kombinatorische
Uberlegungen werden dort erwartet.

Das Buch ist so konzipiert, dass Sie auf verschiedene Weise damit arbeiten konnen,
um sich optimal auf die Abiturpriifung vorzubereiten:
e Jedes Kapitel beginnt mit einem einfiihrenden Beispiel, anhand dessen Thnen

die wichtigsten Begriffe und Regeln ohne grof3e Theorie in Erinnerung gerufen
bzw. verdeutlicht werden.

e Vielleicht bendtigen Sie aber auch nur die anschlieBende Zusammenfassung
der Theorie, die mit einer oder mehreren Musteraufgaben erldutert wird.
Dann konnen Sie auch damit einsteigen.

e Sind Ihnen die wichtigsten Begriffe bereits vertraut, so bieten die Ubungsauf-
gaben zu jedem Kapitel Trainingsmaterial mit steigendem Schwierigkeitsgrad.
Die Formulierungen und Fragestellungen in den Aufgaben entsprechen weitge-
hend den Vorgaben fiir die Aufgaben der Abiturpriifung. Geeignete Aufgaben,
die ganz oder teilweise im Pflichtteil des Abiturs auftreten konnten, die also
ohne Hilfsmittel bearbeitet werden miissen, sind mit einem P gekennzeichnet.
Die Grenzen zwischen Pflicht- und Wahlteil zur Stochastik im Abitur sind
allerdings flieBend. Grundsitzlich sind Aufgaben, zu deren Losung der WTR
benotigt wird, nur im Wahlteil des Abiturs moglich.
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e Zu allen Aufgaben gibt es im Losungsteil ausfiihrliche Losungen, mit denen
Sie Thre eigenen Uberlegungen und Berechnungen vergleichen und kontrollie-
ren kénnen.

e Der letzte Teil des Buches umfasst ausfiihrliche Anleitungen fiir die zwei giin-
gigen WTR-Modelle Casio fx-87DE X ClassWiz und TI-30X Plus MultiView
fiir die grundlegenden Aufgabentypen der Stochastik. Bei allen Losungen von
Aufgaben der vorangegangenen Kapitel, die den Einsatz des WTR benétigen,
wird auf den entsprechenden Aufgabentyp aus diesem WTR-Teil verwiesen,
sodass Sie den WTR stets gezielt einsetzen konnen.

Der WTR-Teil kann aber auch fiir sich genutzt werden, um den Umgang mit
dem Taschenrechner zu iiben, wenn Ihnen die Theorie bereits vertraut ist.

Wir wiinschen Thnen viel Erfolg bei der Abiturpriifung!

%~ Q/M \/ﬁémmi

Dr. Raimund Ordowski Dr. Jiirgen Mehnert
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14 ¢ Grundlagen: Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

3 Mehrstufige Zufallsexperimente

Einfiihrendes Beispiel

In einem GefaR befinden sich zwei griine und
drei weille Kugeln. Aus dem Gefal wird zweimal
eine Kugel gezogen und jeweils gleich wieder

zurlickgelegt.
Wie grof sind die Wahrscheinlichkeiten fur die

folgenden Ereignisse:

A: Beide Kugeln sind weil3.

B: Eine Kugel ist griin, die andere weil3.
C: Mindestens eine Kugel ist griin.

<

Baumdiagramm; Pfadregeln

Das beschriebene Zufallsexperiment ist zweistufig, da es sich aus der ersten und
der zweiten Ziehung einer Kugel zusammensetzt. Da die gezogene Kugel nach
dem ersten Zug zuriickgelegt wird, spricht man von Ziehen mit Zuriicklegen.

Wenn g das Ziehen einer griinen Kugel und w das Ziehen einer weilen Kugel be-
deutet, dann lauten die vier méglichen Ergebnisse (g; g), (g; w), (w; g) und (w; w).

Das Zufallsexperiment ldsst sich iibersichtlich
mithilfe eines Baumdiagramms darstellen.
Die Aste des Baumdiagramms werden mit den 5
zugehorigen Wahrscheinlichkeiten beschriftet.

Die Wabhrscheinlichkeit eines Ergebnisses berech-
net sich, indem die Wahrscheinlichkeiten ldngs des
zugehorigen Pfades multipliziert werden.

ullw

Zum Ereignis
A: Beide Kugeln sind weibB.
gehort nur der eine Pfad mit dem Ergebnis (w; w). Folglich gilt:

-3.3_9
P(A) = 55 25
B: Eine Kugel ist griin, die andere weil3.
B setzt sich aus den zwei Ergebnissen (g; w) und (w; g) zusammen.
Die Wahrscheinlichkeiten der entsprechenden Pfade werden addiert:

-23,32_6_,6_12
P(B)‘s 5+5 5 25+25 25
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Mehrstufige Zufallsexperimente / 15

Fiir das Ereignis
C: Mindestens eine Kugel ist griin.
ergibt sich anhand der drei Pfade mit den Ergebnissen (g; g), (g; w) und (w; g):

22,2 3,3 2_4_.,6 6 _ 16
P(C)_ +5 5+5 5 25+25+25 25

Alternativ kann man die Wahrscheinlichkeit fiir C mithilfe des Gegenereignisses
C: Keine Kugel ist griin.

berechnen, das aber gerade mit dem Ereignis A: ,.Beide Kugeln sind weil3* iiber-
einstimmt. Daher ist:

P(C)=1-P(C)=1-P(A)=1-5- =18

Zusammenfassung

Bei mehrstufigen Zufallsexperimenten lassen sich die Wahrscheinlichkeiten

von Ergebnissen und Ereignissen mithilfe von Baumdiagrammen berechnen.

Dabei gilt:

¢ 1. Pfadregel: Die Wahrscheinlichkeit fur ein Ergebnis erhalt man, indem
man die Wahrscheinlichkeiten langs des zugehdérigen Pfades multipliziert.

e 2. Pfadregel: Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses ergibt sich, indem
man die Pfadwahrscheinlichkeiten der zugehérigen Ergebnisse addiert.

o Die Summe der Wahrscheinlichkeiten an den Asten, die von einem Ver-
zweigungspunkt ausgehen, ist jeweils 1.

B Musteraufgabe

Auf einem Tisch werden zehn verdeckte
Spielkarten zufillig verteilt. Darunter sind
vier Damen und sechs Asse.

a) Es werden zwei Karten nacheinander auf-
gedeckt. Berechnen Sie die Wahrschein-
lichkeiten der folgenden Ereignisse:

E: Es werden zwei Damen aufgedeckt.
F: Die erste aufgedeckte Karte ist eine g @i [oo0009900

Dame, die zweite ein Ass. §§§§§§§§§z:zzzzzzzz
G: Es wird genau eine Dame aufgedeckt.
H: Es wird mindestens eine Dame aufgedeckt.

b) Es werden so lange Karten nacheinander aufgedeckt, bis man zwei Damen
erhalten hat. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass dies spétestens
mit der dritten Karte der Fall ist.
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16 ¢ Grundlagen: Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

c) Erldutern Sie ohne Rechnung, wie viele Karten man mindestens aufdecken
muss, damit mit Sicherheit
e zwei Damen,
e zwei Damen oder zwei Asse
dabei sind.

d) Auf dem Tisch werden jetzt sechs Asse und n Damen zufillig verteilt. Es wer-
den wieder zwei Karten nacheinander aufgedeckt. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass keine Dame darunter ist, betrdgt nun % Berechnen Sie n.

Lésung a) Da die Karten nacheinander aufgedeckt werden, liegen beim ersten Zug
10 Karten, beim zweiten Zug nur noch 9 Karten verdeckt auf dem Tisch.
Das Aufdecken der Karten nacheinander entspricht dem zweifachen Ziehen
einer Kugel aus einer Urne, wobei die zuerst gezogene Kugel nicht zuriickge-
legt wird (Ziehen ohne Zuriicklegen). Da beim zweiten Aufdecken nur noch
9 Karten zur Verfiigung stehen, dndern sich nun die Wahrscheinlichkeiten in
der zweiten Stufe des Baumdiagramms:

D

A

B D

0 A

-

(go/\o‘b OO/\OLO

A

Dabei bezeichnet D das Ziehen einer Dame, A das Ziehen eines Asses.

Mithilfe der Pfadregeln erhdlt man die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse:
E: Es werden zwei Damen aufgedeckt.

4 3_12_2
P(E)= 10 9 T 90715
22
DD
F: Die erste aufgedeckte Karte ist eine Dame, die zweite ein Ass.
24 _ 4
P(F) = 10 9 90 ~ 15
22
DA

G: Es wird genau eine Dame aufgedeckt.
Die Dame kann entweder im ersten oder im zweiten Zug gezogen werden.

4.6,6 4_48_8
P(G)= 10 9+109 90 15

DA AD
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b)

9

d)

Mehrstufige Zufallsexperimente ¢ 17

H: Es wird mindestens eine Dame aufgedeckt.
Zum Ereignis H gehoren drei der vier Pfade:

-4.3,4 6,6 4_60_2
P(H)_lo 9+10 9 10 9790 3

222 L2
DD DA AD

Deutlich einfacher ist es hingegen, die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses H
mithilfe des Gegenereignisses
H: Es wird keine Dame aufgedeckt.
zu bestimmen, da zu diesem Ereignis nur ein einziger Pfad gehort:

—1-P(H)=1-06.5-1-30_60_2

P(H) =1-P(H) 10 9 9 90 3
22
AA

Das Zufallsexperiment hat nun eine unbekannte Anzahl an Stufen, da man
nicht vorher weil}, wie oft man ziehen muss, um zwei Damen zu erhalten.
Um das Baumdiagramm mdglichst iibersichtlich zu halten, werden nur die fiir
die Fragestellung relevanten Pfade gezeichnet:

3
9 D

s v=—" " 3

10 B A—2% D
9
4 3

p 4 3

0 A o b—2 b

Anhand dieses reduzierten Baumdiagramms erhilt man fiir das Ereignis
Z: Zwei Damen mit spitestens der dritten aufgedeckten Karte.
die Wahrscheinlichkeit:

P(Z)=4%.344.6.34

6 30 _1
10 9 10 9 8 10

4. =
9 90 ~ 3

3=
8
Im ungiinstigsten Fall erhélt man zunéchst alle sechs Asse und eine Dame,
bevor die zweite Dame aufgedeckt wird. Daher muss man mindestens acht
Karten aufdecken, damit mit Sicherheit zwei Damen darunter sind.
Spitestens bei der dritten aufgedeckten Karte erhilt man zwei gleichartige
Karten (Asse oder Damen), da nur Damen und Asse auf dem Tisch liegen.

Auf dem Tisch liegen jetzt 6 Asse und n Damen, insgesamt also n+6 Karten.
Das Ereignis

K: Es wird keine Dame aufgedeckt.

ist gleichbedeutend damit, dass genau zwei Asse aufgedeckt werden.

Anhand des reduzierten Baumdiagramms D
ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fiir K: <

D
__6 5 6
P(K)_n+6 n+s5 n+6 A<A
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18 / Grundlagen: Rechnen mit Wahrscheinlichkeiten

Aus der Vorgabe P(K) = % ergibt sich fiir n:
30 _1

(+6)-(n+5 ~ 7
30:7=(n+6)-(n+5)
210=n2+1In+30
0=n2+11n-180
Mit der Losungsformel fiir quadratische Gleichungen erhélt man

ny.,= ~5,5+./5,52+180 = -5,5+./210,25 =-5,5+14,5
und damit:

n; =9 n,=-20

Die relevante Losung ist n=9.

Alternativ erhilt man durch systematisches Probieren mit dem WTR fiir

n=4: P(K)= —O§=§
n=5 P(K)=L.3=3
n=9: PK)=3% 2=1

Da die Wahrscheinlichkeit fiir K mit wachsendem n immer kleiner wird,
ist n=9 die einzige Losung.

Es liegen neun Damen (und sechs Asse) verdeckt auf dem Tisch.

B Ubungsaufgaben

8 In einer Urne befinden sich vier schwarze und
sechs weifle Kugeln.

a) Es werden nacheinander zwei Kugeln mit
Zuriicklegen gezogen.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass beide Kugeln die gleiche Farbe haben.

b) Es werden nun nacheinander zwei Kugeln
ohne Zuriicklegen gezogen.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass mindestens eine der beiden Kugeln
schwarz ist.



https://www.pearson.de/YM002?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben
https://www.pearson.de/YM002?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben



https://www.pearson.de/YM002?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben
https://www.pearson.de/YM002?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben

87

88

89

90

Binomialverteilung ¢ 77

B Ubungsaufgaben

Das abgebildete Gliicksrad hat fiinf gleich grof3e Sektoren. In der Urne liegen fiinf
weille, drei schwarze und zwei griine Kugeln.

Entscheiden Sie fiir die angegebenen Fille jeweils, ob eine Bernoulli-Kette vor-
liegt. Geben Sie falls moglich deren Léange n und Trefferwahrscheinlichkeit p an.

a) Das Gliicksrad wird zehnmal gedreht und es wird jedes
Mal notiert, ob die Zahl 1 oder die Zahl 2 erscheint.

b) Das Gliicksrad wird achtmal gedreht und jedes Mal
wird die erschienene Zahl notiert.

¢) Aus der Urne wird fiinfmal eine Kugel ohne Zuriick-
legen gezogen und es wird jedes Mal notiert, ob die
Kugel weil ist.

d) Aus der Urne wird viermal eine Kugel mit Zuriick-
legen gezogen und es wird jedes Mal notiert, ob die
Kugel schwarz ist.

e) Aus der Urne wird 20-mal eine Kugel mit Zuriicklegen
gezogen und es wird jedes Mal notiert, ob die Kugel
weil} oder griin oder keines von beiden ist.

Es ist bekannt, dass 15 % aller Smartphones vom Her-
steller A stammen.

Bei einer Umfrage in einer Grof3stadt werden 100 zufil-
lig ausgewihlte Personen befragt, ob sie ein Smartphone
von A besitzen.

Kann man von einer Bernoulli-Kette ausgehen?

Die Zufallsvariable X ist binomialverteilt mit den Parametern n=4 und p =

1

3
Bestimmen Sie mithilfe der Bernoulli-Formel die Wahrscheinlichkeitsverteilung
von X. Berechnen Sie den Erwartungswert von X sowie P(X #1).

Die Zufallsvariable X ist B,  4-verteilt.
a) Berechnen Sie den Erwartungswert von X.

b) Bestimmen Sie mit dem WTR folgende Wahrscheinlichkeiten:
(1) PX=10) (2) PX#9) (3) PX<10)
4) P(X=38) (5) P(7£X<16)
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78 ¢ Binomialverteilung
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92

93

Auf vier der sieben Kértchen befinden sich die Parameter der dargestellten Bino-
mialverteilungen. Ordnen Sie jedem Histogramm die passenden Parameter zu und
begriinden Sie jeweils Thre Auswahl.

( (1) n=10; p=0,5 J ( (3) N=20; p=0,6 J ((5) n=20; p=0,42]

|

((2) n:10;p:0,4) ((4) n:20;p:0,8J ((6) n=9; p=07

P(X=k P(X =k _
030} FXY [A] 020} P -
0251 0,15
0,204 —

0,151 0,10}
0.107 0,05+
0,051 o

012345678 910k 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20k

P(X=k P(X=k
0,251 X=k) 0,201 X=k) |E|
0.201 0,15}

0,151

0,10}
0,101
0,05} 0,051

01234567829k 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20k
Begriinden Sie, dass das abgebildete 0.2 P(X=k)

)

Histogramm nicht zu einer binomial-
verteilten Zufallsvariablen X gehoren
kann. ;

0,1

01234k

Die Histogramme beschreiben Binomialverteilungen mit der Trefferwahrschein-
lichkeit p=0,4. Die Erwartungswerte sind jeweils ganzzahlig.
0,201

LP(X=K) (1

0,151

0,10+

=l .|I|| || Ll T
—1 L= L1 | =N | =
| ] 1] In

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50
Bestimmen Sie jeweils den Parameter n.

Beschreiben Sie, wie sich die Histogramme von Binomialverteilungen mit wach-
sendem n bei gleichem p verindern.
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Losungen ¢ 203

b) Das Spiel ist fair, wenn der Erwartungswert fiir den Gewinn von Felix 0 ist:

E(X)=0
p-3p2=0
p-(1-3p)=0

p1=0; py=%

Da p>0 sein muss, ist das Spiel fiir p = % fair.

Fiir den Mittelpunktswinkel bei A gilt in diesem Fall: %-3600 =120°

Der Erwartungswert fiir den Gewinn von Felix betrigt —0,25 € pro Spiel,
wenn gilt:
E(X)=-0,25
p-3p2=-0,25
0=3p2-p-0,25

_1£J1+4-3-025 142

P34= 23 6
(pa=-4): pa=
Fiirp = % wiirde Felix auf lange Sicht im Mittel 25 Cent pro Spiel verlieren.

a) Es liegt eine Bernoulli-Kette vor; Treffer: ,,Zahl 1 oder Zahl 2*.
Trefferwahrscheinlichkeit: p = % Lange: n=10

b) Keine Bernoulli-Kette, da kein Treffer definiert ist.

¢) Keine Bernoulli-Kette, denn beim Ziehen ohne Zuriicklegen dndert sich bei
jeder Entnahme einer Kugel die Wahrscheinlichkeit fiir das Ergebnis ,,weif3e
Kugel* fiir den néchsten Zug. D. h., die einzelnen Ziehungen sind nicht unab-
hingig.

d) Es liegt eine Bernoulli-Kette vor; Treffer: ,,schwarze Kugel*.
Trefferwahrscheinlichkeit: p = % Linge: n=4

e) Es liegt eine Bernoulli-Kette vor; Treffer: ,,weille oder griine Kugel“.
Trefferwahrscheinlichkeit: p = % Liange: n=20

Die zugrunde liegende Situation entspricht der aus Aufgabe 87 c:

Es werden 100 Personen aus der Gesamtheit der Einwohner der Stadt ,,ohne Zu-
riicklegen* ausgewihlt, denn jede Person wird nur einmal befragt. Dabei dndert
sich die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person ein Smartphone von A besitzt, mit
jeder Person, die befragt wird.
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Da aber die Stichprobe vom Umfang 100 sehr klein ist im Vergleich zur gesamten
Einwohnerzahl einer GroBstadt, ist diese Anderung sehr gering und vernachlissig-
bar. Durch die zuféllige Auswahl der Personen kann man zusétzlich davon aus-
gehen, dass die Ergebnisse der Befragungen unabhiéngig voneinander sind.

Man kann daher in guter Niherung eine Bernoulli-Kette annehmen.

Treffer: ,,besitzt Smartphone von A*
Trefferwahrscheinlichkeit: p=0,15

Linge: n=100

Die Zufallsvariable X ist B 4 1—verte11t Fiir die Wdhrschelnllchkeltsvertellun;5

von X erhélt man nach der Bernoulll Formel mit p =+ und q=1-p

Poxc=0)=({)-(4)"- (3" 1-(3)'-

In Tabellenform:

X o | 1 | 2 | 3 | 4
P | B E R &

Erwartungswert von X:

EX)=n-p=4-1=%
Wahrscheinlichkeit:
PX#1)=1-P(X=1)=1- 8] %

Die Zufallsvariable X ist B20; 0’4-verteilt.

a) Erwartungswert von X:
E(X)=20-0,4=8

b) Mit dem WTR erhilt man:
(1) P(X=10)=0,1171
2) PX#£9)=1-P(X=9) =0,8403
3) P(X<10)=0,8725

_2.

=3
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Lésungen ¢ 205

4) P(X>8)=1-P(X<7)=~0,5841
(5) P(7<X<16)=P(X <16)—P(X <6) = 0,7499

Die Erwartungswerte bei den vorgeschlagenen Parametern wiren:
(1) n=10; p=0,5: u=10-0,5=5

(2) n=10; p=0,4: n=10-0,4=4

(3) n=20; p=0,6: n=20-0,6=12

(4) n=20; p=0,8: n=20-0,8=16

(5) n=20; p=0,42: n=20-0,42=84

(6) n=9; p=0,7: n=9-0,7=6,3

(7) n=9; p=0,8: wu=9-0,8=7,2

Fiir die weitere Losung vergleicht man die Maximalstellen der Histogramme mit
diesen Erwartungswerten. Zur Erinnerung: Eine Maximalstelle einer Binomial-
verteilung weicht um weniger als 1 vom Erwartungswert ab. Ist der Erwartungs-
wert ganzzahlig, so stimmt er mit der Maximalstelle {iberein.

Histogramm A:

Das Maximum des Histogramms liegt bei k=35. Von den berechneten Erwartungs-
werten kommt daher nur u =35 infrage.

Zu A gehoren die Parameter (1) n=10 und p =0,5.

Histogramm B:

Das Maximum des Histogramms liegt bei k=16, der Erwartungswert kann daher
nur L= 16 sein. Somit gilt:

Zu B gehoren die Parameter (4) n=20 und p=0,8.

Histogramm C:

Das Maximum des Histogramms wird an den beiden Stellen k; =6 und k, =7 an-
genommen, der Erwartungswert muss dazwischenliegen. Dies gilt nur fiir =6,3.
Zu C gehoren die Parameter (6) n=9 und p=0,7.

Anmerkung:

Gilt fiir den Erwartungswert | und die Trefferwahrscheinlichkeit p einer Binomial-
verteilung, dass L+ p ganzzahlig ist (wie in diesem Fall u+p=6,3+0,7=7), so
nimmt die Binomialverteilung ihr Maximum an zwei benachbarten Stellen an.
Der Erwartungswert L liegt dazwischen.

Histogramm D:

Das Maximum des Histogramms liegt bei k=8. Der Abbildung entnimmt man,
dass nur n=20 infrage kommt. Der Erwartungswert muss daher pL=8,4 sein.
Zu D gehoren die Parameter (5) n=20 und p =0,42.
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Vorwort

Liebe Schiilerin, lieber Schiiler,

dieses Buch bietet Ihnen eine umfassende Zusammenstellung der Grundkompe-
tenzen, die zum Losen geometrischer Fragestellungen in der Oberstufe erforder-
lich sind, und unterstiitzt Sie damit bei der Vorbereitung auf Klausuren und auf
die schriftliche Abiturpriifung im Fach Mathematik. Ab dem Abitur 2019 ist fiir
die Abschlusspriifung ein wissenschaftlicher Taschenrechner (WTR) zugelassen.
Die Inhalte des Buches sind auf diesen Rechnertyp ausgelegt.

Die einzelnen Kapitel sind so aufgebaut, dass die Lerninhalte jeweils eines The-
menbereichs iibersichtlich hergeleitet und dargestellt sowie mit Beispielen erldu-
tert werden. Wichtige Begriffe und Definitionen sind dabei in farbig getonten
Feldern, Regeln und Merksiitze in farbig umrandeten Késten hervorgehoben.
Jeder Abschnitt schlieBt mit Ubungsaufgaben zur Einiibung des Gelernten sowie
zur eigenen Erfolgskontrolle.

Zunichst werden in den ersten drei Kapiteln mit der Wiederholung von linearen
Gleichungssystemen, der Darstellung geometrischer Objekte sowie der Defini-
tion von Vektoren elementare Grundsteine gelegt, die zur Beschreibung und
Untersuchung von Geraden und Ebenen benotigt werden. In weiteren Kapiteln
werden die vektorgeometrischen Hilfsmittel Skalarprodukt und Vektorprodukt
eingefiihrt, mit denen die Lagebeziehungen zwischen geometrischen Objekten
untersucht sowie Abstands- und Winkelprobleme behandelt werden konnen.
AuBerdem werden Flichen- und Volumenberechnungen mithilfe von Vektoren
durchgefiihrt.

Die erworbenen Kenntnisse werden anschlielend eingesetzt, um anwendungs-
orientierte Fragestellungen zu bearbeiten. Im letzten Kapitel finden Sie eine
bunte Sammlung von Aufgaben, die Sie nach der Bearbeitung der vorhergehen-
den Kapitel zur eigenen Erfolgskontrolle und Wiederholung nutzen konnen.

Prinzipiell kann jedes Kapitel separat bearbeitet werden, jedoch bauen die meis-
ten davon auf vorhergehenden Einheiten auf, sodass sich auch die Bearbeitung
des gesamten Buches anbietet. Es steht Ihnen frei, iiber die Geschwindigkeit und
Schwerpunkte der Bearbeitung selbst zu entscheiden.

Die Losungswege fiir alle Aufgaben sind im Losungsteil ausfiihrlich dargestellt,
um eine gewissenhafte Kontrolle zu ermoglichen und somit den Lernerfolg zu un-
terstiitzen. Die mit einem Stern (%) gekennzeichneten Aufgaben sind etwas an-
spruchsvoller und regen in besonderer Weise zum Nachdenken an; Sie konnen
diese beim ersten Durcharbeiten auch iiberspringen.

Viel Erfolg beim Abitur-Training Analytische Geometrie wiinscht [hnen

MMX &/ac:éfej

Eberhard Endres
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30 ¢ Skalarprodukt

4.1 Definition und Eigenschaften des Skalarprodukts

In diesem Kapitel lernen Sie ein Produkt zwischen zwei Vektoren kennen, das
durch seine Eigenschaften in vielen wichtigen geometrischen Fragestellungen
Anwendung findet. Der Name Skalarprodukt weist darauf hin, dass das so defi-
nierte Produkt zweier Vektoren ein Skalar, also eine reelle Zahl, ist. Ein weiteres
Produkt zwischen Vektoren lernen Sie in Kapitel 6 kennen.

= a = b
Definition ~ Das Skalarprodukt a ob zwischen zwei reellen Vektoren a = [a;] und b= [b;] ist
definiert als: ag 3

a OB = albl aF a2b2 aF a3b3
Bei zweidimensionalen Vektoren @ und b ergibt sich entsprechend:
aOB = albl ar a2b2

3 -4 5 1 3
Beispiel Berechnen Sie [ 4]0[ 2] und ([3] [—4]]~[1].
) -3 0 4 2

Losung:

() erscomoof-s-nof- (-2

Hinweis: Achten Sie auf den Unterschied zwischen dem Zeichen ,,o* fiir Skalar-
produkt und ,,- fiir die skalare Multiplikation. Das Ergebnis des ersteren ist eine
Zahl, das Ergebnis des letzteren ein Vektor. Die skalare Multiplikation hat dabei
Vorrang vor dem Skalarprodukt. In diesem Buch wird konsequent das Zeichen
o' fir das Skalarprodukt verwendet.

[ i}{_ﬁj=3-(—4)+4.2+(—2)-(—3)=—12+8+6=2

Das Skalarprodukt besitzt einige wichtige Eigenschaften.

Regel | Eigenschaften des Skalarprodukts

e Das Skalarprodukt ist kommutativ: dob=boa

e Das Skalarprodukt @ d eines Vektors mit sich selbst ist nie negativ: dca =0
Man schreibt: dod =d2

e Das Skalarprodukt @02 eines Vektors mit sich selbst ist genau dann gleich null,
wenn a der Nullvektor ist, also fiir a =0.

e Fiir das Skalarprodukt gilt das Distributivgesetz: do(b+¢)=dob+do¢
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Beispiel

Aufgaben

Skalarprodukt ¢ 31

Diese Eigenschaften lassen sich leicht nachweisen; dafiir greift man immer auf die
Definition des Skalarprodukts zuriick.

Beweisen Sie das Kommutativgesetz fiir das Skalarprodukt.

Losung:

Nach der Definition gelten folgende beiden Gleichungen:

ao B = albl + a2b2 + a3b3 und B cd = blal + b2a2 + b3a3

Die jeweils rechten Seiten dieser Gleichungen stellen Terme in der Menge
der reellen Zahlen dar. Fiir diese Terme gilt bekanntermaflen das Kommuta-
tivgesetz, sodass wegen a;b; =bja; bzw. a,b, =bya, bzw. azbs =bsazin
der Menge der reellen Zahlen gilt:

a1b1 +a2b2 +a3b3 = blal +b232 +b3a3

Somit sind auch die linken Seiten der beiden Gleichungen gleich, d. h.
dob=boa.

Das Kommutativgesetz gilt folglich auch fiir das Skalarprodukt.

Aufgrund der Eigenschaften des Skalarprodukts kénnen Sie also mit dieser Mul-
tiplikation von Vektoren genauso rechnen wie mit der Multiplikation von Zahlen.
Unter anderem gelten die binomischen Formeln, z. B.:
(@+b)2=(@+Db)o(@+b)=a2+2-(dob)+b2 (vgl. Aufgabe 31)

25. Berechnen Sie die folgenden Skalarprodukte.

> (0 » ()
o [{H @ [

26. Bestimmen Sie die Zahl a so, dass das Skalarprodukt die angegebenen Werte

besitzt.
3 a a a
Bl e
2 5 2 3
27. Beweisen Sie, dass fiir das Skalarprodukt gilt:
a) aca =0 fiir alle Vektoren a
b) aca=0nurfira=o
c) Distributivgesetz: ao (B +C)=ao b+dod
d) Firke R gilt: k-(@ob)=(k-d)ob



https://www.pearson.de/YM002?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben
https://www.pearson.de/YM002?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben

32 ¢ Skalarprodukt

28. Begriinden Sie, dass folgende Gleichung in der Regel nicht gilt:
d-(boc)=(daob)-¢

29. Markieren Sie diejenigen Malpunkte, die ein Skalarprodukt darstellen:
da-b-¢+5-d-b-(@-¢)-(a-d

30. Vereinfachen Sie die Terme.
a) do(b—¢)+co(@—b)—bo(da—7)
b) (a+b)o(@—b)

31. Berechnen Sie: (3+b)2 und (d—b)?2

4.2 Lange eines Vektors

Stellt man den Vektor v = (i) in einem Koordinaten- z%/
system dar, so lisst sich seine Ldnge durch Ergiinzung 3 /
zu einem rechtwinkligen Dreieck berechnen. Nach v
dem Satz des Pythagoras ergibt sich fiir die Lange des 2 4
Vektors V: 1

3, /7

|v]=+42+32 =25 =5 of % 5 § 4 x
Fiir dreidimensionale Vektoren gilt eine dhnliche Betrachtungsweise, wie man

\% 4
sich am Beispiel des Vektors v = [v;] = [SJ anhand der Darstellung im Koordina-

tensystem klarmachen kann: \E 3

X.
o

2
9

N
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Skalarprodukt ¢ 33

Der Vektor v zeigt vier Einheiten nach vorne, fiinf Einheiten nach rechts und drei
Einheiten nach oben. Umrahmt man diesen Vektor durch einen Quader mit den
Seitenlédngen v{ =4, v, =5 und v; =3, bildet er genau eine Raumdiagonale in
diesem Quader. Fiir deren Linge L gilt nach dem Satz des Pythagoras:

L=|vl=\Jd2+v3 = V2 +v3 +v3 =42 452432 =50

Allgemein gilt daher folgende Regel:

Regel | Linge eines Vektors
. . . o 7 . — | | — 2
Die Linge eines zweidimensionalen Vektors v = betragt v v1 +Vj5.

v
Der dreidimensionale Vektor v = {v;] besitzt die Liange | v | = v% + v2 + v% .
V3

In beiden Fillen gilt: | v|=/7ov =+/32

Synonym zum Begriff Linge spricht man oft auch vom Betrag des Vektors.

Beachten Sie dabei aber, dass sich /¥2 nicht zu v, sondern nur zu | v | vereinfa-
chen lésst!

Beispiel Berechnen Sie die Léinge des Vektors, der vom Punkt A(2|4]1) zum Punkt
B(4|7]|5) fiihrt.
Losung:
Der Vektor AB besitzt die Koordinaten

(-]

und hat somit die Lénge:

- 8) -
Aufgaben 32. Bestimmen Sie die Linge der Vektoren a = (_2), b= (1), c= [—4], d= {—ZJ.

33. Bestimmen Sie die Seitenldngen des Dreiecks ABC mit A(1]2]-3),
B(2|6|5), C(7]|-4]-6).
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130 / Lésungen: Skalarprodukt

25. a)

26. a)

27. a)

b)

c)

gjo(g)=3-(—1)+2-2=—3+4=1
;)o(—i]=r.(_s)+s-r=—rs+rs=0

3) (2
_é]o[_i]:3~2+(—1)'5+0'(—4):6_5+0:1

-b
° a]za‘(—b)+b-a+c~1=—ab+ab+c=c
1

|
H:
|

e

6 & al-2a+6=6 < a2-2a=0

[OSH SR

]=8 & 3a-2a+10=8 & a+10=8 < a=-2

< a-(a-2)=0 < a=0odera=2

dod=af+a3+a} >0, weil alle drei Summanden Quadrate sind und
nicht negativ sein konnen.

doda= al2 +a% +a% =0 kann sich nur ergeben, wenn a]2 =0 und a% =0

und a% =0 gilt. Dies ist aber gleichbedeutend mit:

e

Vereinfachung der linken Seite der Behauptung ergibt:

I a b, € a by +¢
do(b+C)=|a, [o| by |+]cy||=|ay || by+c,y
as bs c3 aj by +cy

=a1b1 +a101 +azb2+a202+a3b3 +3.303

Vereinfachung der rechten Seite liefert:
I S a b, a €
dob+daoC=|a,|o[b, |+|a,|o|c,
as b, a3 c3
= a]bl + azbz + a3b3 + a]C1 + aQCZ + 3303

Die sechs Summanden stimmen in beiden Gleichungen iiberein, daher gilt
das Distributivgesetz auch fiir das Skalarprodukt.
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Losungen: Skalarprodukt ¢ 131

d) GemalB Definition des Skalarprodukts gilt:
k-(506)=k~(a1b1 +32b2 +a3b3)=k~a1b1 +k'3.2b2 +k~a3b3 und

(ka)oB:[l}ffﬁz‘]o[fﬁ]=(k-a1)~b1+(k-a2)~b2+(k-a3)~b3

k-aj 3
=k- albl +k- azb2+k a3b3
Da diese beiden Terme gleich sind, gilt also: k- (ao b)=(k-d)ob

28. Das Skalarprodukt bo¢ ist eine reelle Zahl; daher ist @- (b~ ¢) ein Vielfaches
des Vektors d. Andererseits ist 4 o b ebenfalls eine reelle Zahl und somit
(@0b)-¢ ein Vielfaches des Vektors ¢.

Wenn die Vektoren @ und ¢ keine Vielfachen voneinander sind, dann konnen
somit auch Vielfache dieser Vektoren nicht gleich sein und damit kann die
Gleichung nicht richtig sein.

29. Im Teilterm &-b-¢ muss einer der beiden Malpunkte ein Skalarprodukt dar-
stellen. Die Produkte do¢ und @od stellen ebenfalls Skalarprodukte und
damit reelle Zahlen dar. Die anderen Malpunkte bedeuten die Multiplikation
eines Vektors mit einer Zahl oder zweier Zahlen und sind somit kein Skalar-
produkt-Verkniipfungszeichen. Der Term lautet also richtig:
(@ob)-¢+5-d—b-(d0¢)-(dod)
oder alternativ:
d-(bocd)+5-d=b-(d0¢)-(dod)

30. a) do(b—¢)+co(@—b)—bo(a—¢)=dob—doC+Cod—Cob—bod+bol

b) (@+b)o(@—b)=dod—dob+bod—bob=doa—adob+daob—bob

- ~ ~ a; +b, a; +b,
31. (+b)2=(d+b)o(@+b)=|a,+b,|o|a,+b,
as+by a3 +bs
=(a1+b1)~(al+b1)+(a2 +b2)-(a2+b2)+(a3+b3)-(a3 +b3)
=af +2a;b; +b} +a3 +2a,b, +b3 +af +2a3b3 +b2
=al +a3+a3+2-(a;b; +asby +azby)+b? +b3 +b3

=d2+2-(dob)+b2
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132 ¢ Lésungen: Skalarprodukt

= TND = TN = a;=b; a;—b;
(@a-b)*=(@-b)e(@a—-b)=|a,-b,|°|a,—b,
a3 —bs a3 —bs
=(a1—b1)~(al—b1)+(a2—b2)-(az—b2)+(a3—b3)-(a3—b3)

=a12—2a1b1+b12+a%—2a2b2 +b%+a%—2a3b3+b§
=al +aj+a3-2-(ajb;+asb, +azbz)+b? +bj +b3

=32-2-(3aob)+b2

s2. |a| =|(3)[= 32+ (47 =O+16 =25 =5
Bl =|()|= V12 +52 =1+s2
l¢| = [-i] =82+ (-2 +12 =/64+16+1=+/81 =9
1
ld| = [—5] =12+ (—4)2+32 =r2 41649 = /r2 +25
3

33. Driickt man die Seiten des Dreiecks durch die entsprechenden Vektoren aus,
erhilt man:

. 2-1 1
AB:[ 6—2]:[4]

5-(=3) 8
= ¢=|AB|=V12+42+82 =/1+16+64 =-/81 =9
R T7-2 5
BC=[_4_6]={_10]

-6-5 -11
= a=|BCl=/52+(-10)2+(-11)2 =25+100+121 = /246 ~15,7
. 7-1 6
AC:[ _4_2]:[_6]

-6-(=3)) | -3
= b=|AC|=1/62+(=6)2 +(=3)2 =/36+36+9 =/81 =9

(3)-(4)

__\Z _ 9
34. a) COSY_‘(s)H(izl)‘_\/E‘\/g

-2

S y=~41,6°

b) cosy= =L15=0 & y=90°

RGNS
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