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Definitionen mitsamt hilfreicher Abbildungen und Erlduterungen.
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Vorwort

Liebe Schiilerin, lieber Schiiler,

Sie haben Mathematik in Nordrhein-Westfalen als Leistungskurs belegt und planen,
in diesem Fach Ihr Abitur abzulegen. Mit diesem Buch helfen wir Thnen, sich effektiv
auf das Zentralabitur 2021 vorzubereiten:

Sie erhalten im ersten Teil des Buches viele Informationen zur gezielten Vorbe-
reitung auf die Abiturpriifung. Dazu gehoren u. a. eine Aufstellung der fiir die
Priifung 2021 relevanten inhaltlichen Schwerpunkte und Fokussierungen, Hinweise
zum Ablauf der Priifung sowie alles Wissenswerte zur Struktur und zu den Anfor-
derungen der Priifungsaufgaben.

Sie finden dariiber hinaus zahlreiche praktische Hinweise, die Thnen sowohl bei
der Vorbereitung auf das Abitur als auch wihrend der Priifung dazu verhelfen,
Priifungsaufgaben gut zu 16sen.

Die schriftliche Abiturpriifung besteht seit 2017 aus folgenden beiden Teilen:
Priifungsteil A: Aufgaben ohne Hilfsmittel

Priifungsteil B: Aufgaben mit realitdtsnahem Kontext und innermathematische
Argumentationsaufgaben mit Hilfsmitteln

Das Buch enthilt Ubungsaufgaben, die diese Struktur der schriftlichen Abitur-
priifung abbilden, sowie die vom Ministerium fiir Schule und Bildung des Landes
Nordrhein-Westfalen gestellten Original-Abituraufgaben 2017 bis 2019.

Zu samtlichen Aufgaben wurden von unseren Autoren vollstindige, kommentierte
Losungsvorschlige sowie separate Hinweise und Tipps zum Losungsansatz
ausgearbeitet, die Thnen das selbststindige Losen der Aufgaben erleichtern.

Zudem ist dieses Buch. ein ActiveBook — das bedeutet, Sie
erhalten zusétzliches Ubungsmaterial online bei MyStark: ActiveBook
— Interaktives Training zum hilfsmittelfreien Teil A des

) Interaktives
Abiturs. Training

— Lernvideos zum Einsatz Ihres GTR bzw. CAS

— Jahrgang 2020, sobald dieser zum Download bereit steht

— Original-Abituraufgaben der Jahre 2017 bis 2020, die nicht im Buch
abgedruckt sind

Ausfiihrliche Infos dazu inkl. Zugangscode zu MyStark finden Sie auf den Farb-

seiten vorne in diesem Buch.
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Sollten nach Erscheinen dieses Bandes noch wichtige Anderungen in der Abiturprii-
fung 2021 vom Schulministerium bekannt gegeben werden, finden Sie aktuelle Infor-
mationen dazu ebenfalls bei MyStark.

Wir wiinschen Thnen viel Erfolg bei der Abiturpriifung!
Ihr Stark Verlag

Autoren:

Georg Breitenfeld
Ubungsaufgaben im Stil der Abiturpriifung — Priifungsteil A: b, d; Priifungsteil B: B4;
Losungen zur Abiturpriifung 2017 — Priifungsteil A: d; Priifungsteil B: B5 (GTR);
Losungen zur Abiturpriifung 2018 — Priifungsteil A: b, d; Priifungsteil B: BS (GTR/CAS);
Losungen zur Abiturpriifung 2019 — Priifungsteil A: b, d; Priifungsteil B: BS (GTR/CAS);
Losungen zur Abiturpriifung 2020;
Download: 2017 — B5 (CAS)

Herbert Kompernaf3
Ubungsaufgaben im Stil der Abiturpriifung — Priifungsteil A: a, c; Priifungsteil B: B1, B2, B3;
Losungen zur Abiturpriifung 2017 — Priifungsteil A: a, b, ¢; Priifungsteil B: B1 (GTR), B2 (CAS),
B3 (GTR/CAS);
Losungen zur Abiturpriifung 2018 — Priifungsteil A: a, c; Priifungsteil B: B1 (GTR), B2 (GTR/CAS),
B3 (GTR/CAS);
Losungen zur Abiturpriifung 2019 — Priifungsteil A: a, c¢; Priifungsteil B: B1 (GTR), B2 (CAS), B3 (GTR/CAS);
Losungen zur Abiturpriifung 2020;
Download: 2017 — B1 (CAS), B2 (GTR); 2018 — B1 (CAS); 2019 — B1 (CAS), B2 (GTR)

Kristin Menke
Losungen zur Abiturpriifung 2020
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Hinweise und Tipps zum Abitur 2021

1 Ablauf der Priifung

Die zentrale schriftliche Abiturpriifung

In Nordrhein-Westfalen gibt es im Fach Mathematik zentrale schriftliche Abiturprii-
fungen. Die Aufgaben werden im Auftrag des Ministeriums fiir Schule und Bildung
erstellt. Grundlage fiir die zentral gestellten Aufgaben der schriftlichen Abiturpriifung
sind die verbindlichen Vorgaben der Kernlehrpléne fiir die gymnasiale Oberstufe.
Die schriftliche Abiturpriifung in Mathematik setzt sich seit dem Abitur 2017 zusam-
men aus einem Priifungsteil A, der hilfsmittelfrei zu bearbeitende Aufgaben um-
fasst, und einem Priifungsteil B, bestehend aus Aufgaben mit realitdtsnahem Kontext
und innermathematischen Argumentationsaufgaben mit Hilfsmitteln.

Ab dem Abitur 2021 dndern sich die zeitlichen Vorgaben fiir die Bearbeitung. Die
Aufgaben der fritheren Abiturpriifungen sind inhaltlich (allerdings nicht unbedingt
vom Umfang her) als Ubungsmaterial weiterhin gut geeignet.

Aufbau der Priifungsaufgaben

Die schriftliche Abiturpriifung fiir den Leistungskurs gliedert sich in zwei Priifungs-

teile:

— Fiir den Priifungsteil A erhilt die Schule einen Satz hilfsmittelfrei zu bearbeiten-
der Aufgaben, die grundlegende mathematische Kompetenzen abfragen. Diese sind
verbindlich zu bearbeiten, d. h., es findet keine Auswahl durch die Fachlehrkraft
statt. Beim Losen der Aufgaben darf kein Taschenrechner und keine Formel-
sammlung verwendet werden.

— Fiir den Priifungsteil B erhilt die Schule zwei Aufgabensitze — einen GTR-Aufga-
bensatz und einen CAS-Aufgabensatz. Jeder Aufgabensatz beinhaltet 2 Analysis-
aufgaben, 1 Aufgabe zur Vektoriellen Geometrie und 1 Stochastikaufgabe.

Die Fachlehrkraft stellt aus einem der beiden Aufgabensitze (GTR oder CAS)
die Aufgaben fiir den Priifungsteil B nach folgenden Vorgaben zusammen:

Der Priifungsteil B wird aus 3 Aufgaben gebildet, wobei eine Analysisaufgabe,
die Aufgabe zur Vektoriellen Geometrie und die Stochastikaufgabe zu wihlen
sind.

Zugelassene Hilfsmittel fiir den Priifungsteil B:

e GTR (grafikfihiger Taschenrechner) oder CAS (Computer-Algebra-System)

e Mathematische Formelsammlung

e Deutsches Worterbuch
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Dauer der Priifung

Fiir die Bearbeitung stehen Ihnen im Leistungskurs insgesamt 270 Minuten zur Ver-
fligung. Dabei betrigt die Arbeitszeit fiir den Priifungsteil A, der von Ihnen zu Be-
ginn der Priifung bearbeitet wird, maximal 70 Minuten. Sobald Sie mit dem Prii-
fungsteil A fertig sind, konnen Sie Thre Ausarbeitungen bei der Aufsicht fithrenden
Lehrkraft abgeben. Sie erhalten dann die Aufgaben des Priifungsteils B, einschlief3-
lich der zugelassenen Hilfsmittel. Sollten Sie den Priifungsteil A schneller bearbeiten
konnen, diirfen Sie auch schon frither mit dem Priifungsteil B beginnen. Sie haben
dann fiir diesen entsprechend mehr Zeit.

2 Inhaltliche Schwerpunkte und Fokussierungen 2021

Die inhaltlichen Schwerpunkte und Fokussierungen fiir den Leistungskurs Mathe-
matik in der Abiturpriifung 2021 sind folgende:

Schwerpunkte und Fokussierungen Beispiele

Funktionen und Analysis
e Funktionen als mathematische Modelle 2018 — Aufgabe B1
(GTR)
e Fortfiihrung der Differenzialrechnung
— Behandlung von ganzrationalen Funktionen, natiirlicher 2017 — Aufgabe B1
Exponential- und Logarithmusfunktion und deren Ver- (GTR)
kniipfungen bzw. Verkettungen mit Untersuchung von
Eigenschaften in Abhéngigkeit von Parametern

— notwendige Ableitungsregeln (Produkt-, Kettenregel) 2019 — Aufgabe A,

Teilaufgabe a

e Grundverstdndnis des Integralbegriffs 2018 — Aufgabe A,
Teilaufgabe ¢

¢ Integralrechnung 2019 — Aufgabe A,
Teilaufgabe b

Analytische Geometrie und Lineare Algebra

e lineare Gleichungssysteme 2017 — Aufgabe A,
Teilaufgabe ¢

e Darstellung und Untersuchung geometrischer Objekte 2019 — Aufgabe B3
(GTR/CAS)

e Lagebeziehungen und Abstinde 2017 — Aufgabe B3
(GTR/CAS)

e Skalarprodukt 2018 — Aufgabe A,
Teilaufgabe a

II
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Stochastik

e Kenngroflen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen 2018 — Aufgabe A,
Teilaufgabe d

e Binomialverteilung und Normalverteilung 2017 — Aufgabe B5
(GTR)

e Testen von Hypothesen 2018 — Aufgabe B5
(GTR/CAS)

3 Leistungsanforderung und Bewertung

Im Leistungskurs belduft sich die Hochstpunktzahl fiir den Priifungsteil A (ohne Hilfs-
mittel) auf 30 Punkte und fiir den Priifungsteil B (mit Hilfsmitteln) auf 90 Punkte
(Analysis 40 Punkte, Vektorielle Geometrie und Stochastik jeweils 25 Punkte).

Die Bewertung der Klausuraufgaben erfolgt auf der Grundlage eines der Aufgaben-
stellung beigefiigten Bewertungsschemas. Darin sind Teilleistungen ausgewiesen, die
die mit der jeweiligen Aufgabe verbundenen Anforderungen aufschliisseln. Das Be-
wertungsschema ist Grundlage der Beurteilung. Von der Modelllosung abweichende
Losungen werden entsprechend bewertet, die fiir die Aufgabenstellung vorgesehene
Hochstpunktzahl kann aber nicht iiberschritten werden. Ferner konnen nur ganze
Punktzahlen vergeben werden. Ausschlaggebend ist hier die fachliche Richtigkeit
und Vollstidndigkeit.

Ein weiteres wichtiges Bewertungskriterium ist die Darstellungsleistung, in welche
der richtige Einsatz der Fachsprache und die Strukturiertheit der Ausfiihrungen ein-
flieBen. Die Bewertung der Darstellungsleistung wird in die Bewertung der inhaltli-
chen Leistungen integriert. Punktabzug aufgrund von gehiuften VerstoBen gegen die
sprachliche Richtigkeit (Rechtschreibung und Grammatik) kann im Anschluss an die
Bewertung der inhaltlichen Leistungen erfolgen.

III



https://www.pearson.de/55000?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben



https://www.pearson.de/55000?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben

Ubungsaufgaben im Stil der Abiturpriifung
Priifungsteil B — Analysis B1

Eingeschlossen von der Bundesstraf3e B 480, f(x)
die in einem geeigneten Koordinatensystem

entlang der x-Achse verlduft, und dem Gra- £

phen der Funktion f mit der Gleichung
f(x)=é(x—2)2-(x+2)2, xeR

See

befindet sich ein See. Der Sachverhalt ist in 0 B 480 X
Abbildung 1 skizziert. Abbildung 1

a)

b)

(1) Zeigen Sie rechnerisch, dass sich die Funktion f auch in der Form
f(x):%x4—x2+2

darstellen ldsst und dass der Graph der Funktion f achsensymmetrisch zur
y-Achse ist.

(2) Es wird vermutet, dass im Punkt S des Sees, der am weitesten von der Bundes-
straf3e entfernt ist, eine Verschmutzung stattgefunden hat.
Bestimmen Sie unter Angabe der Ableitungen der Funktion f und des rechneri-
schen Nachweises der hinreichenden Bedingung die Koordinaten von S.

An der Stelle des Sees, an dem die Verschmutzung vermutet wird, werden Was-
serproben entnommen und die Anzahl der Kleinlebewesen in den Proben wird
ermittelt. Die Ergebnisse der Proben sind in der Tabelle dargestellt:

Zeit in Tagen nach

Beobachtungsbeginn 0 1 4 10 21

Anzahl der Klein-

2000 1810 1350 740 250
lebewesen

Tabelle

(1) Begriinden Sie, warum im angegebenen Zeitraum von einer exponentiellen
Abnahme ausgegangen werden kann.

(2) Die Anzahl der Kleinlebewesen in den Proben soll durch eine Funktion der
Form a(t) =b-ekt, 0<t <21 modelliert werden, wobei die Parameter b und k
geeignet zu wihlen sind und t als Maf3zahl zur Einheit 1 Tag sowie a(t) als die
Anzahl der Kleinlebewesen zum Zeitpunkt t aufgefasst wird.

Bestimmen Sie die Parameter b und k unter Beriicksichtigung, dass zu Beginn
der Beobachtung 2 000 Kleinlebewesen und nach 21 Tagen nur noch 250 Klein-
lebewesen vorhanden sind.
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Losung

a) (1) Der Funktionsterm von f wird ausmultipliziert.

f(x)=é(x—2)2-(x+2)2=é((x—2)-(x+2))2

Lo _q2_1, 4 2 1
=—(x*—4)*==(x*-8x*+16)==x
8( ) 8( ) 3

4-x2+2

Der Funktionsterm von f weist nur Potenzen von x mit geraden Exponenten

auf. Daher gilt:

f(=x) =é(—x)4 C(=x)2+42= éx“ “x24+2=f(x)

Der Graph der Funktion f ist achsensymmetrisch zur y-Achse.

(relative) Hochpunkt des Graphen der Funktion f.

Die 1. Ableitung der Funktion f wird mit

der Summen- und Potenzregel bestimmt:

f'(x)=%~4x3—2x

=lx3—2x
2

Notwendige Bedingung fiir eine Maxi-
malstelle: f'(x)=0

f'x)=0 &

X;=-2 oder x,=0 oder x3=2

Die Stellen x;=-2 und x5 =2 kommen
fiir ein Maximum nicht infrage, da sie
die gemeinsamen Punkte des Graphen
der Funktion f mit der x-Achse sind.
Somit bleibt nur x, =0 als Kandidat fiir
eine Maximalstelle.

Fiir die 2. Ableitung der Funktion f gilt:
3
f"(x)==x2-2
x) >

Hinreichende Bedingung fiir eine Maxi-
malstelle: f'(x) =0 und f"(x) <0
f'(0)=-2<0

Durch Berechnung des Funktionswer-
tes f(0) =2 ergibt sich, dass der Punkt
S(0]2) am weitesten von der Bundes-
strafle entfernt ist.

13

(2) Der Punkt, der am weitesten von der Bundesstrafle entfernt ist, ist der lokale

GTR
r(x): =i- x%x?+2 hich
8
_=i_ 3. Fertig
alj(x). P x“-2'x
polyRoots(a Ij(x),x) { =202 }
_=1 2_ Fertig
aa(x) p x“=2
02(0) 2
CAS
f(x):=l- xq‘—x2+2 g
8
d Fertig
atbd==<=(Ax))
dx
a1flx) A
—;—Z-x

x=-2 or x=0 or x=2

2 Fertig
a?(ﬂij?(/(x))
a ?(X) 3- xz
- -2
a2A(0) )
GTR/CAS
|r(o) 2
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b) (1) Von einer exponentiellen Abnahme kann dann ausgegangen werden, wenn der
Abnahmefaktor je Zeiteinheit annéhernd gleich ist.

Ist By der Anfangsbestand und q der Abnahmefaktor, so erhélt man zu den an-
gegebenen Zeiten bei einer exponentiellen Abnahme folgende allgemeine Wer-
te:

Zeit in Tagen nach

Beobachtungsbeginn 0 ! 4 10 21

Anzahl der Klein-

2000 1810 1350 740 250
lebewesen

Werte bei exponen-

g g4 g0 21
tieller Abnahme Bo Bo-q Bo-a* | Bo-q By g

Aus der ersten Spalte der Tabelle kann der Anfangsbestand B,=2 000 abge-
lesen werden. Aus den weiteren Spalten erhédlt man dann:

1810=2000-q' = q=-19 _gps  GTR/CAS
2000 . mx( 1810) 0.905
PP 2000

1350 ~0.906

2000 47350 0.906413
PR 2000
740=2000-q!0 = q=10 740 0,905 10 0.905358
2000 appm( = )

250=2000-q2! = q=21-22 ~0,906 R 090726
2 000 approx| %

Der Wachstumsfaktor q ist anndhernd
gleich. Daher kann von einer exponentiellen Abnahme ausgegangen werden.

1350=2000-q% = q=4

(2) Unter Bertiicksichtigung der beiden im Aufgabentext angegebenen Probener-
gebnisse ergibt sich folgendes Gleichungssystem:

I a(0)=b-ek0 < 2000=b-¢® < 2000=b
I a2l)=b-ek2l & 250=b-ek2l

Einsetzen von b=2 000 aus Gleichung I GTR

;I;(C)}lelzcgggg IIE 'fzulhrt auf: nSolve(250=2000- €/ 21 &) po0co0zt ‘
= ‘e
Als Losung ergibt sich: CAS

k =-0,099

Die Modellierung fiihrt also auf eine
Funktion mit der Gleichung:
a(t)=2000-e70-09t 0<t<2]

solve(250-2000- e 21 ) K=-0.099021 ‘

14
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Abiturpriifung 2019 Mathematik Leistungskurs (Nordrhein-Westfalen)
Priifungsteil A — Aufgaben ohne Hilfsmittel

Punkte
a) Gegeben ist die Funktion f durch die Gleichung

f(x):%‘xle*"”, xe R.

(1) Bestimmen Sie die erste Ableitung.
[Zur Kontrolle: f'(x):(_%x2+x).e—x+2] 5

Ohne Nachweis kann im Folgenden benutzt werden:

f"(x)=(%x2—2x+1)~e‘x+2

(2) Weisen Sie nach, dass ein lokaler Hochpunkt existiert, und geben Sie
die Koordinaten des Hochpunktes an. 4

b) Gegeben ist die Funktion f durch die Gleichung
f(x)=x4-2-x3-x2+2-x, xe R.
In der Abbildung 1 ist  f(x)

der Graph der Funktion f

dargestellt. 051

=

=1
o
x

M —o5 O 05

—1+
Abbildung 1

(1) Berechnen Sie den Inhalt der schraffierten Fldche. Die Nullstellen von f
diirfen Sie dabei in der Abbildung ablesen. 3
(2) Der Graph der Funktion f schlieft mit der x-Achse eine Flédche ein.
Der Inhalt dieser Fldche soll durch einen Term beschrieben werden.
Entscheiden Sie fiir jeden der folgenden Terme A, B und C, ob er dazu
geeignet ist oder nicht.
2 2 0 1 2
j|f(x)|dx jf(x)dx —J'f(x)dx+jf(x)dx—jf(x)dx
-1 -1 -1 0 1
A B C 3

2019-1
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Losung

a) (1) Eine Ableitung mithilfe der Produkt- und Kettenregel ergibt:

fy(x)zl.zx.e—x+2+lx2.(_1).e—x+2=e—x+2,(x_lxzj
2 2 2

(2) Die notwendige Bedingung fiir eine Extremstelle lautet f'(x)=0.

e—X+2~(x—%x2):0 l:ex+220

x—lx2=0
2

X(l—lx)=0
2

Ein Produkt wird null, wenn wenigstens ein Faktor gleich null ist.
x=0 v 1-1x=0

2
x=0v x=2

Die hinreichende Bedingung fiir einen Hochpunkt lautet f'(x) =0 und f"(x) <0.
Einsetzen der moglichen Extremstellen in die vorgegebene 2. Ableitung fiihrt
zu:

f'(0)=1-e2>0
f'"Q)=Q2-4+1)-e0=-1<0
x =2 ist eine Maximumstelle.

f(2) :%-22~e*2+2: 2
Der Graph der Funktion f hat den Hochpunkt H(2 | 2).

b) Gegeben ist die Funktion f mit f(x) = x4 - 2x3 - x2 +2x.

(1) Die schraffierte Flidche liegt vollstéindig oberhalb der x-Achse; ihr Inhalt ergibt
sich daher durch das bestimmte Integral iiber f(x) in den Grenzen von O bis 1:

l 15 1 4 1 !
If(x) dx=[7x5——x4—fx3+x2}
0 5 2 3 0

_6-15-10+30 _ 11
30 30
Der Inhalt der schraffierten Fléche betrigt ;—(1) FE.
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(2) Die Terme A und C sind zur Berechnung des Flidcheninhaltes geeignet,
Term B nicht.

Mogliche Begriindung (nicht verlangt!):
Liegt der Graph einer Funktion f im Intervall [a; b] vollstidndig oberhalb der
b

x-Achse, so gibt das bestimmte Integral I f(x) dx den Fldcheninhalt unter dem

Graphen im Intervall [a; b] an. Liegt deraGraph einer Funktion f im Intervall
[a; b] vollstindig unterhalb der x-Achse, so gibt das bestimmte Integral den
Fldcheninhalt mit negativem Vorzeichen an.

Bei Term A werden durch die Betragsstriche die Teile des Graphen von f, die
unterhalb der x-Achse liegen, an der x-Achse gespiegelt; der Graph liegt dann
vollstindig oberhalb der x-Achse.

Bei Term B wird das bestimmte Integral tiber dem Gesamtintervall [-1; 2] be-
rechnet und dann der Betrag ermittelt. Dabei wird nicht beriicksichtigt, dass
der Graph von f in den Teilintervallen [-1; 0] und [1; 2] unterhalb der x-Achse
liegt, das Integral dort folglich negativ wird.

Bei Term C wird das Gesamtintervall [-1; 2] in die drei Teilintervalle [-1; 0],
[0; 1] und [1; 2] eingeteilt. Auf [-1; 0] und [1; 2] verlduft der Graph von f
unterhalb der x-Achse, das bestimmte Integral wird hier also negativ. Um fiir
den Fldcheninhalt den positiven Wert zu ermitteln, werden diese Integrale zur
Korrektur mit —1 multipliziert.

¢) (1) Beim Parallelogramm sind die gegeniiberliegenden Seiten gleich lang und

parallel.

I 4 16 20

d=OA+b=| 2+ 2|=| 4
-2 -14 -16

oder

L 16 4 20
d=0OB+a= 20+ 2= 4
—-14 -2 -16

Alternativ (zeitaufwendiger):
Die Diagonalen im Parallelogramm halbieren einander.

L (4 (16)) (10
2) (-14)) (-8

- . 10 20
d=0+2-OMpg =2+| 2|=| 4
-16
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