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Vorwort

Liebe Schiilerin, lieber Schiiler,

mit dem vorliegenden Trainingsband fiir die Stochastik halten Sie ein Buch in
Hinden, das Sie bei der Vorbereitung auf Klausuren und auf die schriftliche
Abiturpriifung im Fach Mathematik umfassend unterstiitzt.

Aufgrund des modularen Aufbaus miissen Sie das Buch nicht von vorne nach
hinten lesen. Beginnen Sie Thr Training in dem Stoffgebiet, in dem Sie noch Pro-
bleme haben. Folgende strukturelle Malnahmen erleichtern dabei Ihre Arbeit:

¢ Die wichtigen Definitionen eines Lernabschnitts werden schiilergerecht und
doch mathematisch prizise formuliert in blauen Feldern hervorgehoben. Die
unterrichtsrelevanten Regeln werden in blau umrandeten Késten verstiandlich
zusammengefasst.

e An jeden Theorieteil schlieBen passgenaue Beispiele an, die die einzelnen
Rechen- und Denkschritte genau und gut nachvollziehbar erldutern.

e Zu den wichtigsten Themenbereichen gibt es Lernvideos, in
denen die typischen Beispiele Schritt fiir Schritt erkliart werden.
An den entsprechenden Stellen im Buch befindet sich ein QR- u
Code, den Sie mithilfe Thres Smartphones oder Tablets scannen
konnen — Sie gelangen so schnell und einfach zum zugehdrigen
Lernvideo.

e Jeder Lernabschnitt schlieBt mit zahlreichen Ubungsaufgaben, mit deren Hilfe
Sie die verschiedenen Themen einiiben konnen. Hier konnen Sie iiberpriifen,
ob Sie den gelernten Stoff auch anwenden kénnen.

e Zu allen Aufgaben gibt es am Ende des Buches vollstindig vorgerechnete
Losungen mit ausfiihrlichen Hinweisen, die Ihnen den Losungsansatz und die
jeweiligen Schwierigkeiten genau erldutern.

Wir wiinschen Thnen viel Erfolg fiir die gesamte Abiturpriifung und alles erdenk-
lich Gute fiir [hren weiteren Lebensweg.

Y Cecndl

Franz Wieand

Ingeborg Goller
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36 ¢/ Der Wahrscheinlichkeitsbegriff

4 Definition der Wahrscheinlichkeit

Morgen wird es Ich komme morgen
wahrscheinlich regnen. hochstwahrscheinlich
nicht.

Am Samstag gewinne ich
wahrscheinlich im Lotto.

Du hast dich Mozartist wahrscheinlich
Wahrscheinlich der bekannteste Komponist.
verrechnet.

Die Frage, wie man Wahrscheinlichkeiten finden
oder definieren kann, hat viele Mathematiker
lange beschiftigt. 1919 versuchte der osterreichi-
sche Mathematiker Richard von Mises den Be-
griff ,,Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A*
mithilfe der relativen Héufigkeit zu definieren:

P(A)= lim h,(A)
n— oo

Wahrscheinlich heif3t auf Englisch probably.
Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses A
wird deshalb mit P(A) abgekiirzt.

Obige Definition scheint zwar logisch, bringt
aber theoretische und praktische Schwierigkei-
ten mit sich. Wann liegt h; innerhalb eines klei-
nen Intervalls? Wer kann unendlich viele Zu-
fallsexperimente durchfiihren? Die Zahl n der
Versuche soll nicht allzu grof} sein (sonst ist das
Experiment zu aufwendig und zu teuer), n darf
aber auch nicht zu klein sein (sonst ist das Er-
gebnis zu ungenau). Groflere Abweichungen
konnen immer wieder auftreten, werden aber
immer ,,unwahrscheinlicher.

1933 verzichtete der russische Mathematiker
Andrei Kolmogorow (1903-1987) auf eine
zahlenmifige Definition der Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses. Er stellte lediglich drei Forde-
rungen (Axiome) auf, aus denen dann weitere
Eigenschaften gefolgert werden kénnen.

Richard von Mises

Andrei Kolmogorow
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Der Wahrscheinlichkeitsbegriff / 37

Definition ~ Eine Funktion P, die jedem Ereignis A c Q eine reelle Zahl P(A) zuordnet, ist eine
Wahrscheinlichkeitsverteilung, wenn gilt:

Axiom 1: Die Wahrscheinlichkeit fiir jedes Ereignis A c Q ist nie negativ:
P(A)=0

Axiom 2: Die Wahrscheinlichkeit des sicheren Ereignisses ist 1:
P(Q)=1

Axiom 3: Die Wahrscheinlichkeit, dass von zwei unvereinbaren Ereignissen
(AnB={}) entweder das eine oder das andere eintritt, ist gleich der

Summe der beiden Wahrscheinlichkeiten:
P(AUB)=P(A)+P(B)

Wie die Zuordnung P(A) aussieht, wird dadurch jedoch nicht beantwortet. Aus
den Axiomen lassen sich aber einige Folgerungen beweisen. Diese Folgerungen
stehen im Einklang mit den Eigenschaften der relativen Héaufigkeit. Kennt man
die Wahrscheinlichkeiten aller Ergebnisse eines Zufallsexperiments, so kann man
die Wahrscheinlichkeit aller Ereignisse von € berechnen.

Regel | Folgerung 1: 0<P(w)<1
Folgerung 2: z P(w)=1

we Q

Folgerung 3: P(A)= Z P(w)

we A
Folgerung 4: P({})=0
Folgerung 5: P(K) =1-P(A)
Folgerung 6: P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

Beispiele 1. Eine Pyramide hat vier verschiedenfarbige Seitenfldchen. Eine ist rot,
eine blau, eine griin und eine gelb. Beim Wiirfeln bleibt in 28 % aller
Fille die griine Seite auf dem Tisch liegen. Die blaue Seite liegt viermal
und die gelbe Seite dreimal so oft auf dem Tisch wie die rote.

a) Stellen Sie die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis
A: ,,Die gewiirfelte Seite ist blau oder griin.*

¢) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir das Ereignis
B: ,,Es wird nicht rot gewiirfelt.*
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38 ¢ Der Wahrscheinlichkeitsbegriff

Losung:

a) Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit fiir die rote Seite mit X, so
sieht die Wahrscheinlichkeitsverteilung wie folgt aus:

Q] ‘ rot ‘ blau ‘ griin ‘ gelb
P(w) ‘ X ‘ 4x ‘ 0,28 ’ 3x
Mithilfe von Folgerung 2 erhilt man:
X+4x+0.28+3x =1 Die Summe der Wahrscheinlich-
’ keiten aller Ergebnisse eines
8x+0,28=1 Zufallsexperiments ist 1. Die
8x=0,72 daraus entstehende Gleichung wird
x =0,09 nach x aufgelost.
Also gilt:
0] ‘ rot ‘ blau ‘ griin ’ gelb

P@) | 009 | 036 | 028 | 027
b) P(A)=P({blau; griin})=0,36+0,28=0,64 Folgerung 3
¢) P(B)=P(nicht rot)=1-P(rot)=1-0,09=0,91 Folgerung 5

2. Von den Schiilern des Viscardi-Gymnasiums gehen 30 % in einen Sport-
verein; 80 % besitzen ein Handy. 20 % besitzen ein Handy und gehen in
einen Sportverein.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein Schiiler im Sportverein
ist oder ein Handy besitzt.

Losung:

Mit S: ,,Schiiler geht in den Sportverein* und H: ,,Schiiler besitzt ein Han-
dy““ ist gegeben:

P(S)=0,30; P(H)=0,80; P(SNH)=0,20

Mit Folgerung 6 folgt:

P(SUH)=P(S)+P(H)-P(S nH)=0,30+0,80-0,20=0,90

90 % der Schiiler sind im Sportverein oder besitzen ein Handy.

3. Katja hat einen sechsseitigen Wiirfel durch Beschweren verschiedener
Seiten so gezinkt, dass die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten jeder
Augenzahl proportional zu dieser ist.

a) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir die Augenzahl 3.

b) Ina und Felix wiirfeln einmal mit Katjas Wiirfel. Ina wettet darauf,
dass die Augenzahl gerade oder nicht prim ist. Felix wettet dagegen.
Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der Ina gewinnt.

¢) Entscheiden Sie, wie sich die Wetteinsitze von Ina und Felix verhal-
ten miissen, damit die Wette fair ist.
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Der Wahrscheinlichkeitsbegriff / 39

Losung:
a) Aufgrund der Proportionalitit folgt fiir die Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung:
Augenzahl 1 2 | 3 | 4| s | 6
Wahrscheinlichkeit ‘ X ‘ 2x ’ 3x ‘ 4x ‘ 5x ‘ 6x
X+2x+3x+4x+5x+6x =1 Folgerung 2
=1
X =90
Fiir P(3) gilt somit:
-3 _1
PG = 21 7

b) Die vier Zahlen 1, 2, 4 und 6 sind gerade oder nicht prim.

P(Ina gewinnt) = P({1; 2; 4; 6}) :iJf%*%*%:%

¢) Dalnain 13 von 21 Fillen gewinnt und Felix in den restlichen 8 Fil-
len, miissen sich die Wetteinsitze wie 13:8 verhalten.

Bemerkung: Die Vorgehensweise, relative Haufigkeiten in Mengendiagrammen
oder Vierfeldertafeln zu veranschaulichen, lidsst sich 1:1 auf Wahrscheinlich-
keiten tibertragen.

Aufgaben 28. Bei einem sechsseitigen Spielwiirfel wird die Augenzahl 5 zur Augenzahl 6
und die Augenzahl 4 zur 2 abgeédndert, ansonsten bleibt der Wiirfel unverin-
dert.

a) Stellen Sie die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung auf:
Augenzahl o 2 | 3 | e
Wahrscheinlichkeit ‘ ‘ ‘ ‘

b) Bestimmen Sie jeweils die zugehorige Wahrscheinlichkeit.
A:,.Die Augenzahl ist kleiner als 3.*

:,,Die Augenzahl ist prim.*

:,,Die Augenzahl ist nicht 3.

:,,Die Augenzahl ist Teiler von 6.

: ,,Die Augenzahl ist prim oder gerade.*

mgoQw

29. Eine Umfrage unter allen Reisenden eines IC-Zuges ergab: Jeder 3. Reisende
ist kein Urlauber. Jeder 5. Urlauber ist allein unterwegs. 10 % der Reisenden
sind weder Urlauber noch Alleinreisende. Ermitteln Sie, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit eine zufillig ausgewihlte Person allein unterwegs ist.
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136 ¢ Losungen

b) Es gibt 8 Schiiler, die keine der drei Sportarten betreiben.

¢) Genau zwei Sportarten betreiben 6 +2 + 1 =9 Schiiler.
9
hso(A) = % =18 %
Hochstens zwei Sportarten betreiben 50 —4 =46 Schiiler.

hsy(B) =§%=92%

d) AuB= %mﬁ — 3 Sportarten

0 oder 1 oder 3 Sportarten
Es handelt sich um das Ereignis ,,Schiiler mit allen drei Sportarten®.

hs (alle drei Sportarten) = % =8%

28. a) Wahrscheinlichkeitsverteilung:

Augenzahl ’ 1 ’

o | o
o=
Ao | &N

Wahrscheinlichkeit ‘ % ‘

b) Ereignis A
A={1;2}

P(A)=P({1;2}) =

Ereignis B
B={2;3}

P(B)=P({2;3}) = %+ -
Ereignis C
C={1;2;6}

P(C)=P({1;2;6}) = +%+%:%

1
6
Ereignis D
D={1;2;3;6}
P(D)=P({1;2;3;6}) =1 sicheres Ereignis

Ereignis E
E={2;3;6}

P(E)=P({2:3;6}) = ¢+ 2

2_5
+6

1
6 6
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Losungen ¢ 137

29. Es werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:
U - Urlauber
A — Alleinreisender

Da im Zug % aller Reisenden Urlauber sind und von diesen jeder 5. alleine
reist, gilt:

PN =3 =h=

Gegeben ist zudem:
P(UNA)=10 % =5

Hieraus lésst sich eine Vierfeldertafel erstellen:

A A
U 4 16 20 Die farbig gedruckten Zahlen sind
30 30 30 gegeben,
e v 3 10
u 30 30 30
11 19
30 30 1
Somit: P(A) = % ~36,7 %

Eine zufillig ausgewéhlte Person ist also mit der Wahrscheinlichkeit 36,7 %
allein unterwegs.

30. Es werden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:
G — gegen Grippe geimpft
K - an Grippe erkrankt

Gegeben:
P(K)=0,25
P(G)=0,54
P(GNK)=0,08
Hieraus lésst sich eine Vierfeldertafel mit Wahrscheinlichkeiten erstellen:
G G
K 0,08 0,17 0,25 Die farbig gedruckten Zahlen sind
f— gegeben.
K 0,38 0,37 0,75
0,46 0,54 1

Die gesuchten Wahrscheinlichkeiten sind nun direkt ablesbar.

a) P(KNG)=0,38
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