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Vorwort

Liebe Schiilerin, lieber Schiiler,

mit diesem Trainingsbuch fiir die Realschule kannst du den gesamten Unter-
richtsstoff der 9. Klasse Mathematik Wahlpflichtfachergruppe II/III iiben,
wiederholen und Liicken selbststindig schlieBen. Auch bei der Vorbereitung auf
Stegreif- und Schulaufgaben kann dir dieses Buch behilflich sein. In dem
folgenden Schuljahr dient es dir zur Wiederholung.

Das Trainingsbuch ist folgendermalien aufgebaut:

Kurze Einfithrungen zu Beginn jedes (Unter-)Kapitels schaffen motivierende
Einstiege in das jeweils neue Thema.

In den Merkkisten sind die wichtigsten Inhalte einprigsam zusammengefasst.

Zahlreiche anschauliche Beispiele mit kleinschrittigen Losungen und vie-
len Hinweisen veranschaulichen das zuvor Gelernte und beleuchten gegebe-
nenfalls Sonderfille.

Uber 200 abwechslungsreich gestaltete Ubungsaufgaben dienen der Festi-
gung und Vertiefung deines Wissens. Darunter befindet sich eine Vielzahl von
vermischten Aufgaben, die das Trainieren von themeniibergreifenden Pro-
blemstellungen ermoglichen. Komplexere Aufgaben, bei denen du wahrschein-
lich mehr Zeit zum Losen brauchen wirst, sind mit einem % gekennzeichnet.

Mit den ausfiihrlichen Losungen am Ende des Buchs kannst du dich selbst
kontrollieren. Die Hinweise und Tipps geben dir eine zusitzliche Hilfestellung
und weisen dich gegebenenfalls auf Fehlerquellen hin.

Die folgende Vorgehensweise hilft dir dabei, nachhaltig zu lernen:

Lies dir die Merkkésten und Beispiele eines Kapitels aufmerksam durch. Am
besten rechnest du die Beispiele selbst nach.

Lose dann selbststindig die Ubungsaufgaben. Schaue bei Schwierigkeiten
nicht in der Losung nach, sondern gehe noch einmal die entsprechenden Merk-
kisten und Beispiele durch und versuche es erneut.

Solltest du trotzdem nicht weiterkommen, schaue in der Losung nach und be-
achte auch die Hinweise und Tipps. Merke dir, woran du gescheitert bist. Feh-
lerhaft geloste Aufgaben solltest du nach einigen Tagen noch einmal rechnen.

Bei der Arbeit mit dem Trainingsbuch wiinsche ich dir viel Freude und anhalten-
den Erfolg in der Schule!

T Hodo—

Jutta Hansen
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78 ¢ Flacheninhalt ebener Vielecke

Beispiel

3 Flachenberechnungen im Koordinatensystem

Sind die Punkte eines ebenen Vielecks in Koordinatenschreibweise gegeben, musst
du zunéchst iiberlegen, ob du dem Koordinatensystem die benotigten Seitenldngen
entnehmen und den Flicheninhalt mit den bekannten Formeln berechnen kannst.

3.1 Waagerechte und senkrechte Seiten im Koordinatensystem

Haben zwei Punkte dieselbe x-Koordinate oder dieselbe y-Koordinate, kannst du
ganz einfach die Linge der zugehorigen Strecke berechnen.

‘ e Die Strecke zwischen zwei Punkten A(x|ya) und B(x|yg) mit derselben
x-Koordinate (Abszisse) verlauft senkrecht. Die Lédnge der Strecke lautet:

AB=|yg-yalLE

e Die Strecke zwischen zwei Punkten A(xa |y) und B(xg |y) mit derselben
y-Koordinate (Ordinate) verlduft waagerecht. Die Lange der Strecke lautet:

ﬁ=|XB—XA|LE

Betrachte das Drachenviereck ABCD mit A(0|2), B(1]|1), C(4]2) und D(1|3).
Berechne den Fliacheninhalt des Drachenvierecks ABCD.

Losung:
Lingen der Diagonalen: Zeichnung:
Die Strecke durch A(0|2) und C(4]2) y
verlduft waagerecht: 3+ b
AC=|xc—xs|LE=|4-0|LE=4LE -
Die Strecke durch B(1|1) und D(13) 26 S €
verlduft senkrecht:
BD=|yp-yg|LE=[3-1|[LE=2LE 1%
Flacheninhalt:
:%~A7C-@:%-4LE-2LE:4FE 0 1 2 3 4 x

105 Zeichne jeweils in ein Koordinatensystem und berechne den Fliicheninhalt.

a) Dreieck ABC mit A(0,5|1), B(2|1,5) und C(0,5]3)

b) Dreieck ABC mit A(0]0), B(3|0) und C(0]2)

¢) Trapez ABCD mit A(0]0), B(3|0), C(3| 1) und D(0|3)

d) Parallelogramm ABCD mit A(-1|-2), B(2|-1), C(2| 1) und D(~1]0)
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Flacheninhalt ebener Vielecke ¢ 79

3.2 Flachenberechnungen mit Determinante

Bei linearen Gleichungssystemen sind dir Determinanten bereits beim Determinan-
tenverfahren begegnet. Nun wirst du eine weitere Anwendung kennenlernen. Sind
ebene Vielecke im Koordinatensystem gegeben, kannst du ihren Fléicheninhalt
leicht mithilfe der Determinante der aufspannenden Vektoren bestimmen.

, Unter der Determinante D = :x gx versteht man den Term a, b, —a,b,:
y y
a, b
D= a; b’; =ayb, —a b,

Merke: ,Links oben mal rechts unten minus links unten mal rechts oben.“

1 3 Links oben mal rechts unten
Beispiele 1. D= =14-2-3=4-6=-2 minus
2 4 links unten mal rechts oben.
2. Statt der Formel D = :" g" =ayb, —ayb, kannst du dir den Fisch merken:
y Py
aX bX
\‘ Zeichne vom ersten Feld aus einen
— i . Fisch (mit Minus-Auge) ein.
oﬁ =a -b,—-b, a
/” Ty Ty Folge beim Aufstellen des Terms
ay by der Fischform.

Wegen des Kommutativgesetzes gilt b, - ag=ay-b,. Somit entspricht die
Formel im Kasten der ,,Fisch-Formel*:
a X b X

ay by

D= =a,-by—ay-by=a,by,-by-a,

Die Determinante hilft dir folgendermafien bei der Flachenberechnung.

’ Flacheninhalt eines Dreiecks
Wird ein Dreieck durch die Vektoren a = (2*) und b= gx | aufgespannt, kannst du
y 7y

seinen Flacheninhalt folgendermaBen mit der Determinante berechnen:

_ 1 |ay by 1
=2"|ay b, FE_E-(axby—aybx)FE
Dabei muss gelten:

e a und b miissen den gleichen Anfangspunkt (FuBpunkt) haben.

» Die Reihenfolge von a und b in der Determinante musst du so wahlen, dass
zuerst der Vektor kommt, der die Dreiecksflache gegen den Uhrzeigersinn
Uberstreicht, wenn du ihn auf den anderen Vektor drehst.
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80 / Flacheninhalt ebener Vielecke

Beispiele

1. Berechne den Flicheninhalt des Dreiecks ABC mit A(1]1), B(4]2), C(2|5).

Losung:

Das Dreieck ABC ist durch die Vektoren AB und AC mit dem gemeinsamen
Anfangspunkt A eindeutig festgelegt Es wird also durch die Vektoren AB
und AC aufgespannt. Drehst du AB gegen den Uhrzelgersmn auf AC, iiber-

streicht AB die Dreiecksfliche. Somit steht zuerst AB in der Determinante.
Aufspannende Vektoren: Zeichnung:

R R T R S
e

Flicheninhalt: AC

o<

N

l (6 a6 37
A:—-\AB AC |FE

1131 24

= B
A= 14‘1:15 _

1 AB

- (3 4—1-1)FE T A
A:S,SFE | | | |
Hinweis: 0 1 2 3 4 x

Setzt du die Vektoren in der falschen Reihenfolge in die Determinante ein,
erhiltst du einen negativen Wert fiir den Flicheninhalt:
1 ‘ 13

L JAC AB|FE=L.
A=--|AC AB|FE=_-| |

FE=%-(1~1—4-3)FE=—5,5FE /@

. Tipp zur Bestimmung der Reihenfolge der aufspannenden Vektoren:

Je nachdem, welchen Punkt des Dreiecks ABC du als Anfangspunkt wihlst,
erhiltst du andere aufspannende Vektoren. Um die richtige Reihenfolge der
Vektoren in der Determinante auch ohne Zeichnung zu finden, schreibe als
Hilfe zunichst die Dreiecksbenennung zweimal hintereinander. (Hier nutzt
du aus, dass Dreiecke gegen den Uhrzeigersinn beschriftet werden.)

Anfangspunkt A:
2
1
A B C A B C

Vektoren:
erst Kﬁ dann AC

Flicheninhalt:

A:%' AB AC|FE

Anfangspunkt B:
2
1
A B C A B C

Vektoren:
erst EE dann BA
Flicheninhalt:

A:%. BC BA|FE

Anfangspunkt C:
2
1

A B C A B C

Vektoren:
erst EK dann CB
Fliicheninhalt:

A:%-\C—A CE|FE
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Flacheninhalt ebener Vielecke ¢ 81

106 Welche Vektoren spannen das Dreieck PQR auf?
Gib alle Moglichkeiten an. Notiere ebenfalls die zugehorigen Formeln zur
Flachenberechnung. Achte dabei auf die richtige Reihenfolge der Vektoren.

107 Berechne die Flicheninhalte der Dreiecke mithilfe von Determinanten.
a) Dreieck ABC mit A(~1]-3), B(2| 1) und C(1|5)
b) Dreieck DFE mit D(3|-4), E(-2|-1) und F(4,5]0)
¢) Dreieck MNO mit M(4|-3), N(5|2) und O(0|0)

Ein Parallelogramm wird durch jede Diagonale in zwei kongruente (und damit
flichengleiche) Dreiecke zerlegt. Den Flicheninhalt eines Parallelogramms im
Koordinatensystem kannst du somit auf diese Teildreiecke zuriickfiihren und eben-
falls mithilfe der Determinante berechnen. Bei der Wahl der aufspannenden Vek-
toren musst du wieder auf denselben Anfangspunkt und die Drehrichtung achten:

A

Vektoren: Vektoren: Vektoren:

erst E, dann AD erst E, dann AC erst TC, dann AD
Flicheninhalt: Flicheninhalt: Fldcheninhalt:
A:2%~\EH)FE A:Z%~EEFE Azzé-A—cEFE

‘ Flacheninhalt eines Parallelogramms
Wird ein Parallelogramm durch die Vektorena = [:] und b= \ g* \ aufgespannt,
y \"y J

kannst du den Flacheninhalt folgendermaBen mit der Determinante berechnen:

a, b

A= a" bx FE =(ayby, -ayb,)FE
y y

Dabei muss gelten:

e aund b missen den gleichen Anfangspunkt (FuBpunkt) haben.

e Die Reihenfolge von a und b in der Determinante musst du so wahlen, dass
zuerst der Vektor kommt, der die Flache eines Teildreiecks gegen den
Uhrzeigersinn Uberstreicht, wenn du ihn auf den anderen Vektor drehst.

Beispiel Berechne den Flicheninhalt des Parallelogramms ABCD mit A(1]1), B(3,5|0),
C(2,5|3) und D(0|4).
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103 Linge der Seite ¢: ¢

Linge der Seite a: a=4c a ist 4-mal so lang wie c.
Berechnung der Linge der Seite c:
C
A= % -(a+c¢)-h i
1 =2,7cm i
o 16,20m2:E~(4c+c)~2,7cm |.2:(2,7 cm) -
a=4c
= 12cm =5c¢ | 5
= c=2,4cm
Damitistc=24cmund a=4-c=4-2,4cm=9,6 cm.
104 Flicheninhalt des oberen Trapezes: Der Querschnitt besteht aus zwei

Trapezen:

1
AOZE-(aO+CO)-hO
AO:%~(59mm+73mm)~22mm 22

A,=1452 mm? h

Hohe des unteren Trapezes:
h, =48 mm—22 mm = 26 mm

Fliacheninhalt des unteren Trapezes:

Au:%-(au+cu)-hu:%-(l8mm+59mm)-26mm:1001mm2

Querschnittsfldche:
A=A +A,=1452 mm? +1001 mm? = 2 453 mm?2

105 a) Berechnung der Seitenlidngen: Zeichnung:
Grundseite g = AC: y ¢
g=|yc—yal|LE=|3-1|LE=2LE 3t
Héhe h = HB: g
h=|xg—xy|LE=|2-0,5|LE=1,5LE 27

H B

Berechnung des Fldcheninhalts: I
A
A:%-g-h:%-ZLEl,S LE=1,5FE
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212 ¢ Lésungen

b) Berechnung der Seitenlidngen:

Grundseite g = AB:

g=|xg—x,|LE=|3-0|LE=3LE

Hohe h = AC:

h=|yc—yaAlLE=|2-0|LE=2LE

Berechnung des Flidcheninhalts:

1

A:E~g-h:%-3LE~2LE:3FE

¢) Berechnung der Seitenldngen:

Seitenldngen:

AD=|yp-ya|LE=|3-0|LE=3LE
BC=|yc—yg|LE=|1-0|LE=1LE

Hohe h:

h=AB=|xg—-x,|LE=|3—-0|LE=3LE

Berechnung des Flicheninhalts:

A=%.®+ﬁ).@

A=%~(3LE+1LE)-3LE

A=6FE

d) Berechnung der Seitenldngen:

Grundseite g = AD:

g=lyp-yalLE=[0-(-2)[LE=2LE

Hohe h:

h=|xg—x,|LE=|2—(-1)|]LE=3LE

Berechnung des Flidcheninhalts:
A=g-h=2LE-3LE=6FE

Zeichnung:

y

2 C

AN ] B

0 1 2 3 x
Zeichnung:
y
3 D
2
C
AN h B
0 1 2 3 x
Zeichnung:
y
1 C
/
D —
-1 0 1 X
g h
T / B
/
A =2

106 Aufspannende Vektoren und zugehériger Flicheninhalt:

ﬁ und dann PR

A=%-\f>6 PR|FE

oder

QTi und dann ai

A=2-|QR QP|FE

oder RP und dann ﬁj

A=%-\§f’ RQ|FE
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107

108

a) Aufspannende Vektoren:
— [(Xp—X 2—(-1)
w25
[YB ~Ya 1-(=3)

—— (Xc—X 1-(-1)

G HER
(yC_YA 5-(=3)

Flacheninhalt:

A:%-\E AC | FE

32

_1
A_2 ‘4 8

b) Aufspannende Vektoren:

4’: XF—XD _ 4,5—3j:
br (yF—yD) (0—(—4)

YE~YD -
Flacheninhalt:
2 214
¢) Aufspannende Vektoren:

~ (4

OM = (_3j

=< _ (3

on-(3]

Fliacheninhalt:

A_1 oM ON|FE=L. ‘ 4
213

a) Aufspannende Vektoren:

Y
)

-5

3

5
2

(=69

-— Xp—X -2-2
(52523
(YD_YA —2-2

Fldacheninhalt:
A=|AB Kﬁ\FE=‘g

-4
-4

‘FE=

)

‘FE:%~(3~8—4-2)FE:8FE

(%
25)=(3)

FE

)

Losungen ¢ 213

Es gibt noch andere aufspannende
Vektoren, je nachdem, welchen An-
fangspunkt du wihlst. Der Flichen-
inhalt ist jedoch stets gleich grof3.

Achte auf die richtige Reihenfolge der
Vektoren in der Determinante.

Achtung: Das Dreieck heifit DFE.
DF iiberstreicht also die Dreiecksfliche,
wenn du DF auf DE drehst.

=%.[1,5‘3_4.(—5)] FE =12,25FE

O bietet sich als Anfangspunkt an, weil
die Vektoren dann Ortsvektoren sind
und du sie nicht extra berechnen musst.

%.[4.2_(_3).5]1:15:11,5 FE

Es gibt noch andere aufspannende
Vektoren, je nachdem, welchen An-
fangspunkt du wihlst. Der Flachen-
inhalt ist jedoch stets gleich grof3.

j‘FE=[O-(—4)—3~(—4)]FE=12FE
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