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Vorwort

Liebe Schiilerinnen und Schiiler,

die schriftlichen Abiturpriifungen im Fach Mathematik vieler Bundeslinder
(z.B. Bayern, Hamburg, Bremen, Mecklenburg-Vorpommern, Niedersachsen,
Sachsen und Schleswig-Holstein) enthalten sogenannte linderiibergreifende
Aufgaben zum hilfsmittelfreien Priifungsteil, auf die Sie sich mithilfe dieses
Buches optimal vorbereiten konnen.

In einer kurzen Einfiihrung erfahren Sie mehr iiber den organisatorischen Rah-
men, innerhalb dessen die ldnderiibergreifenden Aufgaben in die Abiturpriifun-
gen integriert werden. Zudem gibt es noch wertvolle Hinweise und Tipps zum
Losen hilfsmittelfreier Priifungsaufgaben im Allgemeinen und des ,,ldnderiiber-
greifenden Aufgabenblocks* im Speziellen.

Den Hauptteil des Buches bildet eine umfangreiche Sammlung an Ubungsaufga-
ben im Stil der linderiibergreifenden Abitur-Aufgaben. Diese Ubungsaufgaben
sollen Thnen dabei helfen, die inhaltlichen Schwerpunkte sowie die typischen
Fragestellungen zu iiben, und konnen dabei in Einzelféllen im zeitlichen Um-
fang von den linderiibergreifenden Abitur-Aufgaben abweichen.

Zusitzlich enthilt das Buch drei Aufgabenserien, die Ihnen in Anlehnung an die
ersten entsprechenden Aufgaben aus den Abiturpriifungen zeigen, wie der ldn-
deriibergreifende Aufgabenblock in der kommenden Abiturpriifung aussehen
konnte. Mit diesen drei Aufgabenserien konnen Sie den entsprechenden Teil der
Abiturpriifung simulieren und so gezielt den Stand Ihrer Priifungsvorbereitun-
gen liberpriifen. (Die Aufgabenserien beriicksichtigen die beiden Lehrplanalter-
nativen Analytische Geometrie und Lineare Algebra.)

Zu simtlichen in diesem Buch enthaltenen Aufgaben finden Sie vollstindige
Losungsvorschlige inklusive moglicher Losungsalternativen sowie separate
Hinweise und Tipps zum Losungsansatz, die Sie beim selbststindigen Losen
der Aufgaben unterstiitzen. Um den unterschiedlichen Erwartungshorizonten der
beteiligten Bundesldnder gerecht zu werden, unterscheiden sich die Losungs-
alternativen teilweise nur marginal.

Anhand der Fiille von Aufgaben, die dieses Buch lhnen bietet, konnen Sie mit
eigenverantwortlichem Uben die notige Sicherheit erlangen und somit den lin-
deriibergreifenden Aufgaben im Abitur gelassen entgegensehen.

Alles Gute und viel Erfolg fiir die Abiturvorbereitung sowie die Abiturpriifung!

P. Bl

Peter Bunzel
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Landerubergreifende Abitur-Aufgaben
Hinweise und Tipps

. Organisatorische Hinweise

Nachdem die Kultusministerkonferenz durch die ,,Einheitlichen Priifungsanfor-
derungen in der Abiturpriifung® (in der Fassung von 2002) und die ,,Bildungs-
standards fiir die Allgemeine Hochschulreife* (2012) bereits zwei gro3e Schritte
getan hat, um einer bundesweiten Vergleichbarkeit der Abiturpriifungen né-
her zu kommen, haben inzwischen viele der sechzehn Bundesldnder einen dritten
Schritt in diese Richtung gemacht: So sind z.B. Bayern, Hamburg, Bremen,
Brandenburg, Mecklenburg-Vorpommern, Niedersachsen, Rheinland-Pfalz,
Sachsen und Schleswig-Holstein iibereingekommen, beginnend mit der Abitur-
priifung 2014 lidnderiibergreifend entwickelte Aufgaben oder Aufgabenteile —
kurz ,Jinderiibergreifende Aufgaben‘ — in die Priifungen in den Fichern Deutsch,
Englisch und Mathematik zu integrieren. In Schleswig-Holstein enthalten die
Abiturpriifungen in Englisch und Mathematik erst seit 2015 ldnderiibergreifende
Aufgaben, in Brandenburg seit 2015 (Deutsch); Bremen beteiligt sich seit 2016
(Mathematik, Deutsch) bzw. seit 2017 (Englisch), Rheinland-Pfalz seit 2017.
Zudem sind in Hamburg, Mecklenburg-Vorpommern und Niedersachsen nur die
Priifungen auf erhohtem Anforderungsniveau, in Sachsen bzw. Rheinland-Pfalz
nur die Priifungen auf Leistungskursniveau bzw. im Leistungsfach betroffen.

Im Fach Mathematik bedeutet das konkret, dass innerhalb eines hilfsmittelfreien
Priifungsteils ein ,landeriibergreifender Aufgabenblock* gebildet wird, der ent-
weder durch weitere ldnderspezifische hilfsmittelfreie Aufgaben ergénzt wird
oder bereits den gesamten hilfsmittelfreien Priifungsteil bildet.! In jedem Fall
umfasst der landeriibergreifende Aufgabenblock genau vier Aufgaben mit einem
Zeitumfang von 45 Minuten. Bei jeder dieser Aufgaben konnen 5 Bewertungs-
einheiten erreicht werden, insgesamt werden damit fiir die ldnderiibergreifenden
Aufgaben maximal 20 Bewertungseinheiten vergeben. Die vier ausgewihlten
Aufgaben decken die vier Bereiche Analysis, Stochastik, Analytische Geometrie
und Lineare Algebra ab, wobei die beiden letzteren gemifl den ,.Einheitlichen
Priifungsanforderungen in der Abiturpriifung® als Alternativen zueinander ver-
standen werden konnen (entsprechend den unterschiedlichen Lehrplaninhalten in
den betreffenden Lidndern). Die Linder Bayern und Mecklenburg-Vorpommern
schlieBen den Bereich Lineare Algebra fiir die Abiturpriifung explizit aus (da
dieser dort nicht im Lehrplan enthalten ist).

1 In Rheinland-Pfalz ist keine hilfsmittelfreie Priifungsaufgabe vorgesehen.



https://www.stark-verlag.de/105000?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben

Aufgaben-
pool I und
Aufgaben-

pool 2

Priifungs-
vorberei-
tung

Hinweise und Tipps

Das Zusammenstellen der bundeslandspezifischen linderiibergreifenden Aufga-
benblocks lduft wie folgt ab. In Zusammenarbeit der teilhabenden Bundeslidnder
wird zunéchst ein Pool an Aufgaben erarbeitet, der wiederum in zwei Bereiche
unterteilt ist, den sogenannten Aufgabenpool 1 und den sogenannten Aufgaben-
pool 2. Alle Aufgaben im Aufgabenpool 1 decken nur die Anforderungsbereiche
I und I12 ab, alle Aufgaben aus Aufgabenpool 2 hingegen decken mit mindes-
tens einem Aufgabenteil zudem Anforderungsbereich III2 ab. In jedem Bundes-
land wihlt die jeweilige Abiturkommission aus diesen beiden Aufgabenpools
vier landeriibergreifende Abitur-Aufgaben fiir die landesweite Abiturpriifung
aus, drei Aufgaben aus Aufgabenpool 1 und eine Aufgabe aus Aufgabenpool 2.
Da der linderiibergreifende Aufgabenblock wie oben beschrieben i.d.R. Teil
eines hilfsmittelfreien Priifungsteils ist, sind die linderiibergreifenden Aufgaben
ohne elektronische Hilfsmittel wie z. B. Taschenrechner und Software sowie oh-
ne Tabellen- oder Formelsammlung zu bearbeiten. Es diirfen lediglich ein Wor-
terbuch der deutschen Rechtschreibung und Zeichengerite verwendet werden.
(Dennoch sind in einigen der Bundesldnder davon abweichende Sonderregelun-
gen getroffen worden.)

Zur Vorbereitung auf die insgesamt nach wie vor ldnderspezifischen Abiturprii-
fungen im Fach Mathematik empfehlen wir die Abiturpriifungsbinde des
STARK Verlags, die passgenau auf die einzelnen Bundesldnder abgestimmt sind.
Sie enthalten jeweils eine Sammlung von Original-Priifungsaufgaben der letzten
Jahre mit schiilergerechten Musterlosungen. Die Binde sind fiir die folgenden
Bundeslinder erhiltlich: Bayern (Best.-Nr. 95001), Hamburg (Best.-Nr. 25000),
Mecklenburg-Vorpommern (Best.-Nr. 135000), Niedersachsen (erhohtes Anfor-
derungsniveau: Best.-Nr. 35000), Rheinland-Pfalz (Best.-Nr. 75000), Sachsen
(LK: Best.-Nr. 145000), Schleswig-Holstein (Best.-Nr. 15000).

Sollten nach Erscheinen dieses Bandes noch wichtige Anderungen in der Abitur-
priifung bekannt gegeben werden, finden Sie aktuelle Informationen dazu im
Internet unter:

www.stark-verlag.de/pruefung-aktuell

2 Die Anforderungsbereiche I, IT und III sind in den ,,Bildungsstandards im Fach Mathematik fiir die
Allgemeine Hochschulreife definiert.
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Hinweise und Tipps

. Tipps fiir Vorbereitung und Priifungssituation

Zeitliche Planung

Zur Bearbeitung der vier linderiibergreifenden Abitur-Aufgaben sind in der Prii-
fung 45 Minuten vorgesehen. Eine der vier Aufgaben ist anspruchsvoller als die
drei anderen Aufgaben, da durch sie im Gegensatz zu den drei anderen Aufgaben
auch der Anforderungsbereich III abgedeckt wird. Fiir die Zeiteinteilung kénnen
Sie sich daher nach folgender Faustregel richten: Der ldnderiibergreifende Aufga-
benblock umfasst drei Aufgaben a 10 Minuten und eine Aufgabe a 15 Minuten.
Sie sollten die Ubungsaufgaben zu Aufgabenpool 1 in aller Regel also inner-
halb von je 10 Minuten Iosen konnen, die Ubungsaufgaben zu Aufgabenpool 2
in aller Regel innerhalb von je 15 Minuten. Fiir das Bearbeiten der drei Aufga-
benserien sollten Sie jeweils nicht mehr als 45 Minuten bendtigen.

Sicher werden Sie zu Beginn Ihrer Priifungsvorbereitung mehr Zeit als diese vor-
gegebenen Richtwerte benotigen. Durch kontinuierliches Uben sollte sich Thr
Zeitbedarf jedoch immer weiter den Richtwerten anndhern. Insbesondere sollten
Sie gegen Ende der Vorbereitungszeit tatsichlich in der Lage sein, eine Aufga-
benserie in ca. 45 Minuten zu 16sen. (Es empfiehlt sich daher, die Aufgabenseri-
en bis zum Ende der Vorbereitungsphase ,,aufzuheben®.)

Liste der Operatoren

Operatoren sind die Schliisselworter innerhalb der Aufgabenstellungen v. a. von
Priifungsaufgaben. Sie sagen Ihnen eindeutig, was Sie zu tun haben (Arbeitsauf-
trag) und in welchem Umfang Sie dies tun miissen (erwartete Leistung). Um
Aufgaben zielgerichtet anzugehen und sicher und effizient zu 16sen, ist es daher
sehr hilfreich, sich im Rahmen der Priifungsvorbereitung mit den fiir Priifungs-
aufgaben infrage kommenden Operatoren vertraut zu machen.

Dies erméglicht Thnen nachfolgende Liste, die die fiir hilfsmittelfreie Priifungs-
aufgaben relevanten Operatoren zusammenfasst und jeweils kurz erklirt, was sie
fiir die Losung und den Losungsumfang einer Aufgabe bedeuten. Unter ,,Bei-
spiele* wird, soweit moglich, unter Angabe von Seitenzahl und betreffender
Aufgabe bzw. Teilaufgabe (in Klammern) auf eine Auswahl von passenden
Ubungsaufgaben verwiesen. Zudem ist angegeben, zu welchen Anforderungsbe-
reichen der betreffende Operator gehort. Da aber die drei Anforderungsbereiche
nicht immer scharf voneinander getrennt werden konnen, ist diese Zuordnung
unter entsprechendem Vorbehalt zu betrachten.
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Aufgabe 1

Aufgabe 2

Aufgabe 3

Aufgabe 4

Landeribergreifendes Abitur
Aufgabenpool 1

B Analysis

In der Skizze sind zwei geradlinige Glei-
se abgebildet, die in den Punkten A bzw.
B enden. Diese Gleise sollen durch ein
Gleisstiick knickfrei verbunden werden.

a) Beurteilen Sie, welchen Grad eine
ganzrationale Funktion mindestens
haben muss, die dieses Gleisstiick A
beschreibt. 3-2-10 123 45X

N OO OO N

b) Bestimmen Sie eine passende ganzrationale Funktion f.

Bestimmen Sie jeweils die Gleichung einer Funktion f mit folgenden Eigenschaf-
ten.

a) Die Funktion f ist eine ganzrationale Funktion mit drei verschiedenen Null-
stellen.

b) Die Funktion f ist eine gebrochenrationale Funktion, deren Funktionswerte
alle groBer als 1 sind.

¢) Die Funktion f ist eine Exponentialfunktion mit f(x) — 2 fiir X — oo.

d) Die Funktion f ist eine Wurzelfunktion, deren Steigung an der Stelle x=1 den
Wert 2 hat.

Die Funktion f ist gegeben durch f(x) = x2(x = 1D)(x=2).

a) Zeigen Sie, dass der Punkt (0|0) ein Tiefpunkt des Graphen von f ist.

b) Der Graph von f schlie3t mit der x-Achse zwei Fldchenstiicke ein.
Berechnen Sie, wie grof der Inhalt des Flidchenstiicks ist, das oberhalb der
x-Achse liegt.

Der Graph G; einer ganzrationalen Funktion vierten Grades ist symmetrisch zur
y-Achse, hat einen Hochpunkt H(0|—1) und einen Tiefpunkt T(1|-2).
Untersuchen Sie, was ohne Bestimmung des Funktionsterms iiber die Anzahl der
Nullstellen, die Anzahl der Extrempunkte und die Anzahl der Wendepunkte von
f gesagt werden kann, und fertigen Sie eine Skizze des Graphen G; an.
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Aufgabe 5

Aufgabe 6

Aufgabe 7

Aufgabe 8

Aufgabenpool 1 — Analysis — Ubungsaufgaben

Bestimmen Sie die Gleichung einer Funktion f mit folgender Eigenschaft:
Der Graph von f ist eine Parabel (vom Grad 2), die mit der x-Achse eine Flidche
vom Inhalt 36 FE einschlief3t.

Gegeben sind der Graph G, der gebrochenrationalen Funktion h(x) = xil und der
Punkt B(2|h(2)).

Die Tangente t an Gy, im Punkt B schliet mit den Koordinatenachsen ein Drei-
eck ein.

a) Ermitteln Sie eine Gleichung, durch die die Tangente t beschrieben werden
kann.

b) Berechnen Sie den Fldcheninhalt des Dreiecks.

Gegeben ist fiir x>0 die Funktion f mit

f(x):%.

Das rot eingezeichnete Rechteck rotiert
um die x-Achse, wodurch ein Zylinder
entsteht.

Zeigen Sie, dass das Volumen des Zylin-
ders nicht von u abhéngt. 0

P(LH(L)

y
5
4
3
2

1

—

1.2 3 4 5 6 7 8X

a) Bestimmen Sie die Gleichung einer Funktion f mit den folgenden Eigenschaf-
ten: f ist eine ganzrationale Funktion dritten Grades, der Graph von f besitzt
einen Tiefpunkt T(-2 |-8) und einen Hochpunkt H(0|0).

b) Skizzieren Sie ohne weitere Berechnungen den Graphen G; von f.
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Aufgabenpool 1 — Analysis — Hinweise und Tipps

Hinweise und Tipps

Teilaufgabe 1 a

Ubersetzen Sie den Begriff ,.knickfrei* in die Sprache der Analysis.

Stellen Sie den Zusammenhang zwischen dem Grad einer ganzrationalen Funk-
tion und der maximalen Anzahl ihrer Extremstellen her.

Teilaufgabe 1 b

Waihlen Sie eine ganzrationale Funktion mit dem niedrigsten moglichen Grad.
Stellen Sie eine allgemeine Funktionsgleichung solch einer Funktion auf.
Ubersetzen Sie alle Bedingungen, die die Funktion f erfiillen muss, in mathema-
tische Sprache. Sollten Sie Probleme beim Identifizieren der Bedingungen an f
haben, tiberlegen Sie zuerst, welcher Zusammenhang zwischen dem Grad einer
ganzrationalen Funktion und der Anzahl der fiir die (eindeutige) Bestimmung
eines Funktionsterms dieser Funktion notigen Bedingungen — die voneinander
verschieden und widerspruchsfrei sein miissen — besteht.

Leiten Sie mithilfe der Bedingungen aus dem allgemeinen Funktionsterm den
gesuchten her.

Teilaufgabe 2 a

Unter Verwendung der Linearfaktorzerlegung konnen Sie direkt einen Funktions-
term einer Funktion mit beliebigen gegebenen Nullstellen aufstellen.

Teilaufgabe 2b

Fiir den Ansatz geniigt es, als Zdhlerpolynom eine Konstante und als Nennerpo-
Iynom ein Polynom mit nur einem Koeffizienten ungleich null zu wihlen.
Uberlegen Sie, was fiir das Quadrat (oder allgemein fiir gerade ganzzahlige Po-
tenzen) einer reellen Zahl stets gilt.

Um damit die geforderte Bedingung zu erfiillen, bietet sich eine Verschiebung
des Graphen der gewihlten Funktion in y-Richtung an.

Teilaufgabe 2 ¢

Die Exponentialfunktion hat einen Grenzwert fiir x — —co. Spiegelung ihres
Graphen an der x-Achse und Verschiebung ihres Graphen in y-Richtung liefern
eine mogliche Funktionsgleichung.

Teilaufgabe 2d

Wihlen Sie als Ansatz fiir den Funktionsterm die Quadratwurzel Jx.

Durch Streckung bzw. Stauchung des Funktionsgraphen in y-Richtung kann der
Wert der Steigung an einer Stelle angepasst werden.
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Aufgabenpool 1 — Analysis — L6sungsvorschlag

Lésungsvorschlag

Aufgabe 1 a) Der Graph einer ganzrationalen Funktion, die dieses Gleisstiick beschreibt,
muss mindestens zwei Punkte mit waagerechter Tangente besitzen (ndmlich
A(0|0) und B(2|4)). Also muss die Ableitung der zugehorigen Funktion min-
destens zwei Nullstellen und damit mindestens den Grad 2 haben. Die Funk-
tion selbst muss dazu mindestens den Grad 3 haben.

b) Allgemeine Funktionsgleichung mit Ableitung
GemiB dem Ergebnis aus Aufgabenteil a wihlt man im einfachsten Fall eine
ganzrationale Funktion dritten Grades.
f(x)=ax3+bx2+cx+d; a,b,c,de R,a#0
f'(x) =3ax2 +2bx +c¢

Bedingungen
Um den Funktionsterm einer ganzrationalen Funktion dritten Grades eindeu-
tig bestimmen zu konnen, miissen vier verschiedene Bedingungen an diese
Funktion bekannt sein.

Die vier gegebenen Bedingungen an die Funktion f lauten (mit ihrer Uberset-
zung in mathematische Sprache):

Ae Gy = f0)=0

Be G¢ = f(2)=4

knickfreiin A = f'(0)=0

knickfreiinB = f{'(2)=0

Parameterwerte bestimmen

f(0)=0 & d=0
f'0)=0 & c=0

} = f(x)=ax3+bx2; f'(x)=3ax2+2bx

f'2)=0 < 12a+4b=0 < 4b=-12a
4b=-12a in (*): 8a—12a=4 & a=-1
= b=3

{f(2)=4 & Batdb=4 (%)

Parameterwerte einsetzen
f(x)=—-x3+3x2

Aufgabe 2 a) Nullstellen
Hier gibt es unendlich viele Moglichkeiten, eine einfache ist z. B. eine Funk-
tion mit den Nullstellen x; =0, x,=1 und x3=2.
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Aufgabenpool 1 — Analysis — Léosungsvorschlag

Funktionsgleichung

Der Funktionsterm lésst sich unter Verwendung der Linearfaktorzerlegung
mithilfe der Nullstellen direkt angeben:

f(x)=x(x-1)(x-2)

Ansatz
x220 firallexe R = L >0 fiiralle xe R\{0}
X

& L+1>1 fiiralle xe R\{0}
X

Funktionsgleichung

f(x):éﬂ:

x2+1

x2
Bemerkung: Die Addition von 1 zum Funktionsterm einer Funktion entspricht
der Verschiebung des zugehdrigen Funktionsgraphen um eine Einheit in posi-
tive y-Richtung.
Auf die gleiche Weise lisst sich fiir jede Potenz von x mit negativer gerader
Hochzahl eine Losung angeben.

Ansatz
eX >0 firx 59—~ < e X*X—>0 firx >

& e X422 firx >

Funktionsgleichung
f(x)=eX+2

Bemerkung: Wird im Funktionsterm einer Funktion die Funktionsvariable
durch ihr (—1)-Faches ersetzt, so entspricht dies einer Spiegelung des Funkti-
onsgraphen an der y-Achse; die Addition von 2 zum Funktionsterm entspricht
der Verschiebung des Graphen um zwei Einheiten in positive y-Richtung.

Die Funktion f(x) =e™* +2 ist eine Zerfallsfunktion. Ihr Graph ist in nach-
folgender Abbildung links zu sehen. Die ,,zugehorige Wachstumsfunktion
B(x) =2—e7X erfiillt ebenfalls die gegebenen Bedingungen. Thr Graph ist in
der nachfolgenden Abbildung rechts zu sehen.
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