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Vorwort

Liebe Schiilerinnen und Schiiler,

Sie haben zwei lehrreiche Jahre an der FOS bzw. ein Jahr an der BOS absolviert und
werden eine schriftliche Priifung im Fach Mathematik ablegen. Bei der Vorbereitung
auf die Abschlusspriifungen wird Ihnen dieses Buch eine gute Hilfe sein.

Mit dem Fachabitur 2019 haben sich die Struktur und die Inhalte der Priifung ge-
dndert. Die Fachabiturpriifungen der Ausbildungsrichtung Technik bis 2018 eignen
sich daher nur noch bedingt zur Vorbereitung.

Zur Einiibung der Priifungsinhalte enthilt dieses Buch daher neben den offiziellen
Fachabituraufgaben 2019 (Technik) einen Ubungsteil, der sich aus weiteren rele-
vanten offiziellen schriftlichen Priifungsaufgaben der Vorjahre zusammensetzt.
Neben den Fachabiturpriifungen fiir die Ausbildungsrichtung Technik wurden bei der
Zusammenstellung auch die Fachabitur- und Abiturpriifungen fiir die nichttechni-
schen Ausbildungsrichtungen beriicksichtigt. Auerdem enthilt das Buch Aufgaben
aus offiziellen Priifungen, die mit einem Computer-Algebra-System (CAS) zu bear-
beiten sind.

Um Ihnen einen besseren Eindruck von der Struktur und dem Umfang der Priifung zu
geben, enthilt das Buch zudem zwei Musterpriifungen im Stil der neuen Fachabi-
turpriifung.

Zu jeder Aufgabe folgen vollstindige, kommentierte Losungsvorschléige sowie
zusitzliche Losungshinweise, die Thnen das eigenstidndige Losen der Aufgaben er-
leichtern. Die angefiihrten Losungen sind dabei als moglicher, aber keineswegs ein-
ziger Weg zum Erreichen des Ergebnisses zu sehen.

Das Ziel der Arbeit mit dem Buch besteht darin, dass Sie die Problemstellungen
weitgehend selbststindig bearbeiten konnen und die beschriebenen Losungswege nur
noch zur Kontrolle Threr eigenen Ergebnisse nutzen. Wenn Sie dieses Ziel erreicht
haben, sind Sie gut auf die bevorstehende Priifung vorbereitet.

Dariiber hinaus konnen Sie dieses Buch unterrichtsbegleitend bei der systemati-
schen Vorbereitung auf Schulaufgaben einsetzen, da Thr Fachlehrer oder Thre Fach-
lehrerin hier auch immer die Fachabiturpriifung im Blick haben wird.

Die Autoren und der Verlag wiinschen IThnen fiir Thre Priifungen viel Erfolg!
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3 Die schriftliche Fachabiturpriifung in Mathematik

3.1 Aufbau und Auswahl der Priifungsaufgaben

Die Aufgaben werden einheitlich vom Bayerischen Staatsministerium fiir Unterricht
und Kultus gestellt. Die Priifung ist in zwei Teile gegliedert:
e Teil 1 wird ohne Hilfsmittel bearbeitet, d. h. ohne Merkhilfe und ohne Taschen-
rechner. Die Bearbeitungszeit betriagt 60 Minuten.
o Teil 2 wird mit Hilfsmittel bearbeitet (sieche Abschnitte 3.3 und 3.4).
Die Bearbeitungszeit betrdgt 120 Minuten.
Jeder Teil setzt sich aus den beiden Aufgabengruppen A (Analysis) und G (Lineare
Algebra/Analytische Geometrie) zusammen.
In Teil 2 gibt es fiir jede Aufgabengruppe zwei Varianten (Al und AIl bzw. GI und
GII). Die Auswahl jeweils einer Variante trifft die Schule; die Schiilerinnen und
Schiiler haben keine Wahlmoglichkeit.
In Teil 1 wird zentral nur eine Variante gestellt.!

Das Geheft mit den Aufgabenstellungen ist am Ende der Bearbeitungszeit mit abzu-
geben.

Samtliche Entwiirfe und Aufzeichnungen diirfen nur auf Papier, das den Stempel der
Schule trigt, angefertigt werden.

3.2 Bewertung der Priifungsaufgaben

Bei jeder Teilaufgabe sind die erreichbaren Bewertungseinheiten (BE) angegeben.
Es sind maximal 100 BE zu erreichen. Diese werden wie folgt verteilt:

Aufgaben- Bewertungs-
gruppe einheiten
Teil 1 A 22 BE
G 12 BE
Teil 2 A 43 BE
G 23 BE

1 Der Musterpriifungssatz in diesem Buch besteht in Teil 1 dennoch aus zwei Varianten pro Aufgabengruppe, um
Thnen zwei vollstindige Priifungen zum Uben zur Verfiigung zu stellen.

1II
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Die erreichten Bewertungseinheiten werden nach dem folgenden Schliissel den Punk-
ten und Notenstufen zugeordnet:

Note sehr gut gut befriedigend | ausreichend | mangelhaft | ungeniigend
Punkte 151411312 11(10[ 9|8 |76 /|5|4|3 2|1 0
Bewertungs- [100| 95 |90 | 85|80 | 75|70 |65 |60 | 55|50 |45 |40 33|26 19
gnbeten S A :

96 (91 |86 |81|76|71|66|61|56|51 |46 |41 342720 0

3.3 Zugelassene Hilfsmittel (Priifung ohne CAS)

Zugelassen ist die Merkhilfe Mathematik/Technik fiir Berufliche Oberschulen bzw.
eine diese enthaltende zugelassene Formelsammlung. AuBlerdem ist die Verwendung
von elektronischen Taschenrechnern gestattet, die nicht programmierbar und nicht
grafikfdhig sind.

Die Merkhilfe Mathematik/Technik wurde von den Fachmitarbeitern der Dienststel-
len der Ministerialbeauftragten fiir die Beruflichen Oberschulen des Bayerischen
Staatsministeriums fiir Unterricht und Kultus erarbeitet. Sie ist auf der Website des
Staatinstituts fiir Schulqualitit und Bildungsforschung (www.isb.bayern.de) zu fin-
den.

3.4 Zugelassene Hilfsmittel (Priifung mit CAS)

Zusitzlich zu den Hilfsmitteln fiir die Priifung ohne CAS sind folgende Computer-
Algebra-Systeme zugelassen:

ClassPad 330 und ClassPad II von Casio

TI-Nspire CAS und TI-Nspire CX CAS von Texas Instruments

Voyage 200 von Texas Instruments

MathCAD

GeoGebra

Vor der Verwendung bei der Abschlusspriifung sind die CAS-Rechner jeweils ein-
heitlich in einen Ausgangszustand zu versetzen, der den Priifungsanforderungen
gerecht wird. In diesem Ausgangszustand muss ein Zugriff auf moglicherweise ge-
speicherte Dateien, Programme oder Ergénzungspakete mit zusitzlichen Funktionen
unterbunden sein.

v
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4 Arbeit mit diesem Buch

Da sich die Form der Priifung und die Priifungsinhalte seit 2019 von denen in den
Vorjahren wesentlich unterscheiden, sind die Fachabiturpriifungen (Technik) vor
2019 nicht mehr vollstindig relevant. Das Buch enthilt daher die Fachabiturprii-
fung 2019 (Technik) sowie in einem separaten Ubungsteil relevante Aufgaben aus
den Original-Priifungen vor 2019. Neben den Fachabiturpriifungen fiir die Ausbil-
dungsrichtung Technik wurden im Ubungsteil auch die Fachabiturpriifungen und
Abiturpriifungen fiir die nichttechnischen Ausbildungsrichtungen berticksichtigt. Mit
diesen Aufgaben konnen Sie sich inhaltlich sehr gut auf die Priifung vorbereiten.

Folgende Aufgaben aus dem Ubungsteil eignen sich auch zum Uben fiir den Teil 1
ohne Hilfsmittel.

Analysis (ohne CAS)

Aufgabe 1

Aufgaben 2.1 bis 2.3

Aufgaben 3.1 und 3.2.1

Aufgaben 4.2 bis 4.4

Aufgabe 6

Aufgabe 7

Aufgaben 8.1, 8.3, 8.5.1 und 8.5.2
Aufgabe 10.4.2

Lineare Algebra/Analytische Geometrie (ohne CAS)
Aufgabe 3

Aufgaben 4.1, 4.2.2

Aufgabe 5

Aufgabe 6 (ohne 6.4)

Aufgabe 7

Aufgaben 8.1 und 8.2

Aufgaben 9.1 bis 9.3

Eine zusitzliche Ubungsmoglichkeit fiir den hilfsmittelfreien Teil bietet Ihnen das
interaktive Training, das Sie online mit dem im Ausklapper des Buchs abgedruck-
ten Code aufrufen konnen.

Zur weiteren Einiibung der Priifungsinhalte und insbesondere zur Simulation der Prii-
fungssituation dienen die Musterpriifungen, die der Form der Fachabiturpriifung
(ohne CAS) ab 2019 entsprechen. Der Aufgabensatz mit den Varianten Al und GI
bzw. AIl und GII stellt dabei jeweils eine vollstindige Priifung dar. Die Musterprii-
fungen decken ein moglichst breites Spektrum an unterschiedlichen Aufgabenstel-
lungen ab, erheben aber nicht den Anspruch auf Vollstindigkeit hinsichtlich aller
moglichen Aufgabentypen und -varianten.
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Empfehlung zur Musterpriifung fiir die Priifung mit CAS

Die Aufgaben im Teil 2 der Musterpriifung konnen auch mithilfe eines CAS bearbei-
tet werden. Die in der Musterpriifung angegebenen Bewertungseinheiten und Lo-
sungshinweise beziehen sich aber immer auf eine Bearbeitung ohne Verwendung
eines CAS. Dies bedeutet, dass bei der identischen Aufgabenstellung, jedoch mit
Verwendung eines CAS, eventuell weniger Bewertungseinheiten erreicht werden
konnen, da der Aufwand zum Losen der Aufgabe geringer ist.

Die Losung wird deshalb meist von der vorgeschlagenen Losung abweichen und kiir-
zer sein, da algebraische Umformung mit dem CAS durchgefiihrt werden konnen.
Die Losungsansitze konnen dabei aber durchaus identisch sein. Beispielsweise wird
man fiir die Bestimmung der Monotonieintervalle immer die Nullstellen der ersten
Ableitung bestimmen miissen. Wihrend man bei der Aufgabenstellung ohne CAS im
Anschluss noch eine Vorzeichentabelle erstellen muss, kann man bei der Aufgaben-
stellung mit CAS fiir diese Berechnung direkt das CAS benutzen. Z. B. kann man di-
rekt berechnen, fiir welche Werte von x die Funktion f groler bzw. kleiner Null ist.

Schiilerinnen und Schiilern, welche sich auf das CAS-Fachabitur vorbereiten, em-
pfehlen wir daher, die komplette Musterpriifung zuerst ohne CAS zu bearbeiten und
mit etwas zeitlichem Abstand dieselbe Priifung nochmals mit CAS durchzurechnen.
Dies empfiehlt sich auch deshalb, weil nach aktuellem Wissensstand im Teil 2 ein-
zelne Teilaufgaben wie bisher ohne CAS gelost werden miissen.

Speziell bei Aufgaben mit Parametern gestalten sich Fallunterscheidungen mit dem
CAS teilweise kompliziert. Solche Aufgaben werden in der Regel ohne CAS zu bear-
beiten sein. Das gilt fiir die Aufgaben AII 1.2 und AIl 1.4 im Teil 2 der Musterprii-
fung.

Die Aufgaben im Teil 1 der Musterpriifung diirfen ohnehin nur ohne Hilfsmittel ge-
16st werden und sind daher in der Nicht-CAS- und der CAS-Priifung identisch.

VI
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Bayern = FOS - BOS 12 = Ubungsaufgaben
Prifungsrelevante Aufgaben zur Geometrie *

Aufgabe 1: Punkte- und Geradenscharen FOS/BOS 12 Technik, 2016, BI, 1

1.0  Ineinem kartesischen Koordinatensystem des R3 sind die Punkte A(8|5]6),
B(4|1|-1),P,(2]a|-1) und Q,(-2b|b|b+1) mit a, be R sowie die Geraden
h; und h, gegeben:

2 1 -1 -1
hy:X=| 3|+A|-1|, heR; hy:X=|—1|+p-| 1|, neR.
-1 0 3 0

Die Geraden h; und h, spannen die Ebene E auf.
1.1 Bestimmen Sie eine Gleichung der Ebene E in Normalenform.

1.2 Die Ebene E: 4x; +4x, +7x3—13=0 schneidet die x;-x;-Ebene in der Gera-
den s. Ermitteln Sie eine Gleichung von s.

1.3 Die Gerade g geht durch den Punkt A und schneidet die Ebene E im Punkt P,.
Ermitteln Sie eine Gleichung von g.

1.4  Berechnen Sie den Abstand des Punktes A von der Ebene E sowie die Koor-
dinaten des Spiegelpunktes A', der durch Spiegelung des Punktes A an der
Ebene E entsteht.

1.5 Priifen Sie, ob es einen Wert fiir den Parameter b gibt, sodass die Vektoren
BA und BQy, orthogonal sind.

1.6 Berechnen Sie die MaBzahl des Volumens der dreiseitigen Pyramide ABQ,P5.

1.7 Gegeben ist zusiitzlich die Geradenschar f :

6 c-15
fo:X=[5|+x:| c¢2 |mit K ceR.
4 0

Untersuchen Sie, fiir welche Werte von ¢ sich die Gerade

8 6
g X=|5|+v:|2| mitve R
6 7

mit einer Geraden aus der Geradenschar f, schneidet.

* © Bayerisches Staatsministerium fiir Unterricht und Kultus
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112> Lésungshinweise

Teilaufgabe 1.1

Zwei Geraden legen eine Ebene E fest, falls sie zueinander echt parallel sind
oder einen Schnittpunkt haben.

Priifen Sie die beiden Geraden auf Parallelitét, indem Sie die beiden Richtungs-
vektoren auf Kollinearitét untersuchen, d. h., priifen Sie, ob der eine Richtungs-
vektor ein Vielfaches des anderen Richtungsvektors ist.

Bestimmen Sie zur Berechnung des Normalenvektors der Ebene E geeignete
Richtungsvektoren und verwenden Sie das Vektorprodukt.

Teilaufgabe 1.2
Bestimmen Sie eine Koordinatengleichung fiir die x;-x3-Ebene.

Setzen Sie die Koordinatengleichung fiir die x;-x3-Ebene in die Gleichung von
E ein.

Teilaufgabe 1.3

Bestimmen Sie den Schnittpunkt von g und E, indem Sie den Punkt P, in die
Ebene einsetzen.

Stellen Sie mithilfe des berechneten Schnittpunktes und des Punktes A eine
Geradengleichung fiir g auf.

Teilaufgabe 1.4

Der Abstand eines Punktes zu einer Ebene entspricht dem Abstand dieses
Punktes zum Lotfu3punkt des Punktes auf der Ebene.

Den Spiegelpunkt eines Punktes bei Spiegelung an einer Ebene berechnet man
ebenfalls mit der Lotfulpunktmethode.

Bestimmen Sie die Gleichung der Hilfsgeraden, welche senkrecht zur Ebene E
ist und als Aufpunkt den zu spiegelnden Punkt A enthilt.

Berechnen Sie den Lotfulpunkt, indem Sie den Schnittpunkt der Hilfsgeraden
mit der Ebene E bestimmen.

Der Abstand zweier Punkte entspricht dem Betrag des Verbindungsvektors.

Der gesuchte Spiegelpunkt ergibt sich, indem Sie vom zu spiegelnden Punkt
zweimal den Verbindungsvektor von ebendiesem Punkt zum LotfuSpunkt
addieren.

Teilaufgabe 1.5

Zwei Vektoren sind genau dann zueinander orthogonal (senkrecht), wenn ihr
Skalarprodukt null ergibt.

U-49
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Teilaufgabe 1.6

Entnehmen Sie die Formel fiir das Volumen einer dreiseitigen Pyramide der
Merkhilfe.

Teilaufgabe 1.7

Bestimmen Sie die Schnittmenge der beiden Geraden durch Gleichsetzen und
priifen Sie, fiir welche Werte von c sich eine eindeutige Losung ergibt.

Lésungsvorschlag

1.1 Wenn zwei Geraden eine Ebene aufspannen, sind diese entweder echt parallel
oder schneiden sich in einem Schnittpunkt.
Priifen, ob parallel: Ist der Richtungsvektor von h; ein Vielfaches von h,?

0

1 -1
= |-1|==1-| 1| = hyllh,
0 0

Der Normalenvektor der Ebene E kann also mit dem Vektorprodukt aus dem
Verbindungsvektor der Aufpunkte von h; und h, mit einem der beiden
Richtungsvektoren gebildet werden:

fig = (AP(h;)— AP(h,)) X RV(h,)

ARG - 010

1.2 Die x;-x3-Ebene kann beispielsweise durch die Gleichung x, =0 dargestellt

1 -1
RV(h;)=k-RV(h,) = [—1}:1«( 1] = k=-1
0

0

Der Richtungsvektor der Schnittgeraden s ist sowohl zur Ebene E als auch zur
X;-X3-Ebene parallel, also senkrecht zu den beiden Normalenvektoren dieser
Ebenen. Er kann mit dem Vektorprodukt ermittelt werden:

M-

0
werden. Ein moglicher Normalenvektor dieser Ebene ist: fiy . = [ IJ
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Bayern = FOS - BOS 12 = Musterpriifung

Mathematik (Technik) — Teil 1, Analysis | (ohne Hilfsmittel)

Aufgabenstellung

Entscheiden Sie, welche Funktionsterme einen Graphen besitzen, der
punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung verlduft. Geben Sie fiir
Thre Entscheidung auch ein kurze Begriindung an.

Fiir alle Funktionen gilt Dy =1R.

Punktsymmetrie

ja

‘ nein Funktionsterm f(x) | Begriindung

[] [] x-(x=4)-(x+2)

[] x-(x-4)2-(x+4)

D 2-x-(x2-1)

D x-el=x

BE
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11X Loésungshinweise — Teil 1, Analysis |

Teilaufgabe 1
Achten Sie auf die Nullstellen und deren Vielfachheiten.

Achten Sie auf die Exponenten.

Verwenden Sie unter Umstdnden das (Punkt-)Symmetriekriterium:
f(—x)=—f(x)

Teilaufgabe 2.1

Bestimmen Sie die Steigung des Graphen der Funktion g in seinem linken
Wendepunkt.

Nutzen Sie diese Steigung, um die Koordinaten des Hochpunktes des Gra-
phen G, anzugeben.

Untersuchen Sie das Steigungsverhalten des Graphen der Funktion g fiir
X —>—oo.

Nutzen Sie die Symmetrieeigenschaften des Graphen Gg.
Entscheiden Sie, an welcher Stelle der Graph Gg- die x-Achse schneidet.
Zeichnen Sie den Graphen G, ein.

Teilaufgabe 2.2
Schitzen Sie die eingeschlossene Fliache durch ,,Kdstchen-Zahlen* ab.

Teilaufgabe 2.3

Berechnen Sie die Koordinaten des relativen Hochpunktes.
Untersuchen Sie das Verhalten des Graphen der Funktion g fiir x — tco.

Treffen Sie eine Aussage fiir die Wertemenge W und achten Sie dabei auf die
richtigen Intervallgrenzen.

Teilaufgabe 3.1
Geben Sie die Nullstellen der Funktion h, an.

Fiihren Sie eine Fallunterscheidung durch und argumentieren Sie dabei mit der
geometrischen Deutung der Vielfachheit der Nullstellen.

Beachten Sie, dass sich zwischen zwei Nullstellen stets ein relativer Extrem-
punkt befindet.
Teilaufgabe 3.2

Losen Sie die entsprechende Ungleichung mithilfe einer Vorzeichentabelle und
beachten Sie, dass a> 0 gilt.
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Lésungsvorschlag - Teil 1, Analysis |

2.1

Punktsymmetrie

ja ‘ nein Funktionsterm f(x)

Begriindung

[] X (x=4)-(x+2)

Die Nullstellen sind nicht symme-
trisch zu x=0.

[] x-(x=4)2%-(x+4)

Die Nullstellen sind zwar symme-
trisch zu x =0, aber sie haben
unterschiedliche Vielfachheiten.

D 2-x-(x2-1)

Der Term enthilt einen Summan-

den mit geradzahligem Exponen-

ten:

f(x)=2-x(x2-1)=2-x3+x
=—x3+x-2

O e

Das Produkt einer zum Koordina-
tenursprung symmetrischen
Funktion (f(x) =x) und einer zur
y-Achse symmetrischen Funktion
(g(x) =e!=**) ist punktsymme-
trisch zum Koordinatenursprung.
Alternativ:
f(—x)=—x-el~(%?

=—x-el=% =—f(x)
Da zudem Dy=R symmetrisch zu
x =0 ist, ist der Graph der Funk-
tion f symmetrisch zum Koordina-
tenursprung.

Im Punkt W (linker Wendepunkt des Graphen) hat der Graph der Funktion g

seine maximale Steigung. Der Wendepunkt liegt ungefihr bei W(-0,7

Zeichnet man im Punkt W die Tangente an

0,25).
den Graphen G, und entnimmt

dieser den Wert der Steigung mithilfe eines Steigungsdreiecks, so erhélt man:

m=Ay _08
AX 1

=0,8

Weil g'(-0,7) =m =0,8 ist, gilt fiir den Hochpunkt des Graphen der Ablei-

tungsfunktion g":
H(-0,7]0,8)

Fiir x — —oo folgt: g(x) :—%+el -x2 _y 1

M-4
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Bayern = FOS - BOS 12 = Fachabiturpriifung 2019
Mathematik (Technik) — Teil 1, Analysis (ohne Hilfsmittel)

Aufgabenstellung

2.0

Die Funktion f}: x > (x — a)2-(x +3) mit der Definitionsmenge

Df; =R ist die erste Ableitungsfunktion der Funktion f, mit D; =R
und ae R.

Bestimmen Sie simtliche Werte fiir a, sodass der Graph der zugehori-
gen Funktion f, mehr als einen Punkt mit waagrechter Tangente be-
sitzt.

Begriinden Sie, von welcher Art diese Punkte dann jeweils sind.

Die ganzrationale Funktion 4. Grades p und die lineare Funktion h
sind auf Dp =Dy, =R definiert.

In der nachfolgenden Abbildung sind Ausschnitte der Graphen von p
und h dargestellt.

Hinweis: Ganzzahlige Werte konnen der Abbildung entnommen wer-
den.

2019-1
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11X Lésungshinweise — Teil 1, Analysis

Teilaufgabe 1

Bestimmen Sie die Losungen der Gleichung f; (x) =0 und entscheiden Sie, fiir
welche Werte von a man zwei unterschiedliche Losungen erhilt.

Untersuchen Sie das Vorzeichenverhalten der Funktionswerte von f; in der Um-

gebung der Nullstellen (z. B. mit einer Vorzeichentabelle) und schliefen Sie da-
raus auf die Art der Punkte mit waagrechter Tangente.

Teilaufgabe 2.1
Entnehmen Sie der Grafik den ganzzahligen Funktionswert h(3).

Teilaufgabe 2.2
Entnehmen Sie der Grafik die Nullstelle x, der Funktion h.

Entscheiden Sie anhand der Grafik, wie viele Losungen die Gleichung
p(x) = xy besitzt.

Teilaufgabe 3

Der Funktionsterm besteht aus zwei Summanden: einer Konstanten und einem
von t abhéngigen Term.

Der von t abhidngige Term beschreibt die Temperaturdifferenz zum Zeitpunkt t
und strebt mit zunehmender Zeit gegen null.

Teilaufgabe 4.1

(a) Die erste Ableitung liefert eine Aussage iiber das Steigungsverhalten des
Graphen.

(b) Die zweite Ableitung liefert eine Aussage tiber das Kriimmungsverhalten
des Graphen.

(c) Das bestimmte Integral liefert den Wert einer eingeschlossenen Fliche (bzw.
Fldachenbilanz). Treffen Sie davon ausgehend eine Entscheidung dariiber, wo
der tiberwiegende Teil der Fldche beziiglich der x-Achse liegt.

Teilaufgabe 4.2
Nutzen Sie die Bedeutung der in 4.1 festgelegten Aussagen.

Teilaufgabe 5.1

Untersuchen Sie fiir jeden Funktionsterm das Verhalten der Funktionswerte fiir
X = +oound X — —oo.

Bringen Sie den Funktionsterm t(x) in Produktform.

Teilaufgabe 5.2
Losen Sie die Gleichung s(x) =u(x).

2019-4
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Lésungsvorschlag — Teil 1, Analysis

1

2.1

Stellen mit waagrechter Tangente:
f,(x)=0
(x-2a)2(x+3)=0
X;=-3; Xp,=a

WX Falls a=-3 ist, besitzt f, eine einzige Nullstelle (und zwar die dreifache
Nullstelle x;=-3).

Zwei unterschiedliche Nullstellen der Ableitungsfunktion f; und somit zwei

unterschiedliche Stellen mit waagrechter Tangente an den Graphen der Funk-
tion f, hat man fiir alle ac R\ {-3}.

1. Fall: a>-3 2. Fall: a<-3
vZT -3 a vZT a -3
1 1 X 1 1 X
(x—a)? + 1+ 0 (x—a)? + 0 +
(x+3) [ - 0 + | (x+3)| - 1 - 0
B[ - 0 + 0 + B -0 - 0 +
Gl 7 TeP g G NT:P\‘ - 7
TP ™

In beiden Fillen hat der Graph der Funktion f; einen relativen Tiefpunkt an
der Stelle x; =—3 und einen Terrassenpunkt an der Stelle x,=a.

Alternative Begriindung:
x; =-3 ist eine einfache Nullstelle der Ableitungsfunktion f,, d.h., f, hat an
dieser Stelle einen Vorzeichenwechsel von — nach +.

= Der Graph der Funktion f; hat an der Stelle x, =-3 einen relativen
Tiefpunkt.

X, =a ist eine doppelte Nullstelle der Ableitungsfunktion f,, d.h., f, hat an

dieser Stelle keinen Vorzeichenwechsel.

= Der Graph der Funktion f; hat an der Stelle x,=a einen Terrassenpunkt.

Der Grafik kann entnommen werden, dass gilt:
h(3)=-2und p(-2)=1

Somit folgt:
p(h(3))=p(-2)=1

2019-5
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Bayern = FOS - BOS 12 = Fachabiturpriifung 2019
Mathematik CAS (Technik) — Teil 2, Analysis | (mit Hilfsmitteln)

Aufgabenstellung

1.0 Der Graph Gg einer auf D,=R definierten Funktion
f: x > ax*+bx3+cmita, b,ce R und a0
besitzt die beiden Wendepunkte W (0| 1) und W,(2|-3).

1.1 Ermitteln Sie den Funktionsterm von f.
[Teilergebnis: a =i; b=-1;c=1]

1.2  Bestimmen Sie die Art und Koordinaten des relativen Extrempunktes
von G.

1.3 Zeichnen Sie unter Beriicksichtigung aller bisherigen Ergebnisse so-
wie weiterer geeigneter Funktionswerte den Graphen G;im Bereich
—1,5<x<4,25 in ein kartesisches Koordinatensystem ein.

MafBstab: x-Achse: 1 LE=2 cm; y-Achse: 1 LE=1 cm

1.4  Gegeben ist weiterhin die Funktion g mit der Funktionsgleichung
g(x)=2x-7 auf D, =R. Der Graph G, dieser Funktion schlieBt
mit dem Graphen G; ein endliches Flichenstiick ein. Zeichnen Sie
den Graphen von g in das Koordinatensystem von Teilaufgabe 1.3
ein, kennzeichnen Sie dieses Fldchenstiick und berechnen Sie die
Mafzahl seines Fldcheninhalts.

2.0  Gegeben ist die reelle Funktion h: x - 2x3+4kx?+8x mitke R und
D, =R.
k
2.1 Beurteilen Sie, ob die folgende Aussage richtig ist.
,»Der Graph der Funktion h; ist weder achsensymmetrisch zur y-Achse
noch punktsymmetrisch zum Ursprung.*

2.2 Ermitteln Sie, fiir welche Werte fiir k die Funktion h, genau eine Null-
stelle besitzt.

2.3 Bestimmen Sie den Wert fiir k, fiir den die Funktion hy_an der Stelle
x =2 einen relativen Tiefpunkt besitzt, und geben Sie dessen Koordi-
naten an.

2019-51
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11X Loésungshinweise — Teil 2, Analysis |

Teilaufgabe 1.1

Stellen Sie mithilfe der Informationen aus der Aufgabenstellung ein Gleichungs-
system auf und 16sen Sie dieses mit dem CAS.

Die Wendepunkte liegen auf G; und erfiillen die Funktionsgleichung.
An den Wendestellen ist der Wert der 2. Ableitung der Funktion f gleich null.

Teilaufgabe 1.2

Besitzt die Funktion f' eine Nullstelle mit Vorzeichenwechsel von + nach —,
dann hat die Funktion f dort ein lokales Maximum. Bei einem Vorzeichen-
wechsel von — nach + liegt dagegen ein lokales Minimum vor.

Bestimmen Sie den Funktionswert von f an der Stelle des Extremums.

Teilaufgabe 1.3
Erstellen Sie mit dem CAS eine Wertetabelle.
Beachten Sie den MaBstab.

Teilaufgabe 1.4
Bestimmen Sie mit dem CAS die beiden Schnittstellen x; und x, der Graphen
von f und g und damit die Integralgrenzen.

Verwenden Sie fiir die Flachenberechnung das Integral von ,,oberer Graph
minus unterer Graph®.

Teilaufgabe 2.1
Untersuchen Sie mit dem CAS, ob h (—x) =h (x) (Achsensymmetrie zur
y-Achse) oder hy (—x) =—h (x) (Punktsymmetrie zum Ursprung).

Teilaufgabe 2.2
Bestimmen Sie mit dem CAS alle moglichen Nullstellen in Abhéngigkeit von k.

Untersuchen Sie, ob es Parameterwerte fiir k gibt, fiir die genau eine Nullstelle
vorliegt.

Teilaufgabe 2.3

Einen relativen Tiefpunkt bei x =2 kann es nur geben, wenn die 1. Ableitung
von h, an dieser Stelle null ist.

Setzen Sie in die 1. Ableitung den Wert x =2 ein und bestimmen Sie mit dem
CAS, fiir welche Parameterwerte fiir k die 1. Ableitung null ist.

Priifen Sie mit der 2. Ableitung von h,, ob bei x =2 tatsichlich ein Tiefpunkt
vorliegt.

2019-54



https://www.stark-verlag.de/abiturprufung-fos-bos-bayern-mathematik-technik-12-klasse?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben

‘ Lésungsvorschlag — Teil 2, Analysis |

1.1

Die Funktion f hat laut Angabe folgende Form: f (x) =ax* +bx3 +c¢

1ilx3» Es empfiehlt sich, im ersten Schritt die Funktion f in Abhéngigkeit der

1.2

1.3

1.4

Mit den Informationen aus der Aufgaben-
stellung erhilt man ein Gleichungssystem,
das man mit dem CAS 16st:

f(0)=1

f(2)=-3 CAS

(2) = a:l;bz—l;c:l
£7(0)=0 4

f"(2)=0

Stellen mit waagrechter Tangente:
CAS

f'(x)=0 = x=0v x=3

Vorzeichenverhalten von f'(x):
CAS

f'x)<0 =

CAS
f'x)>0 =

x<3 A Xx#0

x>3

Parameter zu definieren und dann die 2. Ableitungsfunktion zu berechnen.

r(x):=u-x4+b-x3+c Fertig

Fertig

faa Gc)=d—?;(7(x))
dx“

0)=1
E?:@ {})
¢ aa(2)=0

a=i and b=-1and c=1
4

solve

f(x):=l- x4—x3+ 1 ezite
4
) Ferte
dx
solve (f_a (x)=0,x) x=0 orx=3
solve(f_a(x)<0x) x#0 and x<3
solve (f_a (x)>0,x) x>3
#2) 2

4

Da f'(x) an der Stelle x =3 einen Vorzeichenwechsel von — nach + besitzt,

besitzt f dort ein relatives Minimum.

CAS 23

£f(3) = —7 = Relativer Tiefpunkt T(3 ‘ —%)

Vgl. Teilaufgabe 1.3 der Priifung ohne CAS.

Eine Kontrolle mit dem CAS ist moglich.

Einzeichnen des Graphen von g in das Koordinatensystem von Teilauf-
gabe 1.3 und Kennzeichnen des beschriebenen Fléchenstiicks.

Bestimmung der Schnittstellen der beiden
Graphen (Integralgrenzen):

CAS
fx)=g(x) = x=2v x=4

Bestimmung der Flichenmafzahl:

4
A=Jem-fone' = 2
2

2019-56
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