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EINLEITUNG DES HERAUSGEBERS

»Meine Anstrengungen, tUber das ins Klare zu kommen, was
man Zahl nennen will, haben zu einem Miflerfolge gefiihrt“, no-
tiert Frege am 23. Marz 1924 in sein Tagebuch. Dieser Miflerfolg,
den Frege durch die Herleitung der Zermelo-Russellschen Antino-
mie (s. u.) in seinem ausgearbeiteten System bestatigt sah, mufite
in fehlerhaften Annahmen des Fregeschen Systems seine Griinde
haben. Der wohl aus Freges letztem Lebensjahr stammende, frag-
mentarisch gebliebene Neue Versuch der Grundlegung der Arithmetik be-
faBt sich mit solchen Griinden und enthalt als vorausgeschicktes
Fazit gleich zu Beginn zwei Selbstberichtigungen Freges:

,»1ch habe die Meinung aufgeben miissen, daf die Arithmetik
ein Zweig der Logik sei und dafl demgemaf in der Arithmetik
alles rein logisch bewiesen werden miisse. Zweitens habe ich
die Meinung aufgeben mussen, dafl die Arithmetik auch der
Anschauung keinen Beweisgrund zu entnehmen brauche*
(NSchrWB 1, 298).
Ganz bewuft lehnt sich die Formulierung dieser Satze an den An-
fang der Einleitung zu den Grundgesetzen der Arithmetik an, wo Frege
geschrieben hatte:
»In meinen Grundlagen der Arithmetik habe ich wahrscheinlich
zu machen gesucht, dass die Arithmetik ein Zweig der Logik
sei und weder der Erfahrung noch der Anschauung irgend-
einen Beweisgrund zu entnehmen brauche” (GGA I, 1).
Welche Revolution in Freges Denken die Zuriicknahme seines logi-
zistischen Programms, die Arithmetik allein mit Mitteln der Logik
zu begrinden, bedeutete, kann man erst verstehen, wenn man sich
die Hintergrinde, die Ziele und die Hauptschritte dieses Pro-
gramms vor Augen fithrt. Geschieht dies anhand der Grundlagen, so
wird zugleich deutlich, weshalb wir heute trotz der Unerreichbar-
keit des Fregeschen Zieles auf dem von ihm gewahlten Wege zu den
klassischen Lehrstiicken philosophischer Analyse gerade Freges
Grundlagen der Arithmetik rechnen, deren Erscheinen vor einem Jahr-
hundert der Anlaf einer Internationalen Konferenz in Schwerin im
September 1984 war und Anlafl auch der Centenarausgabe ist.



XXII Christian Thiel
1. Dic Ziele der Grundlagen der Anthmetik

Friedrich Ludwig Gottlob Frege (*8.11. 1848 in Wismar, | 26.
7.1925 in Bad Klcinen) studierte zunéchst in Jena und dann in
Géttingen, wo er 1873 aufgrund sciner Dissertation tiber ein gco-
metrisches Thema promoviert wurde. Schon 1874 habilitierte er
sich far Mathematik an der Universitit Jena, deren Lehrkérper er
von da an bis zu seinem Rucktritt vom Lehramt im Jahre 1918 an-
gehorte. Seine drei Buchverdffentlichungen - die Begriffsschrift
1879, Die Grundlagen der Arithmetik 1884 und Grundgesetze der Arithme-
ttk 7 1893, IT 1903 - markieren drci aufeinanderfolgende, jeweils
das bis dahin Erreichte in der Darstellung verbessernde und inhalt-
lich weiterfahrende Schritte auf dem Weg des obengenannten logi-
zistischen Programms. Uber den Schritt zwischen den beiden erst-
genannten Schriften (und das heifit, Gber die Vorgeschichte der
Grundlagen) schrieb Frege am 23.9.1902 an Philip E. B. Jourdain:

»Das Bcdirfnis, stillschweigend gemachte Voraussetzungen
bei der Grundlegung der Arithmetik mit Sicherheit auszu-
schlicssen, fuhrte mich zu der Begriffsschrift des Jahres 1879.
Die Beschiaftigung mit dieser hat mich dann wieder zu einer
genauercn Fassung der Grundbegriffe der Arithmetik geno-
thigt, wiewohl ich dies im einzelnen nicht mehr angeben kann.
Die Erkcnntnis, daf der Tréager der Zahl nicht ein Haufe, Ag-
gregat, System von Dingen, sondern ein Begriff ist, ist wohl
wesentlich durch die Begriffsschrift gefordert worden. Statt
des Begriffes kann man auch seinen Umfang nehmen, oder
was ich dafur auch sage, die zugchorige Klassc. Diese Unter-
scheidung des Haufens (Aggregats, Systems) von der Klasse,
die vor mir vielleicht noch nicht so scharf gemacht ist, ver-
dankc ich, wie ich glaube, meiner Begriffsschrift, obwoh! Sic
davon beim Lesen meines Werkchens vielleicht keinc Spur
entdecken werden® (NSchrWB II, 111).
Tatsachlich kommen im Haupttext der Begriffsschrift die Worter
»Arithmetik“ (bzw. ,,arithmetisch®), ,,Klasse“ und ,,Begriffsum-
fang* tiberhaupt nicht und selbst das Wort ,,Zahl“ nur innerhalb
eines Beispiels vor. Ausfihrlich vorgestellt wird vielmehr die ,,Be-
gniffsschrift, eine der arithmetischen nachgebildete Formelsprache
des reinen Denkens®, wie der vollstindige Titel der Veroffentli-
chung lautet. Das ,,rcine Denken* aber ist der Gegenstand der for-
malen Logik, und die Begriffsschrift ein von Frege ausgetiifteltes



Einlcitung XXIIT

zweidimensionales Notationssystem fiir die logischen Grundbe-
griffe und Verkniipfungen (z. B. ,nicht“, ,und“, ,wenn...,
dann---“, ,alle... sind---“, ,manche... sind---“). In den er-
sten beiden der drei Abschnitte des Bandchens entwickelt Frcge
- historisch iibrigens ohne jedes Vorbild - in axiomatischer Form
die heute so genannte klassische Aussagen- oder Junktorenlogik so-
wie (stufenunabhangig) die klassische Pradikaten- oder Quantoren-
logik, die dann im letzten Abschnitt unter dem Titel ,,Einiges aus
einer allgemeinen Reihenlehre® eine mathematische Anwendung
finden. Welche Absichten Frege mit dieser sehr speziell erscheinen-
den Anwendung verfolgte, hatte er schon im Vorwort ausgespro-
chen: er wollte ,,versuchen, wie weit man in der Arithmetik durch
Schliisse allein gelangen konnte, nur gestiitzt auf die Gesetze des
Denkens, die lber allen Besonderheiten erhaben sind“ (BS IV),
wobei er ,,zuerst den Begriff der Anordnung in einer Reihe auf die
logische Folge zuriickzufiilhren suchte, um von hier aus zum Zahl-
begriff fortzuschreiten. Damit sich hierbei nicht unbemerkt etwas
Anschauliches eindringen kénnte, musste Alles auf die Liicken-
losigkeit der Schlusskette ankommen® (ibid.; die letzte Formulie-
rung vielleicht angeregt von Leibniz, dem es ebenfalls um ,,un cer-
tain enchainement qui soit sans interruption ging - so Leibnizens
3. Maxime fir eine ,,art de bien raisonner* in De la sagesse, Erdm.
674a). Er schlof das Vorwort mit den Sitzen:
»Die Arithmetik ist der Ausgangspunkt des Gedankenganges
gewesen, der mich zu meiner Begriffsschrift geleitet hat. Auf
diese Wissenschaft denke ich sie daher auch zuerst anzuwen-
den, indem ich ihre Begriffe weiter zu zergliedern und ihre
Satze tiefer zu begriinden suche. [...] die Beleuchtung der Be-
griffe der Zahl, der Grosse u.s.w. sollen den Gegenstand fer-
nerer Untersuchungen bilden, mit denen ich unmittelbar nach
dieser Schrift hervortreten werde“ (BS VIII).
Bis es soweit war, vergingen allerdings mehr als funf Jahre (das
Vorwort der Begriffsschrift trigt das Datum ,,18. December 1878).
Immerhin konnte Frege in einem Brief an Carl Stumpf (?) am
29. 8. 1882 berichten:
»Ich habe jetzt ein Buch nahezu vollendet, in welchem ich den
Begriff der Anzahl bchandle und nachweise, dass die ersten
Sitze Uuber das Zihlen der Zahl, die man bisher als unbeweis-
bare Axiome anzusehen geneigt war, sich nur [im Sinne von
»ausschliefilich“, C. T.] mittels der logischen Gesetze aus den
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Definitionen beweisen lassen, sodass sie im Kantischen Sinne
wohl als analytische zu betrachten sind“ (NSchrWB II, 163).
FEinem etwaigen Zweifel Stumpfs, ob in diesem Nachweis nicht
doch ein Fehler stecke oder sich ,,ein wesentlicher Inhalt aus ande-
ren Erkenntnisquellen unbemerkt eingeschlichen habe“, halt Frege
schon vorab entgegen:
,»Die Zuversicht, dass dies nicht geschehen sei, schopfe ich aus
der Anwendung meiner Begriffsschrift, die nichts von dem
durchlasst, was nicht ausdricklich vorausgesetzt war [...]“
(ibid.).
Gerade die Begriffsschrift aber, die schon einer giinstigen Auf-
nahme des nach ihr betitelten Bandchens von 1879 im Wege ge-
standen hatte, veranlafite Stumpf, am 9. 9. 1882 in seinem Ant-
wortschreiben von ihrer Verwendung abzuraten:
,,Hinsichtlich Threr Arbeit, auf welche ich mich auflerordent-
lich freue, bittc ich mir die Frage nicht iibel zu nehmen, ob es
nicht zwcckmafig ware, deren Gedankengang zunachst in der
gewohnlichen - und viellcicht getrennt davon ein andermal
oder auch im sclben Buche in der Begriffsschrift darzulegen;
was, dachte ich, der Aufnahme bcider Materien gilinstig scin
miiftc” (NschrWB II, 257).

Frege ist vennutlich dieser Anregung Stumpfs gefolgt, als er bei
der Aufstellung seiner rein logischen Anzahldefinition (dem nach-
sten Schritt des logizistischen Programms) in den 1884 veréffent-
lichten Grundlagen der Anithmetik villig auf die Heranziehung der Be-
griffsschrift verzichtete. Erst fiir den letzten Schritt, die liickenlose
Herleitung der arithmetischen Satze in den Grundgesetzen der Arith-
metik, hat sich Frege der dann - nach weiteren ncun Jahren! - sogar
stark weiterentwickelten Begriffsschrift wieder bedient und wohl
bedienen mussen. Weder in den Grundlagen noch in den Grurdgeset-
zen hat er uns allerdings mitgeteilt, ob die erstgenannte Schrift als
Umarbeitung eines schon fertigen Tcils des in dem Brief an Stumpf
erwzhnten Manuskripts, oder aber als neues, eigenes Manuskript
entstanden ist. Der Verzicht auf die Begriffsschrift wird Frege in
keinem Falle leicht geworden sein, denn seine Auferungen in den
§§ 90 und 91 der Grundlagen und im ersten Band der Grundgesetze
(z.B. S. VII f. und S. 1) lassen erkennen, daf Frege es diesem
Verzicht zuschrieb, wenn er die analytische Natur der arithmeti-
schen Satze in den Grundlagen nicht mehr als ,,wahrscheinlich® habe
machen kdnnen. Obwohl sich die begriffsschriftfrcic Darstellung
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der Grundlagen der Arithmetik fiir deren Aufnahme bei den Zeitgenos-
sen nicht so ,,glinstig* auswirkte, wie Stumpf dies Frege (und die-
ser sich selbst) gewlinscht hatte, so erleichtert sie doch bis heute die
Vermittlung der Grundgedanken Freges zur Philosophie der Ma-
thematik ganz auflerordentlich und ist vielleicht entscheidend dafir
geworden, dafl den Grundlagen bei den philosophisch interessierten
Lesern die Aura des Esoterischen erspart blieb, die der Begniffsschrift
und den Grundgesetzen wohl fiir immer anhaften wird.

Auf den ersten Seiten des Haupttextes der Grundlagen hat Frege
Iar ausgesprochen, dafl er mit den Uberlegungen des Buches ei-
nen doppelten Zweck verfolgte. Es sollte einen mathematischen Beitrag
liefern, indem die zeitgendssischen Bemihungen um eine strengere
Begriindung der Mathematik durch genauere Analyse ihrer Be-
griffe und Zuruckfithrung ihrer Satze auf wenige Gberschaubare
Axiome um eine Analyse der Begriffe und Sitze der Arithmetik
erweitert wurde, bis zu denen das sog. ,Arithmetisierungspro-
gramm* der Analysis bereits zuriickgegangen war. Es sollte aber
auch einen philosophischen Beitrag leisten und die Frage ,,nach der
apriorischen oder aposteriorischen, der synthetischen oder analyti-
schen Natur der arithmetischen Wahrheiten (GLA 3) dadurch ei-
ner Beantwortung naherbringen, dafl die Frage entschieden wird,
ob der Anzahlbegriff durch einfachere Begriffe definiert werden
kénne oder nicht. ,Das soll die Aufgabc dieses Buches sein“
(ibid.).

2. Hauptprobleme der Grundlagen und Inhaltstiberblick

Frege gibt in den Grundlagen der Arithmetik eine Definition des An-
zahlbegriffs, in deren Definiens allein Begriffe der Logik vorkom-
men (so wie Frege deren Bereich abgrenzt; nach heutiger Sicht-
weise und Terminologie definiert er die Anzahl durch Begriffe der
elementaren Mengenlehre). Damit beantwortet er die Frage nach
der Natur der arithmetischen Wahrheiten im Sinne ihres analyti-
schen Charakters.

Fir diese Antwort aber, die erst im letzten Drittel der Grundlagen
erfolgt, missen Vorbereitungen getroffen werden, und Frege rech-
net zu diesen offenbar auch die umfassende, die erste Halfte des
Buches fillende Zusammenstellung und Kritik von ,,Meinungen
von Philosophen und Mathematikern uber die hier in Betracht
kommenden Fragen®“ (GLA IV). Damit verfolgt Frege nach seiner
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EINLEITUNG.

Auf die Frage, was die Zahl Eins sei, oder was das Zeichen 1 be-
deute, wird man meistens die Antwort erhalten: nun, ein Ding.
Und wenn man dann darauf aufmerksam macht, dass der Satz

»dic Zahl Eins ist ein Ding*
keine Definition ist, weil auf der einen Seitc der bestimmte Artikel,
auf der andern der unbestimmte steht, dass er nur besagt, die Zahl
Eins gchore zu den Dingen, aber nicht, welches Ding sie sei, so
wird man vielleicht aufgefordert, sich irgendein Ding zu wahlen,
das man Eins nenncn wolle. Wenn aber Jeder das Recht hatte, un-
ter diesemn Namen zu verstehen, was er will, so wiirde derselbe Sat=
von der Eins fiir Vcrschiedene Verschiedenes bedeuten; es gabe kei-
nen gemeinsamen Inhalt solcher Satze. Einige lehnen vielleicht dic
Frage mit dem Hinweise darauf ab, dass auch die Bedeutung des
Buchstaben a in der Arithmetik nicht angegeben werden kénne;
und wenn man sage: a bedeutet eine Zahl, se kénne hierin derselbe
Fehler gefunden werden wie in der Definition: Eins ist ein Ding.
Nun ist die Ablehnung der Frage in Bezug auf a ganz gerechtfcr-
tigt: es bedeutet keine bestimmte, angebbarc Zahl, sondern d:ient
dazu, die Allgemcinhcit von Sétzen auszudriicken. Wenn man fir
ain a+a-a=a eine beliebige aber Gberall dieselbe Zahl | setzt, so
erhilt man immer eine wahre Gleichung. In diesem Sinne wird der
Buchstabe a gebraucht. Aber bei der Eins liegt die Sache doch we-
sentlich anders. Konnen wir in der Gleichung 1 + 1 =2 fiir 1 beide-
mal denselben Gegenstand, etwa den Mond setzen? Vielmehr
scheint es, dass wir fiir die erste 1 etwas Anderes wie fir die zweite
setzen miussen. Woran liegt es, dass hier gradc das geschehen muss,
was in jenem Falle ein Fehler ware? Die Arithmetik kommt mit
dem Buchstaben a allein nicht aus, sendern muss noch andere b, ¢
u.s. w. gebrauchen, um Beziehungen zwischen verschiedencn Zah-
len allgemein auszudriicken. Sol,| sollte man denken, kénnte auch
das Zeichen 1 nicht geniigen, wenn es in dhnlicher Weise dazu
diente, den Satzen eine Allgemeinheit zu verleihen. Aber erscheint
nicht die Zahl Eins als bestimmter Gegenstand mit angebbaren Ei-
genschaften, z. B. mit sich selbst multiplicirt unverandert zu blei-
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ben? In diesem Sinne kann man ven a keine FEigenschaft angeben;
denn was von a ausgesagt wird, ist eine gemeinsame Eigenschaft
der Zahlen, wahrend 1! = 1 weder vom Monde etwas aussagt, noch
von der Sonne, noch von der Sahara, noch vom Pic von Teneriffa,
denn was kénnte der Sinn ciner solchen Aussage sein?

Auf solche Fragen werden wohl auch die meisten Mathematiker
keine geniigende Antwort bereit haben. Ist ¢s nun nicht fiir die
Wissenschaft beschimend, so im Unklaren uber ihren nachstlie-
genden und scheinbar so einfachen Gegenstand zu sein? Um so we-
niger wird man sagen konnen, was Zahl sei. Wenn ein Begriff, der
einer grossen Wissenschaft zu Grunde licgt, Schwierigkeiten dar-
bietet, so ist es doch wohl eine unabweisbare Aufgabe, ihn genauer
zu untersuchen und diese Schwierigkeiten zu Uberwinden, beson-
ders da es schwer gelingen mochte, tiber die negativen, gebroche-
nen, complexen Zahlen zu voller Klarheit zu kommen, solange
noch die Einsicht in die Grundlage des ganzen Baues der Arithme-
tik mangelhaft ist. |

Viele werden das freilich nicht der Mihe werth achten. Dieser
Begriff ist ja, wie sie meinen, in den Elementarbiichern hinrei-
chend behandelt und damit fur das ganze Leben abgethan. Wer
glaubt denn tber eine so einfache Sache noch etwas lernen zu kon-
nen! Fir so frei von jeder Schwierigkeit halt man den Begriff der
positiven ganzen Zahl, dass er fiir Kinder wissenschaftlich erschop-
fend behandeit werden kénne, und dass Jeder ohne weiteres Nach-
denken und ohne Bekanntschaft mit dem, was Andere gedacht ha-
ben, genau von ihm Bescheid wisse. So fehlt denn vielfach jene er-
ste Vorbedingung des Lernens: das Wissen des Nichtwissens. Die
Folge ist, dass man sich noch immer mit einer rohen Auffassung
begnugt, obwohl schon Herbart*) eine richtigere gelehrt hat. Es
ist betrubend und entmuthigend, dass in dieser Weise eine Er-
kenntnis immer wieder verloren zu gehen droht, die schon errun-
gen war, dass so manche Arbeit vergeblich zu werden scheint, weil
man im eingebildeten Reichthume nicht néthig zu haben glaubt,
sich ihre Frichte anzueignen. Auch diese Arbeit, sehe ich wohl, ist
solcher Gefahr ausgesctzt. Jene Roheit der Auffassung tritt mir ent-
gegen, wenn das Rechnen aggregatives, mechanisches Denken ge-

*) Sémmtliche Werke, herausgegeb. von Hartcnstein, Bd. X, 1.Thi.
Unmriss padagegischer Vorlesungen § 252, Anm. 2: ,Zwei heisst nicht
zwei Dinge, sondern Verdoppelung® u. 8. w.!
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nannt wird**). Ich bezweifle, dass es ein solches Denken tilberhaupt
giebt. Aggregatives Vorstellen kénnte man schon eher gelten las-
sen; aber es ist fiir das Rechnen ohne Bedeutung. Das Denken ist
im Wesentlichen uberall dasselbe: es kommen nicht je nach dem
Gegenstande verschiedene Arten von Denkgesetzen in Betrachi.
Die Unterschiede bestehen nur in der grdsseren oder geringeren
Reinheit und Unabhingigkeit von psychologischen Eintlissen und
von dussern Hilfen des Denkens wie Sprache, Zahl-|zeichen und
dgl., dann etwa noch in der Feinheit des Baues der Begriffe; aber
gradc in dicser Rucksicht méchte die Mathematik von keiner Wis-
scnschaft, sclbst der Philosophie nicht, tibertroffen werden.

Man wird aus dieser Schrift ersehen koénnen, dass auch ein
scheinbar eigenthiimlich mathematischer Schluss wie der von n auf
n+ 1 auf den allgemeinen logischen Gesctzen beruht?®, dass es be-
sondrer Gesetze des aggregativen Denkens nicht bedarf. Man kann
freilich die Zahlzeichen mechanisch gebrauchen, wic man papagei-
massig sprechen kann; aber Denken mdchte das doch kaum zu
nennen sein. Es ist nur moglich, nachdem durch wirkliches Denken
die mathematische Zeichensprache so ausgebildct ist, dass sie, wie
man sagt, fiir einen denkt. Dies beweist nicht, dass die Zahlen in ei-
ner besonders mechanischen Weise, etwa wie Sandhaufen aus
Quarzkornern gebildet sind. Es liegt, denke ich, im Interesse der
Mathematiker einer solchen Ansicht entgegenzutreten, welche ci-
nen hauptsachlichen Gegenstand ihrer Wissenschaft und damit
diese selbst herabzusetzen gecignct ist. Aber auch bei Mathemati-
kern findet man ganz dhnliche Ausspriiche. Im Gegentheil wird
man dem Zahlbegriffe einen fcineren Bau zuerkennen miissen als
den meisten Begriffen andrer Wissenschaften, obwohl er noch einer
der einfachsten arithmetischen ist.

Um nun jencn Wahn zu widerlegen, dass in Bezug auf die positi-
ven ganzen Zahlen eigentlich gar keine Schwierigkeiten obwalten,
sondern allgemeine Uebereinstimmung herrsche, schien es mir
gut, einige Meinungen von Philosophen und Mathcmatikern iiber
die hier in Betracht kommenden Fragen zu besprechen. Man wird
schn, wie wecnig von Einklang zu finden ist, sodass geradezu entge-
gengesetzte Ausspriche vorkommen. Die Einen sagen z. B.:  die
Einheiten sind einander gleich“, dic Andern halten sie fir verschie-

**) K. Fischer, System der Logik und Metaphysik oder Wissenschafts-
lehre, 2. Aufl. § 94.2
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den, und beide haben Griinde fiir ihre Behauptung, die sich nicht
kurzer Hand abweisen lassen. Hierdurch suche | ich das Bediirf-
niss nach einer genaueren Untersuchung zu wecken. Zugleich will
ich durch die vorausgcschickte Beleuchtung der von Andern ausge-
sprochenen Ansichten meiner eignen Auffassung den Boden eb-
nen, damit man sich vorweg Gberzeuge, dass jene andern Wege
nicht zum Ziele fiithren, und dass meine Meinung nicht eine von
vielen gleichberechtigten ist; und so hoffc ich dic Fragc wcenigstens
in der Hauptsache endgiltig zu entscheiden.

Freilich sind meine Ausfiihrungen hierdurch wohl philosophi-
scher geworden, als vielen Mathecmatikern angcemessen scheinen
mag; aber cine grindlichc Untersuchung des Zahlbegriffes wird
immer etwas philosophisch ausfallen miissen. Diese Aufgabe ist der
Mathematik und Philosophie gemeinsam,

Wenn das Zusammenarbeitcn dieser Wissenschaften trotz man-
cher Anliufe von beiden Seiten nicht ein se gedeihliches sst, wie es
zu wiinschen und wohl auch méglich ware, so liegt das, wie mir
scheint, an dem Ucberwicgen psychologischer Betrachtungsweisen
in dcr Philosophie, die selbst in die Logik eindringen. Mit dieser
Richtung hat die Mathematik gar keinc Berihrungspunktc, und
daraus erklirt sich leicht die Abneigung vieler Mathemnatiker gegen
philosophische Betrachtungen. Wenn z. B. Stricker®) die Vor-
stellungen der Zahlen motorisch, von Muskelgefiihlen abhingig
nennt, so kann der Mathematiker seine Zahlen darin nicht wieder-
erkennen und weiss mit einem solchen Satze nichts anzufangen.
Eine Arithmetik, die auf Muskclgcfiihle gegriindet wire, wiirde ge-
wiss recht gefithlvoll, aber auch cbenso verschwommen ausfallen
wie diese Grundlage. Nein, mit Gefihlen hat die Arithmetik gar
nichts zu schaffen. Ebensowenig mit innern Bildern, die aus Spu-
ren friherer Sinncscindriicke zusammengeflossen sind. Das
Schwankende und Unbestimmte, welches alle diese Gestaltungen
haben, steht im starken Gegensatze zu der Bestimmtheit und | Fe-
stigkeit der mathematischen Begriffe und Gegenstinde. Es mag ja
von Nutzen sein, die Vorstellungen und deren Wechsel zu betrach-
ten, die beim mathematischen Denken vorkommen; aber die Psy-
chologie bilde sich nicht ein, zur Begriindung der Arithmetik ir-
gendetwas beitragen zu kénnen. Dem Mathematiker als solchem
sind dicse inncrn Bilder, ihre Entstehung und Veranderung gleich-

™) Studien iiber Association der Vorstellungen. Wicn 1883.*
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giltig. Stricker sagt selbst, dass er sich beim Worte ,,Hundert“
weiter nichts vorstellt als das Zcichen 100.> Andcre mogen sich den
Buchstaben C oder sonst etwas vorstellen; geht daraus nicht her-
vor, dass dicsc inncrn Bilder in unserm Falle fir das Wesen der Sa-
chec vollkommen gleichgiltig und zufiéllig sind, ebenso zufallig wie
eine schwarze Tafel und ein Stiick Kreide, dass sie tiberhaupt nicht
Vorstellungen der Zahl Hundert zu heissen verdienen? Man sehe
doch nicht das Wesen der Sache in solchen Vorstellungen! Man
nehme nicht die Beschreibung, wie eine Vorstellung entsteht, fiir
eine Wefinition und nicht die Angabe der seelischen und leiblichen
Bedingungen dafiir, dass uns ein Satz zum Bewusstsein kommt, fir
einen Beweis und verwechsele das Gedachtwerden eines Satzes
nicht mit seiner Wahrheit! Man muss, wic es scheint, daran crin-
nern, dass ein Satz ebensowenig authort, wahr zu sein, wenn ich
nicht mchr an 1hn denke, wie die Sonne vernichtet wird, wenn ich
die Augen schliesse. Sonst kommen wir noch dahin, dass man beim
Beweise des pythagoraischen Lehrsatzes es nothig findet, des Phos-
phorgehaltcs unscres Gehirncs zu gedenken,® und dass ein Astro-
nom sich scheut, seine Schliisse auf langst vergangene Zeiten zu er-
strecken, damit man ihm nicht einwende: ,,du rechnest da 2-2 = 4;
aber die Zahlvorstellung hat ja eine Entwickelung, eine Geschichte!
Man kann zweifeln, ob sie damals schon so wecit war. Woher weisst
du, dass in jener Vergangenheit dieser Satz schon bestand? Konn-
ten die damals lebenden Wesen nicht den Satz 2-2 -5 gehabt ha-
ben, aus dem sich crst durch natiirliche Ziichtung | im Kampf ums
Dasein der Satz 2:2=4 cntwickclt hat, dcr scincrscits vicllcicht
dazu bestimmt ist, auf demselben Wege sich zu 2-2 =3 fertzubil-
den?* Est modus in rebus, sunt certi denique fines!” Die geschicht-
liche Betrachtungsweise, die das Werden der Dinge zu bclauschen
und aus dem Werdcn ihr Wesen zu crkennen sucht, hat gewiss eine
grossc Berechtigung; aber sie hat auch ihre Grenzen. Wenn in dem
bestindigen Flusse aller Dinge nichts Festes, Ewiges beharrte,
wiirde dic Erkennbarkeit der Welt authéren und Alles in Verwir-
rung stirzen. Man denkt sich, wie es scheint, dass die Begriffe in
der einzelnen Seele so entstehen, wie die Blitter an den Bidumen
und meint ihr Wesen dadurch erkennen zu kénnen, dass man ihrer
Entstehung nachforscht und sie aus der Natur der menschlichen
Seele psychologisch zu erkliaren sucht. Aber diese Auffassung zieht
Alles ins Subjective und hebt, bis ans Ende verfolgt, die Wahrheit
auf. Was man Geschichte der Begriffe nennt, ist wohl cntweder
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eine Geschichte unsercr Erkenntniss der Begriffe oder der Bedeu-
tungen der Worter. Durch grosse geistige Arbeit, die Jahrhunderte
hindurch andauern kann, gelingt cs oft crst, cinen Begriff in seiner
Reinheit zu erkennen, ihn aus den fremden Umhiillungen heraus-
zuschalen, die ihn dem geistigen Auge verbargen. Was soll man
nun dazu sagen, wenn jemand, statt diese Arbeit, wo sie noch nicht
vollendet scheint, fertzusetzen, sie fur nichts achtet, in dic Kindcr-
stube geht oder sich in [die] altesten erdenkbaren Entwickelungs-
stufen der Menschheit zuriickversetzt, um dort wie J. St. Mill
ctwa cine Pfefferkuchen- oder Kieselsteinarithmetik zu entdecken!®
Es fehlt nur noch, dem Wohlgcschmacke des Kuchens eine beson-
dere Bedeutung fiir den Zahlbegriff zuzuschreiben. Dies ist doch
das grade Gegentheil eines verninftigen Verfahrens und jedenfalls
so unmathematisch wie méglich. Kein Wunder, dass die Mathe-
matiker nichts davon wissen wollen! Statt eine besondere Reinheit
der Begriffe da zu finden, wo man ihrer Quelle nahe zu sein |
glaubt, sieht man Alles verschwommen und ungesondert wie durch
einen Nebel. Es ist so, als ob jemand, um Amerika kennen zu ler-
nen, sich in die Lage des Columbus zuriickversetzen wollte, als er
den ersten zweifelhaften Schimmer seines vermeintlichen Indiens
erblickte. Freilich beweist ein solcher Vergleich nichts; aber er ver-
deutlicht hoffentlich meine Meinung. Es kann ja sein, dass die Ge-
schichte der Entdeckungen in vielen Fillen als Vorbereitung fir
weitere Forschungen nitzlich ist; aber sic darf nicht an deren Stelle
trcten wollen.

Dem Mathematiker gegeniber, wire eine Bekdmpfung solcher
Auffassungen wohl kaum néthig gewesen; aber da ich auch fir die
Philosophen die bchandelten Streitfragen méglichst zum Austrage
bringen wollte, war ich genéthigt, mich auf die Psychologie ein we-
nig einzulassen, wenn auch nur, um ihren Einbruch in die Mathe-
matik zurickzuweisen.

Uebrigens kommen auch in mathematischen Lehrbiichern psy-
chologischc Wendungen vor. Wenn man eine Verpflichtung fiihlt,
eine Definition zu geben, ohne es zu kénnen, so will man wenig-
stens die Weise beschreiben, wie man zu dem bctreffenden Gegen-
stande oder Begriffe kommt. Man erkennt diesen Fall leicht daran,
dass im weitern Verlaufe nie mehr auf eine solche Erklarung zu-
rickgegriffen wird. Fiir Lehrzwecke ist eine Hinfihrung auf die
Sache auch ganz am Platze; nur solite man sie von einer Definition
immer deutlich unterscheiden. Dass auch Mathematiker Beweis-
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grinde mit innern oder dussern Bedingungen der Fiithrung eines
Beweises verwechseln kénnen, dafiir liefert E. Schroder®) ein er-
gotzliches Beispiel, indem er unter der Ueberschrift: ,Einziges
Axiom“ Folgendes darbietet: ,Das gedachte Princip kénnte wohl
das Axiom der Inhidrenz der Zeichen genannt werden. Es giebt uns
die Gewissheit, dass bei allen unsern Entwicklungen und Schluss-
folgerungen die Zeichen in unserer | Erinnerung - noch fester aber
am Papiere - haften u. s. w.

So sehr sich nun die Mathematik jedc Beihilfe vonseiten der Psy-
chologie verbitten muss, so wenig kann sie ihren engen Zusammecn-
hang mit der Logik verleugnen. Ja, ich stimme der Ansicht der jeni-
gen bei, die einc scharfe Trennung fiir unthunlich halten. Soviel
wird man zugeben, dass jede Untersuchung iiber die Biindigkeit ci-
ncr Beweisfuhrung oder die Berechtigung einer Definition logisch
sein muss. Solche Fragen sind aber gar nicht von der Mathematik
abzuweisen, da nur durch ihre Beantwortung die nothige Sicher-
heit erreichbar ist.

Auch in dieser Richtung gehe ich freilich etwas tiber das Ueb-
liche hinaus. Die meisten Mathematiker sind bei Untersuchungen
ahnlicher Art zufrieden, dem unmittelbarcn Bedirfnisse gentigt zu
haben. Wenn sich eine Definition willig zu den Beweisen hergiebt,
wenn man nirgends auf Widerspriiche stosst, wenn sich Zusam-
menhiange zwischen scheinbar cntlegnen Sachen erkenncn lassen
und wenn sich dadurch eine héhere Ordnung und Gesetzmassig-
keit crgiebt, so pflegt man dic Dcfinition fiir geniligend gesichert zu
halten und fragt wenig nach ihrer logischen Rechtfertigung. Dies
Verfahren hat jedenfalls das Gute, dass man nicht leicht das Ziel
ganzlich verfehlt. Auch ich meine, dass die Definitionen sich durch
thrc Fruchtbarkeit bewahrecn missen, durch die Moglichkeit, Be-
weise mit ithnen zu fithren. Aber es ist wohl zu beachtcn, dass die
Strenge der Beweisfiihrung ein Schcin bleibt, mag auch die
Schlusskette lickenlos sein, wenn die Definitionen nur nachtréglich
dadurch gerechtfertigt werden, dass man auf keinen Widerspruch
gestossen ist. So hat man im Grunde immer nur eine erfahrungs-
massige Sicherheit erlangt und muss eigentlich darauf gefasst sein,
zuletzt doch noch einen Widerspruch anzutreffen, der das ganze
Gebiaude zum Einsturze bringt. Darum glaubte ich etwas weiter
auf die allgemeinen logischen Grundlagen zuriickgehn zu missen,

*) Lehrbuch der Arithmetik und Algebra.?
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als vielleicht von den meisten Mathematikern fiir néthig gehalten
wird, |

Als Grundsitze habe ich in dieser Untersuchung folgende festge-
halten:

es ist das Psychologische von dem Logischen, das Sub jective von
dem Objectiven scharf zu trennen;

nach der Bedeutung der Worter muss im Satzzusammenhange,
nicht in ihrer Vereinzelung gefragt werden;

der Unterschied zwischen Begriff und Gegenstand ist im Auge
zu behalten.'?

Um das Erste zu befolgen, habe ich das Wort ,,Vorstellung* im-
mer im psychologischen Sinne gebraucht und die Vorstellungen
von den Begriffen und Gegenstinden unterschieden. Wenn man
den zweiten Grundsatz unbeachtet ldsst, ist man fast genothigt, als
Bedeutung der Worter innere Bilder oder Thaten der einzelnen
Seele zu nechmen und damit auch gegen den ersten zu verstossen.
Was den dritten Punkt betrifft, so ist es nur Schein, wenn man
meint, einen Begriff zum Gegenstande machen zu kénnen, ohne
ihn zu verandern. Von hieraus ergiebt sich die Unhaltbarkeit einer
verbreiteten formalen Theorie der Briiche, negativen Zahlen u.s. w.
Wie ich die Verbesserung denke, kann ich in dieser Schrift nur an-
deuten. Es wird in allen diesen Fallen wie bei den positiven ganzen
Zahlen darauf ankommen, den Sinn einer Gleichung festzustellen.

Meine Ergebnisse werden, denke ich, wenigstens in der Haupt-
sache die Zustimmung der Mathematiker finden, welche sich die
Mihe nehmen, meine Griinde in Betracht zu zichn. Sie scheinen
mir in der Luft zu liegen und cinzeln sind sie vielleicht schon alle
wenigstens annahernd ausgesprochen worden; aber in diesem Zu-
sammenhange mit einander mochten sie doch neu sein. Ich habe
mich manchmal gewundert, dass Darstellungen, die in Einem
Punkte meiner Auffassung so nahe kommen, in andern so stark ab-
weichen.

Die Aufnahme bei den Philosophen wird je nach dem Stand-
punkte verschieden sein, am schlechtesten wohl bei | jenen Empin-
kern, die als urspringliche Schlussweise nur die Induction aner-
kennen wollen und auch diese nicht einmal als Schlussweise, son-
dern als Gewdhnung. Vielleicht unterzieht Einer oder der Andere
bei dieser Gelegenheit die Grundlagen seiner Erkenntnisstheorie
einer erncueten Priifung. Denen, welche etwa meine Definitionen
fur unnatirlich erklaren méchten, gebe ich zu bedenken, dass die
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Frage hier nicht ist, eb naturlich, sondcrn ob den Kern der Sache

treffend und logisch einwurfstrei.
Ich gebe mich der Hoffnung hin, dass bei vorurtheilsloser Prii-

fung auch die Philosophen einiges Brauchbare in dieser Schrift fin-

den werden. |
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