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1. Grundlagen Analysis

1. Funktionen

1.1 Ganzrationale Funktionen (Polynome)

1. Grades (Geraden)

2. Grades (Parabeln)

Hauptform: y=mx+b

Vorgehen zum Einzeichnen:

__hoch/ runter _ y-Achsen -
" rechts abschnitt
Vo= N

Steigung aus 2 Punkten: m = —2——+
Xy =X

Steigungswinkel aus Steigung bestimmen:
m = tan()
Parallele Geraden:

m, = m, (gleiche Steigung)

Senkrechte (orthogonale) Geraden:
Steigungen sind negative Kehrwerte

voneinander: m, = L bzw. m,-m, =—1
m

1. Winkelhalbierende: y=x (m=1)

2. Winkelhalbierende: y=—x (m=-1)

Allg.: f(x)=ax’+bx+c
Scheitelpunkt-Ansatz:
f)=a-(x=x)"+y, mit S(x, |y,)

a>0: nach oben gedffnet bzw.

Verlauf von II nach I

a <0: nach unten gedffnet bzw.

Verlauf von III nach IV

Schnittpunkt mit y-Achse: S (0] c)

Bei Symmetrie zur y-Achse:
f(x) = ax” + ¢ (nur gerade Hochzahlen)

K,: y=x (1. Winkelhalbierende)
K,: y=-1L5 K,: x=2,5

oty \ Yy /
Kol k VN
Y \ /
< \ /
J \ / .
' ] WA \[h
A4 :
3 | 2] 1 1 2 3 4 37T 2 0 3
K,/ / L \
K. b 1] \
K, W \
\
K,: y=%x+2 K,: y=—%x+1 K, f=x K,: g(x)=2x"-2

K,: h(x)=-2(x=3)"+2
K,: i(x)=-0,5x" —2x-2
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1. Grundlagen Analysis

3. Grades

4. Grades

Allg.: f(x)=ax’ +bx*+cx+d
a>0: Verlauf von Il nach I

a <0: Verlauf von Il nach IV
Schnittpunkt mit y-Achse: S(v Old)

Ansatz bei Symmetrie zum Ursprung:
f(x)=ax’ +cx (nur ungerade Hochzahlen)

#l Ll |

Allg.: f(x)=ax*+bx’ +cx’ +dx+e
a>0: Verlauf von Il nach I

a<0: Verlauf von III nach IV
Schnittpunkt mit y-Achse: S), Ole)

Ansatz bei Symmetrie zur y-Achse:
f(x)=ax" +cx’ +e (nur gerade Hochzahlen)

| |

A

\ Vi
3 , VL
- ! | |
\ / \ )
IK NAVAREAVEY,
// /xl \ \ // .
ND x [/ ’\\ x
// I/ ! // \\ -
/ / \\ // ? \\ :
! [ \
K, f)=x"—x"+2 K, : f(x)=x"

15 9
K,:gx)=—x"——x
gg()4 1

K,: h(x)=-x"+5x>-7x+3

K, g(x)=0,5x"-2x"+3
K,: h(x)=-x"+2x"-1

Tipp (fiir alle ganzrationalen Funktionen)
a>0: Verlauf von ... nach I (,,endet oben*)

a <0: Verlauf von ... nach IV (,,endet unten®)

Die Quadranten

y

Tr .

¥ <
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1. Grundlagen Analysis

1.2 Der Nullstellenansatz und die Vielfachheit von Nullstellen

Beispiele

y [

K./ !
Y AmN
N/ \\ // X»

5 | 4| 3] 2] 4 1\N2|3/4] s

(LTI BRRV/EEN
K, f(x)=0.5-(x+5)-(x+3)" K, g(x)==0,8-(x+1)-(x=1)" K,:h(x)=2-(x—4)’

Aufbau des Nullstellenansatzes (am Beispiel)

(x)=-0,8-(x+1)-(x=1)’
s 50 ) <)

Verlauf X, =-1 X5 =+l

von III ist einfache ist dreifache

nach IV Nullstelle Nullstelle
Ubersicht (fiir ganzrationale Funktionen)

Vielfachheit Linearfaktor im . .
Nullstelle | Nullstellenansatz Skizze Beschreibung
Einfache y Schaul;ﬂi :;lsl:eldet
Nullstelle: = (x—x)- ] B

ux J@) = (=) > (mit Vorzeichen-

0 gy wechsel VZW)
Doppelte i Schaubild beriihrt
Nullstelle: )= (x—x, )? . x-Achse

Xo Xo (ohne VZW)
Dreifache i Schaubild schneidet
Nullstelle: f) = (x=x,) A und beriihrt x-Achse

Xy /X (mit VZW)
Vierfach y Schaubild beriihrt

ierfache
Nullstelle: FO) = (r=%,) . ] x-Achse (ohne VZW)

X - > (,,breiter* geformt als

0 doppelte Nullstelle)

|'|_E
12
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1. Grundlagen Analysis

Beispiel
Gesucht ist der Funktionsterm zum nebenstehenden
Schaubild.

Losung

Da die Nullstellen (x,,, =—1,5; x, =1) des Schaubildes
ablesbar sind, kann der Nullstellenansatz der Funktion
weitgehend aufgestellt werden:

f()=a-(x+1,5 - (x-1)

Dann werden die Koordinaten eines weiteren Punktes,
der kein Schnittpunkt mit der x-Achse ist, eingesetzt:

P(0,5]-2,5): f(x) =a-(x+1,5)% - (x=1)
-2,5=a-(0,5+1,5)*-(0,5-1)
—-2,5=-"2a
5
—=a
4
= f(x) :%-(x+1,5)2 “(x=1)

T

— ]

A A

PP
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1. Grundlagen Analysis

1.6 Ubersicht: Spiegeln, Strecken und Verschieben

f(x) -

Spiegeln an ... Strecken in ...
... X - Achse ... y-Achse ... y- Richtung
gx)=—-x g0 =(-x)"=x’ gx)=2-x
i Y ¥ :"«. v
f()=x* ; X 1 S \ .
-3 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3 3 2 1 0 1 2 3
’ geslreckl; it Faktor 2
2 in y-Rchtung
gx)=—-x g =(-x)’ =-x’ gx)=2-x"
y
3 3 ’ 3
2 2 § 2
fy=x 1 : 1/ x 1 x
3 2 170 i 2 3 3 2 470 i 2 3 32 12 3
-t 1 gestreckt mit
5 5 Faktor 2
in y-Richtung
-3 -3 -3
gx)y=—e" glr)y=e ' g(x)=0,5-¢"
3 : 3 3
f)=¢ ] . N L =, .
my\o i2 3 3 2 10 i2 3 3 2 1 0 12 3
: ’ gestreckt er1 t Faktor 0,5
N N in y-Rjchtung
g(x) =—f(x) g(x) = f(=x) gx)=a- f(x)
. Streckung mit Faktor
,,— < vor Funktionsterm | ,.x* durch ,,— x* ersetzt . & .
|a| in y-Richtung
O} 0
20
E 10
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1. Grundlagen Analysis

- g(x)=a-f(x-c)+d

Verschieben in ...

... ¥ - Richtung ... X - Richtung
gx)=x"-2 g(x)Z_(x—Z)2
g =(x-2)"
gx)=e"’

g) = f(x)td

z.B.

...+2: Versch. nach oben
...—2: Versch. nach unten

g(x)= f(xxc)

z.B.

(x—2): V. nach rechts
(x+2): V. nach links

21



1. Grundlagen Analysis

3.2 Gleichungstypen: Konkretes Losungsvorgehen

1. Polynomgleichungen

Typ1 Typ 2 Typ 3
Gegenoperation Satz vom Nullprodukt abc- bzw. pq - Formel
2x—4=0 |+4
2x =4 |:2
x=2
2x° =4 =0 |+4 2x*—4x =0 X —8x+15=0
2x° = X - (2)6—4) =0 mit abc - Formel:
x> =2 |\/_ S. v. Nullpr. (a=1; b=-8; c=15)
x =2 =141 % =0 2x—4 =0 _—b*\b’ —4ac
x,=—2 =—1,41 2x =4 1 2a
x=2 _8+8-4-15
2
_8+2
2
x =5 x,=3
oder mit pq - Formel:
2
4 4
X2 :_Ei (Ej —-q
(Bei dieser Formel muss
vor dem x° stets eine
+1stehen!)
2x° =4 =0 2x° —4x =0
2%’ =4 X - (2x2—4)=0
x = 1 S. v. Nullpr.
x =32 x, =0 2x*—4=0
x =1,26 2x*=4
=2 N
x,=~2~1,41
x,=—/2 ~-1,41
Eif
34
(=%
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1. Grundlagen Analysis

Typ1 Typ 2 Typ 4
Gegenoperation Satz vom Nullprodukt Substzltutlon i
el +out..=0
2x' -4 =0 | +4 2x*—4x =0 xt—8x*+15=0
2'=4 |2 X - (2x3—4)=O
xt=2 |é/7 S. v. Nullpr Substitution : (x4 =u’; x* = u)
x1=45z1,19 x=0 2xX-4=0 u’ —8u+15=0
x,==42~-1,19 2x° =4 848 —4-15
R u,, =——————— (abc-Formel)
x =2 2
. =32 _8%2
2 et
~1,2 2
% =1,26 u =5; u,=3
Riicksubstitution :
xX’=5 x'=3
x =~/5=2,34 x,=~3=1,73
x,=—5=-2,34 x,=—/3=-173
2. Exponentialgleichungen
Typ1l Typ 2 Typ 4
Gegenoperation Satz vom Nullprodukt Sllbstzltutlon v
el +out..=0
e =0,5 |1n 2% —e* =0 e —8e¢* +15=0
x =1In(0,5) e (2e"-1)=0 o
titution :
x =~ =0,69 S.v. Nullpr. pubstitution
=0 2'-1=0 (¢ =u? e =u)
oder X =11‘1(0) €X=0,5 I/t2 —8u+15=0
- keine Losung  x =1n(0,5) . 8+/8*—4-15 (abe-F.)
e 20,5 Iln x 2—0,69 172 2 .
2x—1=1In(0,5) |+1 8+2
2x=1In(0,5)+1 |:2 T2
x=1n(0,5)+1 u =5; u,=3
2
x=0,153 Riicksubstitution :
e'=5 e'=3
x,=In(5)=1,6 x, =In(3)=1L1

35



1. Grundlagen Analysis

4.2 Tangente

1. Aufgabentyp (Tangente im Kurvenpunkt)

Gegeben ist die Funktion

f mit f(x)=x>+0,5.

Bei dem x-Wert 1 wird eine Tangente
und an das Schaubild angelegt.
Berechnen Sie deren Gleichung.

w

g
[N
~

\ A%

Vorgehen: Ermittlung einer Tangente im Kurvenpunkt

(geg. f(x) und x-Wert des Kurvenpunktes)

1. y-Wert des Kurvenpunktes berechnen

(Einsetzen in f'(x))

f=1"+0,5=1,5 —P(1]L5)

2. Tangentensteigung berechnen

(Einsetzen in f'(x))

3. Tangentengleichung berechnen

(Einsetzen in y =m- x+b)

f(x)=2x
f'MH=21=2 (=m,)
y=m -x+b
L5=2-1+b
L5=2+b |2
-0,5=b

= Tangente: y =2x-0,5

Alternative: Durch Einsetzen in die nachfolgende Punkt-Steigungs-Form kann alles in

einem Schritt ausgefiihrt werden:

Formel (allg.): y= f'(u)-(x—u)+ f(u)

Einsetzen : y=f'O-(x=-+ fQ)
y=2-(x-1)+1,5
y=2x-0,5 (Tangente)

(=] R
m'kr:

(mit u als Beriihrstelle)

https://www.mvurl.de/pm16
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1. Grundlagen Analysis

2. Aufgabentyp (Tangente mit gegebener Steigung)

Gegeben ist die Funktion f

mit f(x) = x> +0,5.

Eine Tangente mit Steigung 2 soll an das
Schaubild angelegt werden.

Berechnen Sie deren Gleichung.

\ by 74

\ f

\ A%

Vorgehen: Ermittlung einer Tangente mit gegebener Steigung

(geg. f(x) und Steigung der Tangente)

1. f'(x) = m, liefert x - Wert des
Kurvenpunktes

(Gleichsetzen von f’(x) und
gegebener Tangentensteigung m,;
Gleichung 16sen)

f(0)=2x;m =2

f'(x) =m,
2x =2
x =1

(An dieser Stelle hat die Parabel also
die Steigung 2. Hier muss sich demnach
der Beriihrpunkt befinden.)

2. y-Wert des Kurvenpunktes berechnen

(Einsetzen in f'(x))

fM=1+0,5=15 —B(1]15)

3. Tangentengleichung berechnen

(Einsetzen in y = mx+ b)

y=m,-x+b
L,5=2-1+b
L5=2+b -2
-0,5=b

= Tangente: y=2x-0,5

50




1. Grundlagen Analysis

5. Differenzialrechnung (im wirtschaflichen Kontext)

5.1 Der Produktlebenszyklus

Modellierung mit:

Ganzrationaler Funktion 3. Grades

Modellierung mit:

Exponentialfunktion

Fiir ein Produkt liegt die Absatzfunktion
A mit A(r) = -3¢ +18¢* vor.

Beispiel

Fiir ein Produkt liegt die Absatzfunktion
A mit A(r)=160-1-¢ " vor.

Absatz beginnt langsam, erreicht
Maximum, bricht dann abrupt ein.

Beschreibung

Absatz beginnt stark, erreicht Maximum,
lauft dann langsam (asymptotisch) aus.

Am Schaubild
4 Absatz (in ME pro Monat) 4 Absatz (in ME pro Monat)
1001 H 1001 H
8ot 80t \ \
60T 60T
W
401 401
20T 20T,
N, t (in Mqnaten) N t (in Monaten)
0 1 3 4 5 68N, 0 1 2 3 {4 5 6
Absatz Absatz Absatz Absatz Absatz Absatz
wichst wichst fallt wichst fallt fallt
immer immer immer immer immer immer
schneller langsamer | schneller langsamer | schneller | langsamer
progressiv | degressiv progressiv degressiv | progressiv: degressiv
wachsend | wachsend | fallend wachsend | fallend fallend
A(6)>0 A(6)>0 A(t)<0 A(6)>0)i(A(t)<0)i (A(t)<0
A’(t)>0 A’(t)<0 A’(t)<0 A"(t)<0 )L A"(£)<0 )i |A"(1)>0
H Maximaler Absatz H
W Maximaler Absatzzuwachs N
N Maximaler Absatzriickgang W

70
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1. Grundlagen Analysis

5.2 Die ertragsgesetzliche Kostenfunktion

Beteiligte Funktionen % Gesamtkosten (in GE)
» K gibt die Gesamtkosten an, die bei der 100t
Herstellung von x ME entstehen.
Ansatz: K(x) = ax’ +bx* +cx+d 80T
601 w K

« K’ gibt die Grenzkosten, also die Kosten,
die bei Herstellung einer zusitzlichen 40t
(beliebig kleinen) Mengeneinheit

entstehen, an. 207
. . . _ X (i.n MEl

of 1 2 i3 4 5
Erlduterungen
Da eine Mehrproduktion stets mit hoheren Kosten wachsen Kosten wachsen
Gesamtkosten verbunden ist, ist K streng immer langsamer immer schneller
monoton steigend bzw. K” iiberall positiv
(K'(x)>0). degressiv progressiv
Bis zur Wendestelle fillt K’. Zusitzliche wachsend wachsend
Mengeneinheiten fithren zwar zu Mehrkosten, K'(x)>0 K'(x)>0
diese jedoch sinken. (K”(x) < 0). (steigende Kosten) | (steigende Kosten)
Es liegt degressives Wachstum vor. K (x)<0 K (x)>0
An der Wendestelle selbst sind die Mehrkosten a&r;l;rl?gzsrigﬁ éﬁgﬁg?:;gﬁ
der néichsten Einheit minimal (Tiefpunkt bei K). (bzw. K ist (bzw. K ist

. . htsgekriimmt linksgekriimmt)
Ab der Wendestelle steigt K'. Zusiitzliche rechtsgekriimmt) &

Mengeneinheiten fithren zu immer hoheren A Grenzkost (inl GE/ME)
renzkosten (In
Mehrkosten. (K”(x) > 0).
Es liegt progressives Wachstum vor.
Kl
x (in ME)
0 1 2 3 4 5

71
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1. Grundlagen Analysis

5.7 Isoquante, Isokostengerade und Minimalkostenkombination

Beispiel : Zur Fertigung eines Produktes werden die beiden Produktionsfaktoren Arbeit (x)
und Kapital (y) gemiB der Produktionsfunktion c(x, y) =4- x” - y eingesetzt.

Es sollen 160 Mengeneinheiten (ME) des Produktes hergestellt werden.

Eine ME des Faktors Arbeit kostet 25 GE, eine ME des Faktors Kapital kostet 20 GE.
Bestimmen Sie die Minimalkostenkombination.

1.Von der Produktionsfunktion zur Isoquanten

o Die Produktionsfunktion

c(x,y)=4-x"-y

Gibt die Produktionsmenge ¢ an, welche durch den Einsatz von x ME Arbeit und
y ME Kapitel erzeugt wird.

e Die allg. Isoquantenfunktion I Fyin K\E \
c=4-x>-y |:4 :x* (auflosen nach y) 6 I \ \
. c \ \
=y somitl (x)= B
4.5 Y () 4. x* \\
N \ oo
¢ Isoquantenfunktion fiir geg. Produktionsmenge | _ AN
1 4 ’ \ AN
Fiir ¢ =160 erhilt man I, (x) = 602 = —(2) \ oo )
4-x7 x R
Die Punkte auf dem zugehorigen Schaubild I, 1 N, ~
stellen alle moglichen Kombinationen der ~ R
beiden Faktoren x und y dar, die zu einer 5 I I B B I e S S
Produktionsmenge von 160 ME fiihren. | | | | 1] |
Hinweis : Die Grenzrate der Substitution 4y in e
Entspricht der Steigung der Isoquanten und wird mit 6 \
der ersten Ableitung berechnet. L \
40 S L,
L(x)=—=40-x7; )
by 4 \
Ly () =40-(-2) =20 —ts
160 = I 3 AN
- ’ 80 —
Beispiel: I, (4,5) =———5=-0,88 _lnke
4’ 3 1 T U006 -
Aktuell werden mit dem Faktoreinsatz I\;
x=4,5 (und y = 1,98) eine Menge von 5 Tt Xém >
160 ME des Produktes hergestellt. \ \ \ \ \ \

Eine Erhohung von 1 ME des Faktors x kann hierbei durch eine Verringerung des Faktors y
um ca. 0,88 ME ausgeglichen werden (sodass noch immer 160 ME hergestellt werden).

=] ]
e

https://www.mvurl.de/qhSa
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1. Grundlagen Analysis

2. Die Isokostengerade

Die Gesamtkostenfunktion: K(x,y)=25x+20y }ynve
(auflosen nach y) K =25x+20y |-25x 6 N
-25x+K =20y [:20 P AN
K NK=18D
-1,25x+—=y RN
20 NONKELD
Im Koordinatensystem entspricht dies einer R \\ N \\
Schar aus parallelen Geraden mit Steigung —1,25. \\ \\
Den Isokostengeraden. BEEEONR y N
Beispielsweise stellen die Punkte auf dem —1 N \\ \
Schaubild K =100 alle méglichen Kombinationen N xin M}:
der beiden Faktoren dar, die zu Gesamtkosten 0 1213 4 | 5 | 6
von 100 GE fiihren. |
3. Die Minimalkostenkombination (MKK)
Gesucht ist die Gerade mit dem geringsten } v\\ME
y-Achsenabschnitt (geringste Kosten!), 6 \\ \1
welche das Schaubild zu I, beriihrt. HEENP N o0
Bedingung: Gleiche Steigung 4 \\\
I, (x) =-1,25 L1, N\
-— =-125 |-x° (.,
X \\
-80 =—1,25x"  |:(-=1,25) 1 \\\ -
64 =x° | I \in ME |
4=x 0 1 [ 23 a5 6 [ ]

mit I, (4) = 2,5 erhilt man die
Minimalkostenkombination MKK (4 | 2,5)

Die Produktionsmenge von 160 ME kann zu minimalen Kosten hergestellt werden, wenn
x=4 ME an Arbeit und y =2,5 ME an Kapital eingesetzt werden.

Die Gesamtkosten betragen dann K =25-4+420-2,5=150 GE.
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1. Grundlagen Stochastik

5. Binomialverteilung

5.1 Bernoulliformel

Zugrunde liegt ein mehrfach ausgefiihrtes Bernoulli-Experiment, bei dem ...
... nur zwei mogliche Ergebnisse (,,Treffer und ,,Niete*) eintreten konnen
und

... sich die Wahrscheinlichkeiten nicht indern (,,Zichen mit Zuriicklegen*)

Beispiele: Miinzwurf (,,Kopf* oder ,,Zahl*); Mehrfach wiirfeln (,,6* oder ,.keine 6°); ...

Bernoulliformel (allg.)
n n: Anzahl der Versuche (Durchfithrungen)
== (k ] pea=p k: Anzahl der , Treffer*
p: Wahrscheinlichkeit fiir einen ,, Treffer*
Bernoulliformel (in Worten)
Anz. Versuche

P(X = Anz. Treffer) =
Anz. Treffer

) - Trefferwahrsch.*™ ™™ . Nietenwahrsch.*™ Nee"

Beispiel 1 0,75 0,25
Ein Basketballspieler trifft (f) erfahrungsgemif
einen Freiwurf mit einer Wahrscheinlichkeit

t t
von 75 %. Er wirft 8 Mal.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft er OWS ONS
insgesamt 5 Mal (und 3 Mal nicht)? .
. t t t t
P(X=5)=(5]-0,755 .0,25° =0,2076 A A /\ /\

(8 Stufen)
(alle Pfade mit 5 Mal ¢ und 3 Mal t relevant)

Erliduterungen
n n!
« Binomialkoeffizient (allg.): =
(alle) [k] k- (n—k)!
o n! steht fiir die Fakultit einer Zahl: n! =n-(n—1)-...-1
8 !
«P(X=5)=| _|-0,75°-0,25’ =L-0,755 -0,25° =56 - 0,00371 = 0,2076.
5 5! (8—5)!

Es gibt also 56 mogliche Reihenfolgen fiir 5 Treffer unter 8 Schiissen (trttttee, wteet | ),
von welchen jede eine Einzelwahrscheinlichkeit von ungefihr 0,00371 aufweist.

124
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1. Grundlagen Stochastik

5.2 Binomialverteilung und kumulierte Binomialverteilung

Beispiel: Ein Basketballspieler trifft erfahrungsgemal einen Freiwurf mit einer
Wabhrscheinlichkeit von 75 %. Er wirft 8 Mal. Die Zufallsvariable X gibt die Anzahl der
Treffer an.

Die Wahrscheinlichkeit, dass X einen bestimmten Wert annimmt, kann mit Hilfe der

Bernoulliformel (mit n =8 und p =0,75) berechnet werden.
Somit ist die Zufallsvariable X binomial verteilt.

1. Binomialverteilung (genau k Treffer; P(X =k)) B(n;p;k)

eine ,,Liste*, in welcher fiir jeden moglichen GIR/CAS
- : = 2 0,0038
Wert der Zufallsvariablen die zugehorige 3 0,0231
- . 4 0,0865
Wabhrscheinlichkeit steht. p 02076

Beispiel: P(X =4) = 0,0865 035

Die Wahrscheinlichkeit fiir genau 4 Treffer

betrigt ca. 8,65 %. < oo
[
Berechnung mit Bernoulliformel: = o
8 o 0,1
P(X=4)= [4] -0,75*-0,25" = 0,0865 0,05 |
0

k
2. Kumulierte Binomialverteilung (hochst. k Treffer; P(X <k)) ZB(n; p;i)

i=0

eine ,,Liste*, in welcher fiir jeden GTR/CAS
moglichen Wert der Zufallsvariablen die 2
Wahrscheinlichkeit steht, dass dieser ‘5*

0,0042
0,0272
0,1138
0,3214

oder ein geringerer Wert als dieser

(hochstens dieser) angenommen wird. o

07

Beispiel: P(X <4) =0,1138
Die Wahrscheinlichkeit fiir O bis 4 Treffer g‘;

(hochstens 4 Treffer) betridgt ca. 11,38 %. 02

0,1

Berechnung: 0-
PX<4)=PX=0)+P(X=D)+...+P(X=4)

P(X <k)

3. Wahrscheinlichkeit fiir mindestens k Treffer P(X > k)
Mit welcher Wahrscheinlichkeit trifft der Spieler 4 bis 8 Mal (also mindestens 4 Mal)?

Vorgehen mithilfe des Gegenereignisses ,,3 oder weniger Treffer (hochst. 3 Treffer)* und
der kumulierten Verteilung:

P(X>4)=1-P(X<3)=1-0,0272=0,9728
Of kA0
EI ..

https://www.mvurl.de/o8d4
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1. Grundlagen Stochastik

8. Vertrauensintervalle (Konfidenzintervalle)

8.1 Vertrauensintervalle fiir spezielle Sicherheitswahrscheinlichkeiten
(von einer Stichprobe auf die Gesamtheit schlieflen)

Beispiel 1: Eine Partei mochte ihr Ergebnis (proz. Stimmenanteil p) bei der ndchsten
Bundestagswahl abschitzen.

Hierzu werden einige Tage vor der Wahl in einer Stichprobe 300 Personen nach ihrem
Wahlverhalten befragt. 114 Befragte geben an, dass sie diese Partei wihlen werden.
Geben Sie ein Vertrauensintervall fiir p zur Sicherheitswahrscheinlichkeit von 95 % an.

Exakte Losung: Vorgehen (am Beispiel 1)

1. Ermitteln von k (relative Hiufigkeit) und ¢ aus Tabelle (siehe unten).

4
300

Tabelle

7=0,95 - ¢c=1,96

h =0,38;

.(1—-
2. Definition der Funktion f(p)= |h = p| —c- p-d-p) und Bestimmung
n

der Nullstellen mit GTR / CAS.

p-(1-p)
=10,38— p|-1,96-, [————=
f(p)=| p| 200

Nullstellen mit GTR/CAS: p, =0,327; p, =0,436

3. Angabe des Vertrauensintervalls fiir p.

Vertrauensintervall: [0,327; 0,436 |

Tabelle
Y
(Wahrscheinlichkeit) 0,68 0,90 0,95 0,955 0,99 0,997
c 1 2 3
(Faktor fiir Intervallgroe) | (1o-Regel) L.64 1,96 (20-Regel) 2,58 (30-Regel)

Ergebnis: Mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % liegt das Wahlergebnis der Partei bei der
Bundestagswahl zwischen 32,7 % und 43,6 %.

o
=

https://www.mvurl.de/lzmb

*[m]
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1. Grundlagen Stochastik

Grafische Darstellung an der Konfidenzellipse

Beschreibung h

Gegeben ist die Formel fiir das

exakte Konfidenzintervall 09 [p-(i=p)

[p-(1-p) [p-(-p) B T
|:p—c- p—; p+c- —} o7

n n

Die beiden Intervallgrenzen werden als
Funktionen /2 und A, betrachtet und 05
ihre Schaubilder dargestellt. 04 20,38 h (p)=p-196- 300
Die Gerade h =0,38 gibt die relative
Hiufigkeit in der Stichprobe an.
Durch den Schnitt der Geraden mit
den Schaubildern erhilt man die beiden

p-(1-p)

Grenzen des Vertrauensintervalls. o[ 01 o0z 03 04 05 05 07 08 09 1

0,327 0,436

Ebenfalls ist, bei Erfiillung bestimmter Voraussetzungen, eine Ndherungslosung fiir das
Vertrauensintervall moglich.

Néherungsweise Losung: Vorgehen (am Beispiel 1 auf Vorseite)

1. Uberpriifen, ob Vorgehen mit Niherungsformel erlaubt ist.
Erlaubt, falls: 0,3<h<0,7 oder n=1000

114 . . . .
h= ﬁ =0,38 liegt zwischen 0,3 und 0,7 — Niherungsweise Losung ist erlaubt.

2. Ermitteln von ¢ aus Tabelle (siche Vorseite)

Tabelle

7=0,95 — ¢c=1,96

3. Einsetzen in Formel |:h c- Jh (1 h) Jh - h)i|

(1- (1-
[0,38_1,%. [038-0-038) o) op. /wlz[m 0.435]
300 300
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1I1. Grundlagen Lineare Algebra

5.4 Zyklische Populationsprozesse

Beispiel 1: Bei einer Insektenart entwickeln sich innerhalb eines Monats 25 % der
vorhandenen Eiern zu Larven. Nach einem weiteren Monat haben sich 40 % der

vorhandenen Larven zu Insekten entwickelt. Im nachfolgenden Monat legt jedes Insekt 10
Eier und stirbt kurz danach.

Darstellungsmoglichkeiten

Diagramm Tabelle Ubergangsmatrix
0 0 10
von | von | von A=1025 0 0
E E L I 0o 04 O
025 na}gh ol ol 10 0 0 v
L 10 n A=la, 0 0] (allg)
nac
0,41 L0250 |0 0 a 0
I mach || o, | a,,a, : proz. Uberlebensrate/
I ’ Uberlebenswahrsch.
v: Vermehrungsrate

Unterschied zum Stochastischen Ubergangsprozess (S. 170):

Gesamtzahl an beteiligten Objekten veriindert sich von Zustand zu Zustand.
Ubergangsmatrix enthilt nicht nur Wahrscheinlichkeiten (keine stochastische Matrix).

_— —

Formel: x , 6 =A-x, bzw. A- x_al: = a (Reihenfolge je nach Aufgabenstellung)
Berechnung der Entwicklung Abkiirzungen

;0 (Anfangszustand) )7 : Anzahl im Zeitschritt ...

;lz A- ;(; A:  Ubergangsmatrix von einem Zeitschritt
G=AX=AAx=A"x zum niichsten

N=Ax,=Ax, A”: Ubergangsmatrix von einem Zeitschritt

zum iiberndchsten

Hinweis: Gleiche Formel(n) wie bei stoch. Ubergangsprozessen!

242
174 =
[=]
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1I1. Grundlagen Lineare Algebra

Entwicklung der Population

Im Beispiel: Zu Beginn sind 140 Eier, 40 Larven und 20 Insekten vorhanden.

N

_, (140) _ (200) _ (160 o

Xo=| 40 [;x,=| 35 [;x,=| 50 |;

_(140) _ (200) _ (160 ’

x,=40 |;x,=| 35 |; x,=| 50 |; ...
20 16 14

Die Population entwickelt sich zyklisch. e Larven

00

e ey e,
Nach einem Zyklus von 3 Monaten ist T T T T . Insekien
stets die Startpopulation wieder
vorhanden.
Entwicklung bei verschiedenen Vermehrungsraten (v)
Pro Insekt 10 Eier (s. 0.) Pro Insekt 20 Eier Pro Insekt 5 Eier

0 0 10 0 0 20 0 0 5
A=10,25 0 O A=10,25 0 O A={0,25 0 O

0 04 O 0 04 O 0 04 O
(0,25-0,4-10 =1 (0,25-0,4-20=2 >1) (0,25-0,4-5=0,5 <1
) R N ./ T ~
ZyKklische Entwicklung Population wéchst an Population stirbt aus

(Zyklus: 3 Monate)

Ergebnis
0 0 v a, -a,-v>1 wichst die Population an

BeiA=|a, 0 0], falls: {a,-a,-v=1 zyklische Entwicklung (Zyklus: 3 Zeitschritte)
0 a 0 a,-a,-v<1 stirbt die Population aus

« Gilt (z.B.) a-b-v =2 verdoppelt sich, gilt a-b-v = 0,5 halbiert sich die Population stets
nach 3 Zeitschritten.

« Bei einem zyklischen Prozess mit 3 Zustinden gilt : A* = E.

« Bei (z. B.) einem Prozess mit 4 moglichen Zustianden (Format von A: (4x4)) finden
die Entwicklungen auch stets in 4 Zeitschritten statt.
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6. Lineare Optimierung

6.1 Grafisches Losungsverfahren

6.1.1 Vorgehen bei Maximierungsproblemen

Beispiel

Klara mochte sich auf die beiden anstehenden Klausuren in Englisch und Mathe vorbereiten.
Welche Notenpunktzahl sie hierbei in den einzelnen Fécher erhilt ist ihr egal. Es ist jedoch
ihr Ziel, eine moglichst hohe Gesamtnotenpunktzahl aus den beiden Klausuren zu erreichen.
Klara weif, dass sie durch jede Stunde, in welcher sie sich auf Englisch vorbereitet, in der
Klausur 1,25 Notenpunkte erreicht. Jede Vorbereitungsstunde in Mathe fiihrt sogar zu 1,5
Notenpunkten.

Insgesamt mochte sie sich hochstens 10 Stunden auf die beiden Fécher vorbereiten.

Zudem hat Klara eine personliche ,,Frustgrenze von 24 , Frustpunkten®. In jeder Stunde,

in der sie sich auf Englisch vorbereitet, kommen 1,5 ,,Frustpunkte* hinzu. Jede Vorberei-
tungsstunde in Mathe fiihrt zu 3 weiteren ,,Frustpunkten®.

Welche Vorbereitungszeit sollte Klara fiir Englisch bzw. fiir Mathe aufwenden?

1. Entscheidungsvariablen

x - Vorbereitungszeit fiir Englisch (in Stunden)
y - Vorbereitungszeit fiir Mathe (in Stunden)

2. Nebenbedingungen (Restriktionen) und Planungsbereich

Nichtnegativitiit (Keine negative Vorbereitungszeit moglich)
x20 und y20

Nebenbedingung 1 (Gesamtvorbereitungszeit) by ;(‘" )
10
x+y<I10 | —x "
y<—x+10 (1) ’

Jeder Punkt im Koordinatensystem steht fiir eine
bestimmte Vorbereitungszeit in den beiden Fichern.
Alle Punkte im markierten Bereich (unterhalb der
Randgeraden (1)) fiihren zu einer insgesamten

|
ES

x(in h)

0 2 4 6 8 10 12 14 16
Vorbereitungszeit von hochstens 10 Stunden. LTI T
Nebenbedingung 2 (,,Frustgrenze*) y )
1,5-x+3y<24 |-1,5x W
3y<—-1,5x+24 |:3

y<—0,5x+8 (2)

Alle Punkte im markierten Bereich fithren zu
hochstens 24 ,,Frustpunkten®.

178 :
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1I1. Grundlagen Lineare Algebra

Resultierender Planungsbereich
Alle Punkte im Planungsbereich sind
fiir Klara moglich, da sie beide
Nebenbedingung erfiillen.

y (in hy

=
o

N (in

\ S

12

14

16

0 2
\

4 6
\

Der Planungsbereich beinhaltet alle Punkte, die moglich sind.

. Zielfunktion (Gesamtnotenpunktzahl)
Z=125-x+1,5-y |-1,5y

Z-1,5y =1,25x |-Z
-1,5y =1,25x-2 l: (=1,5)
_ S L
Y 6 1,5

Alle zueinander parallele Geraden mit einer
Steigung von —5/6 gehoren zu Schar
der Zielfunktionen. Jede einzelne Gerade

y (@n hy

Lo (Beispiele) | |
5]

7=t
©
4 =0
L. +

i((inhl
0 2 4 6 8 | 10 | 12 | 14 | 16
[T

hieraus steht fiir eine feste Gesamtnotenpunktzahl, die durch alle Punkte, welche auf
der Geraden liegen, erreicht wird. Beispielsweise fiihren alle Punkte, welche auf der
mittleren Geraden liegen, zu einer Gesamtnotenpunktzahl von Z =9. Eine Zielfunktion
mit einem hoheren y-Achsenabschnitt steht stets fiir eine hohere Gesamtnotenpunktzahl.

Sinnvoll bei Maximierungsproblemen :

Zielfunktion mit hohem y - Achsenabschnitt.

. Grafische Bestimmung des Maximums

Eine Ursprungsgerade mit der Steigung —5/6
wird soweit parallel nach oben verschoben,
bis sie nur noch einen gemeinsamen Punkt
mit dem Planungsbereich aufweist.

Der Punkt P(4] 6) befindet sich auf dieser
Zielfunktion mit dem hochsten y-Achsen-
abschnitt.

Es ist also optimal fiir Klara, sich 4 Stunden
auf Englisch und 6 Stunden auf Mathe
vorzubereiten. Sie erreicht hierdurch eine
Gesamtnotenpunktzahl von Z =14, wobei sie
5 (=1,25-4) Notenpunkte in Englisch und

9 (=1,5-6) in Mathe erhilt.

y (in h)

—10

KX (in

o
7/
£
[N)
»
o

16

Losung von Maximierungsproblemen

Der Punkt aus dem Planungsbereich,

welcher auf der Zielfunktion mit dem

hichsten y - Achsenabschnitt liegt.
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