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Vorwort

Vorwort

Der Ubergang von beruflichen Gymnasien (BG), Berufskollegs (BK), Fachoberschulen
(FOS) und Berufsoberschulen (BOS) zu naturwissenschaftlichen, wirtschaftswissenschaft-
lichen und technischen Studiengédngen an Fachhochschulen, Berufsakademien und Univer-
sitdten stellt fiir viele Studentinnen und Studenten gerade im Fach Mathematik eine hohe
Hiirde dar. Haufig wird aufgrund fehlender Grundkenntnisse das Fach Mathematik zu einem
Problemfach. Wissensliicken in elementarer Mathematik erschweren den Studieneinstieg.
Um diese Hiirde zu iberwinden, benétigen die Studentinnen und Studenten individuelle For-
derung und Hilfestellung.

Deshalb bieten mittlerweile Dozenten und Studentenmentoren Vorbereitungs- und Stiitz-
kurse an, die diesen Ubergang ohne Zeit- und Motivationsverlust bewiltigen helfen.

Das vorliegende Werk ist ein Arbeitsbuch fiir alle Vorbereitungskurse an Fachhochschulen,
Berufsakademien und Universitdten mit naturwissenschaftlichen, wirtschaftswissenschaft-
lichen und technischen Studiengéngen sowie fiir alle Vorbereitungskurse an den abgebenden
Schulen. Die Inhalte wurden in enger Absprache und in Zusammenarbeit mit Dozenten von
Fachhochschulen, Berufsakademien und Universititen ausgewahlt.

Anhand von Musterbeispielen mit ausfiihrlichen Losungen werden die grundlegenden Vor-
kenntnisse fiir die ersten Semester erarbeitet, d. h., die rechentechnischen Grundfertigkeiten
werden trainiert und der Aufbau von grundlegenden mathematischen Kompetenzen wird ge-
fordert. Dabei wird auf den Einsatz von grafikfahigen Taschenrechnern und CAS-Rechnern
verzichtet.

Jede Lerneinheit schlieit mit einer ausreichenden Anzahl von Aufgaben mit unterschied-
lichem Schwierigkeitsgrad ab. Diese eignen sich zur Ergebnissicherung und zur Ubung. Am
Ende des Buches sind zur Selbstkontrolle die Losungen abgedruckt.

Um den Studentinnen und Studenten eine schnelle Orientierung iiber die Inhalte zu ermogli-
chen, werden Farben als Gestaltungsmittel eingesetzt.

Aufgabenbeispiele und Aufgaben sind grau hinterlegt.

Definitionen, Festlegungen, Merksitze und mathematisch wichtige Grundlagen sind rot

hinterlegt.

Bemerkungen, Hinweise und Beachtenswertes sind blau hinterlegt.

Hinweise und Anregungen, die zur Verbesserung beitragen, werden dankbar aufgegriffen.

Die Verfasser
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Analysis

1 Zahlenmengen
Eine Zahlenmenge ist eine Zusammenfassung von unterscheidbaren Zahlen.

Mengen werden mit grof3en lateinischen Buchstaben bezeichnet.

Beispiel: Gegeben sind die Mengen A = {1; %; 2} und C = {1; %; 8, 10; 14}.

1 ist ein Element aus A: 1 € A % ist kein Element aus C: % ZC

Schreibweisen fiir Mengen

B={l; %; 8} aufzihlende Darstellung
={xeC|x<10} beschreibende Darstellung

In Worten: Menge aller x aus C, fiir die gilt: x < 10.

Leere Menge  {x € A|x<0,5} =0 d. h., die Menge enthélt kein Element.
Teilmenge: Jedes Element von B ist auch Element von C: B C C

Beispiel: {1; %; 8} C {1; %; 8, 10; 14}
Mengenverkniipfungen

Vereinigungsmenge: A U B enthilt alle Elemente, die zu A oder zu B gehoren

AUB={x|x€AVxeB} |V bedeutet ,,oder*

Beispiel: AUB= {1332} U {1;3;8) = {1;2;2; 8}

Schnittmenge: A N B enthélt alle Elemente, die zu A und zu B gehoren

ANB={x|xEAA x €B} |\ bedeutet ,und* |
Beispiel: AﬂB:{l;%;z}m {1;%;8}={1;%}

Differenzmenge: A\B enthilt alle Elemente, die zu A aber nicht zu B gehoren
A\B={x|x€AAXx¢B}

Beispiel: A\B={1;3;2)\{1;3; 8} = {2}

Besondere Zahlenmengen

Menge der natiirlichen Zahlen: N=1{0;1;2;3..}

Menge der natiirlichen Zahlen ohne null: N* = {1;2;3..} * bedeutet ohne null

Menge der ganzen Zahlen: Z={.-2,-1;0;1;2;3...}

Menge der rationalen Zahlen: Q= {% |p,q€Z;q#0}

(Menge aller Zahlen, die sich als Bruch darstellen lassen.)

In Worten: Menge aller Bruchzahlen % fiir die gilt: p, g € Z und q # 0.

Menge der irrationalen Zahlen, die Elemente sind nicht als Bruch darstellbar.

Beispiele fiir irrationale Zahlen: V3 ; %; b
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Analysis

Menge der reellen Zahlen: R

Sie besteht aus der Menge der rationalen und der Menge der irrationalen Zahlen.
Menge der reellen Zahlen ohne null: R*

Menge der positiven reellen Zahlen: R+ (Null ist enthalten.)

Menge der negativen reellen Zahlen: R_ (Null ist enthalten.)

Beachten Sie:

NcZcQcCR

N C Z bedeutet: @ z\a) R
N ist Teilmenge von Z,

d. h., jede natiirliche Zahl

ist auch eine ganze Zahl.

Teilmengen der Menge der reellen Zahlen (Intervalle)

Beispiele
Menge A der reellen Zahlen, die groer oder gleich 0 und kleiner oder gleich 6 sind.

A in Mengenschreibweise: A={xecR|x>0Ax<6}= {xcR|0<x<6}
A in Intervallschreibweise: A=[0; 6]

Darstellung des Intervalls r 3 >

am Zahlenstrahl: 0 6 R

Menge B der reellen Zahlen,
die groBer 3 und kleiner 7 sind: B={xeR|[3<x<7}

B in Intervallschreibweise: B=13;7

Darstellung des Intervalls

y

1
1

am Zahlenstrahl: 3 7 R
Menge C der reellen Zahlen,
die kleiner — 2 oder grofler 2 sind: C={x€R|x<-2Vx>2}=R\[-2;2]

Darstellung des Intervalls

T

Y

[

am Zahlenstrahl:

12
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Aufgaben

. Die Elemente der Menge A haben eine gemeinsame Eigenschaft. Welche?
Geben Sie drei weitere Elemente von A an.
11,11 1.2.3
a) A={2:4,6:8;..} DA={Ln5g5e 0 O A={0 35
. Gegeben sind die Mengen A= {x | x e NAx>4} und B= {x|x € N A x <6}.
Bestimmen Sie A U B; AN B; A\B.

. Geben Sie vier Elemente der Menge B an. Geben Sie eine Zahl an, die die Bedingung
erfuillt, aber nicht zu B gehort.
a) B={xeQ|0<x<1} b)B={xecZ|-10<x<-5}

. Welche Zahlen gehoren zu welcher Zahlenmenge?

Verwenden Sie die Zeichen ¢ oder €.

N Z Q R

4

— 28,352
V19
N—4

2n

. Schreiben Sie als Intervall. Kennzeichnen Sie die Menge am Zahlenstrahl.
A)A={xeR[x>0AXx=Z6} b) B={xeR|-1<x<9}
c)C={xeR|-1,5<x<1} d) D={xeR| x<2,25}

. Beschreiben Sie die Menge in Worten.
a) A={xeR|x<4.2} b) B={xecR|x>-3Ax<3}
c) C={xeR|x>-5Ax2>0,5} d) D={xeR|x>-6Vx<2}

. Schreiben Sie in Mengenschreibweise.

a) [-1;0]  b) ]-o0;0] c) 12;12[ d) [-5; oo

. Beschreiben Sie die rot markierte Menge.

a) b)

T y

5 R -3 2,5

13
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2 Rechnen mit Termen

2.1 Algebraische Begriffe

Beachten Sie:  Ein Term ist ein mathematischer Ausdruck.
Terme sind Zahlen 2; 32; 2;4; ...
oder Variablen X; a; x> ;X
oder sinnvolle Kombinationen von
Variablen, Zahlen und Rechenzeichen. 7-3+15;x+Sy; ...

Addition SumETGET Subtraktion
/ a — b
a 4 b —
—_— Differenz von a und b
Summe
Multiplikation Variable
mit Variablen: * X+Xx+x =3-x
3. x S ——
f Summe  Produkt
Koeffizient
Faktoren
m a" Potenz
Xoxox =% a  Basis
—_— —
Produkt  Potenz n  Exponent
Division Zihler ., 1
a 1 Quotient 2
b Kehrwert von a
Nenner~”  (Bruch) ¥
Vereinbarungen:
Fakultit: nl=n-(n-1)y..-32-1 Festlegung: 0! =1
Binomialkoeffizient: (E) = ﬁlk)' ;0<k<n Festlegung: (8) =1
k
Summenzeichen: Yaj=a;tay+..ta,_;+tag

i=1

Summe iiber a; fiir i von 1 bis k

14
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Aufgaben

1. Berechnen Sie die Summe, die Differenz, das Produkt und den Quotienten

aus den beiden Zahlen.

a) 14;22 b) 3,525 ¢) ;3
2. Zerlegen Sie in ein Produkt.
a) 3* b) 4n+4 ¢) 2x +5x +4,5x
3. Kiirzen Sie den Bruch soweit wie rné')glich.
156 102abc?
2) b) 176 ©) 60a’b2c
4. Bilden Sie den Kehrwert.
a) 5 b) 2,3 ¢ 2 d) 5% )2
5. Vereinfachen Sie.
13
7 2 3,7 5 5
a) & b) % ) (4+3) ¢ d) -2+
6. Vereinfachen Sie. ’
a) (\3)? DVZ0 V2 o) (va) d) 3(\2)°
7. Berechnen Sie ohne TR.
a) 1,02 - 15 b) 8 % von 550 c¢) %von 30 d) 2 yon 40
8. Ordnen Sie die nachfolgenden Briiche. Beginnen Sie mit der kleinsten Zahl.
: . _ 16,
153, _2717 - 9) 7 4) 0767 20’ 1457 15
9. Berechnen Sie den Wert der folgenden Terme fira=2,b=—6 und c=— %
3 1+i-t b) ~abc ¢) (c—b)? dya’ +b2-¢?
10. Setzen Sie =, < oder > ein.
3 4 5 61 3 4 1 1
a) 35 billn oG o5l
11. Losen Sie die Formeln nach den gegebenen Variablen auf.
a) A=23Ch b) V=1Gh  ¢) O=2m’+2mh
12. Berechnen Sie.
5! 10 9 9
) 8l b) 3 o (4) a[3)+(e)
13. Berechnen Sie.
50 4 2 (2 2 -k
) Y b) X ((=1)n + 1)) o ()4
i=1 n=1 =0

15
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Analysis

2 Rechnen mit Summen und Differenzen
Gleichartige Glieder lassen sich zusammenfassen.
2x + 5y —4x — 15y —23x + 2,5y = 2x —4x —23x + 5y — 15y + 2,5y =—25x — 7,5y
Rechenzeichen und Vorzeichen vor der Klammer beachten.
—(4a-2b)-(b—a)+S5a=—-4a+2b—b+ta+5a=2a+b
Jedes Glied der Summe wird mit dem Faktor multipliziert.
Gliedweise ausmultiplizieren.
6(x—2y)—8B—-4x—-2y)+1=6x—-12y—-24+32x+ 16y +1=38x+4y—23
Faktoren diirfen vertauscht werden.
%xy . (73x)=%- -3)-x- X~y=72x2y
Klammern werden von innen nach aufien aufgelost.
a—2{5a—(b—8a)] = a—3[5a—b+8a] =a—1(13a—b)=a—-Pa+1b=—Ha+1b
Multiplikation von Summen.
(a—3)a+8)=a’—3a+8a—3 8=a’+5a—24

Beachten Sie: Ausmultiplizieren von Summen heif}t, jeden Summanden der einen

1.

2.

Summe mit jedem Summanden der anderen Summe multiplizieren.

Unterscheiden Sie: (x—4)(x—2)=x2—6x+ 8
Xx—4 - x—-2)=x—-4x+8=-3x+8

Punktrechnung vor Strichrechnung

Aufgaben
Vereinfachen Sie.
a) 18a—3x+6a—3(x+ta)—5(a—2x) b)lS5ax+3ax—"7a- (—2x)
¢) 2-4a-3b+5a-2b—18ab d) —3(x>—x)+(x>=2x+3) - (=2)
e) 6,5x° —[5x—x(3—4x) +2] - (= 0,5) ) x—5x(x*—3x) * (- 4) - 5%
912 x+x-12)+12%-x h) 7%27(%a)2+%(272a2)
) 1x —3[x—x(1 - 4a) + ax] B 35(x—2(x—4)+2]
Multiplizieren Sie aus (Schreiben Sie ohne Klammern.).
a) (x—5)2x - 3) b) Z(x— 2)(x +3) ¢) — (3a+ 5b)(3a + 4b)
d) 2+ 4x + 4) ¢) (4—2x)(-2x + 4) f) 22 @4x+8)
g) a(b+c)—2ab h) (a+b)(a—c) i) (3a+2b)2

16
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2.3 Rechnen mit Bruchtermen

2
x"—4x = L2
1 Zahlerterm: x° — 4x

Bruchterm:
Nennerterm: 2x — 1

Der Term ist nur definiert fir 2x —1#0 < x# 0,5

Der Term hat den (maximalen) Definitionsbereich D = [R\{0,5}.

1) Kiirzen
_ 513 _ 5 36abc® _ 1262
A 3113 1 D) e 2
3x(x +2
c) Z)Ex i g))( 2((X " 2)) 3X 7Zihler- und Nennerterm durch denselbenTerm kiirzen.

2) Gleichnamige Briiche addieren, heifit Zihler addieren und Nenner beibehalten.
3 3-4+5 4 X Tx _x+7x _ 8x
W §-3+1=52=5 Dyt y="y Ty
3) Ungleichnamige Briiche werden zuniichst gleichnamig gemacht (erweitert)

und dann addiert.
1 6_5 12 7
2 3577010 10
1 _ 6 I 6-x 1 6-x+1
) x 3T X3 xx-3) -3 x xx-3) -3 x

4) Briiche werden multipliziert, indem man Zihler mit Zihler und Nenner mit

Nenner multipliziert.

5.01_5-1_35 3.x_ 3 x_x_1_ .

a) § 77873 b) 7- =16~ g gx (kiirzen)
3x% + 6x 1 3x(x+2)  3x 1 1 122 6.2

©) T3 x+2)  2xr2) 2 (kiirzen) d) 5% - Fx =5 Fx" =2x

) Satsb, 522 _ S@tb) 54’ _ 5-5a _ 25
©) T4 2 42 (a-b)atb) 4@a-b) 4a-b)

5) Man dividiert durch einen Bruch, indem man mit dessen Kehrwert multipliziert.

; 45
S 7 41 . B _45 4b_ 5
a) 7=% 7= (kirzen) e T T
2 b
X
S5_m 1_m P
€) T=5 sT 2 )Ty XA T TSR
y2

Beachten Sie: %= 0, aber 0 ist nicht definiert.

17
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Aufgaben
1. Vereinfachen Sie.
2,21 3 4 1 3,1 1.1
S+ -3 715 b) 7153 )aty
B 533 CIERE Da-ity
35 : s 5
X X
g 7+x hx-2 ) T+3a
a
4 a X . X 1 .32
D35 k) 3:3 Dt G
a
b, a 1 2 5x 4x+4
m) ¢+ n 5% Ox+1 ~ x
C

]| ] —
ISR
»|2] =g

1
2. Vereinfachen Sie die folgenden Briiche: % ;

gﬂu‘|m\»—

. 2 P2
3. Uberpriifen Sie, ob die Rechenausdriicke x*— bx + ¢ und (x — g) b 44C gleich sind.

1
4. Uberpriifen Sie, ob die beiden Bruchterme pi und qp den gleichen Wert haben.
q
5. Bestimmen Sie jeweils den Definitionsbereich.
3x2+ 6x 3x -4
2 2+ b 7 ) -2+
6. Fassen Sie zusammen.
1 2 3 1 5 x+3 5 10 2x + 1
a) 223 4 b)x—l_x—l_x—l c)2)(+4_x+2 3x+6
7. Vereinfachen Sie.
2.5 x+2 x-1 5 4 3
a) aty b) =2 %3 ©) x+y_x—y+xz,y2
4+x° )
2x 1 8a+6 25ab-—5b
4375 © 1 D Sab-r T 2ab
X 2 x+3
2 y F-%
X X . y X
g) 2+X+2 h)(?_i :§ 1) (x—yQ?
+1
4xy
(2 5.1 1] G=y&xty) 1.2 3
J) [(i_?)-(?"'i)] T2y K x+y-%Fy

18
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2.4 Vereinfachung durch Ausklammern

Vorgehensweise beim Ausklammern: Man zerlegt alle Summanden in Faktoren.

Dann wird der (grofte) gemeinsame Faktor ausgeklammert.

Beispiele
D) 7x-14=Tx-7-2=T7(x-2) —4x+2=-2-2x+2=2(2x+1)=-2(2x—1)
2)30x+39y—-51=3-10x+3- 13y —3-17= 3- (10x + 13y - 17)
/
Summe gemeinsamer Faktor  Produkt

Probe durch Ausmultiplizieren.

3 7 3 8 7 1
3 =g Xogy Ty g ogy T sB 8 Ty)

Beim Ausklammern eines negativen Faktors Vorzeichen beachten.
-9+9x=-9-(1-x)=9x-1)

4)x? - 8x =x(x—8)

5)4x-5)+x(x-5=x-54+x)
(x —5) ist der gemeinsame Faktor.

_ 6(1-2 _
D e 1815 _ L(18x — 15x) = 6x - 5x°

Keine Summanden, sondern nur Faktoren Kiirzen.

Beachten Sie: Das Ausklammern macht aus einer Summe ein Produkt.

Aufgaben
1. Bestimmen Sie den Klammerausdruck.
a) 18x—12=3-(.)  b)3a-3b=1-(.) ) —x+2xy=—x-(..)
d) ax’ — 8x = x(...) e) —a +a’ —a( J) f) 2,5a— 1,5ab — 0,5a> = 0,5a(...)

2. Klammern Sie einen geeigneten Faktor aus und vereinfachen Sie.

a) 2(2x—2)—3(2x-2) b) 4x —ax + 5bx €)Xt —2x-t+4t
12 4x—12 5x— 15 1 2x—6y

d) 5(X 3)- _X+T e) 6% 5 —5=

g) ab— ax + 2ca— a%d h 34-20-272 5 B2 3@y
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2.5 Zerlegung in Linearfaktoren
Beispiele
D(x-2)(x-5)=x2-5x-2x+10= x2—-7x+ 10
dh-7=-2-5und 10=(-2)-(-95)
(x —2)(x — 5) ist die Zerlegung von x* — 7x + 10 in Linearfaktoren.
2) X*-5x+6=x+_Dx+[_)
Fiir die gesuchten Werte gilt: Die Summe ist gleich — 5 und das Produkt ist gleich 6.
Die Bedingungen sind erfiillt fiir die Zahlen — 3 und — 2.
Zerlegung: x> —5x+6=(x—3)* (x—2)
Binome als Sonderfille
1) x>—8x+16=(x—4)(x —4)
2) x>+ 6x+9=(x+3)x+3)
3) 22— 6x+18= 1 (x>~ 12x +36) =3 (x— 6)(x — 6)
Diese drei Sonderfille treten in vielen Umformungen auf. Deshalb ist es sinnvoll,

sich die nachfolgenden binomischen Formeln zu merken.
Binomische Formeln: (a +b)2= a® + 2ab + b2
(a—b)2= a>—2ab+b2
(a—b)a+b)= a’— b2

Aufgaben
1. Schreiben Sie in Produktform.
a) x2+ 10x + 25 b) 4x>— 8x +4 ¢) X2 -x+7
d) 25x%>-9 e) x>+ 7x + 10 f) —x>+6x-9
g) K2+ 6k+5 h) 3x% —3x +9 ) ul-Tu-8
i) %(x276x+5) k) 462 — 4t + 1 1) 81b2— 169a’

2. Fiillen Sie die Leerfelder aus.
) X+ x+225= x+[ ) b 2ox-[]-x-[Dx+4
0 -8x+[ ]= x-[ ) d) 2 [Jx+6=x-[)hx-3)

3. Vereinfachen Sie: (3a — 4b)2 — (3a + 4b)?

4. Faktorisieren Sie: 4a°x + 12abxy + 9b2xy”
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2.6 Rechnen mit Potenzen
Potenzgesetze

1. Potenzen mit gleicher Basis werden multipliziert (dividiert), indem man die

Hochzahlen addiert (subtrahiert), und die Basis beibehilt:

n

a"-aM=a"tm :—m=a“*m;a¢0
Beispiele
21)54~52=54+2=56 b)x~x3=xl-)(3=>(H3=X4
c)z—:=54*3=5‘ 4% I~ =24"4=20=
e)§_§=a273=a71=% f)2><71=2_
Sinnvolle Festlegungen: a’=1;a#0 a‘1=%;a;£0 a‘"—i,,,a;é()

2. Potenzen mit gleicher Hochzahl werden multipliziert (dividiert), indem man das

Produkt (den Quotienten) der Basen mit der gemeinsamen Hochzahl potenziert:

a" b"=(a - b)" =250
a) 160 (L =(-16- 1 = 8p=—512 b) I =—Z—§=—’6‘—i
3. Eine Potenz wird potenziert, indem man die Hochzahlen multipliziert
und die Basis beibehilt: (a")™ =a" ™
a) (22 =223=2° b) (x3)2 =x° o) )= (A =x"

Bemerkung: Die Potenzgesetze gelten auch fiir Hochzahlen aus der Menge Z.

Zehnerpotenzen
100=1; 107 '=- 3-10° =12 24-10°mm=24-10"m
Aufgaben
1. Vereinfachen Sie.
a)2x2 - x* b) 4x - (x* - 5%) o) (A’ d) 20
o st t h (o iata ) 207
2. Schreiben Sie ohne Hochzahl.
a) 6,1 - 10° b) 4103 ) 0,3- 1074 d) 1,25 10°

2.2 4 2
. . . .. X z X
3. Schreiben Sie nur mit positiven Hochzahlen: y_z ) : ( = 214 )
ab 7 a " b?
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2.7 Rechnen mit Wurzeln

Die Quadratwurzel aus einer nichtnegativen Zahl a ist die Zahl groBer oder gleich null,
die mit sich selbst multipliziert a ergibt.
Fira>0:va>0 und +a-va=(a)=a

Rechnen mit Quadratwurzeln

a) V2 +5V2 = 6\2 T -8V +V2 =-5V7 +12

Nur Wurzeln mit gleichem Radikand (Zahl unter der Wurzel) lassen sich zusammenfassen.

b) V16 +9 =25 =5, aber V16 + 9 #V16 + V9 =7 Va’+b2#a+b

) V4-9=36=V4-V9=2-3=6 Va-b=~a-\b
4_N4_2 a_Na

d)\g*@w R0

e) VI8 =v2- V9 =32 Va’b =avb;a>0,b>0

1
Potenzschreibweise: Va = a2;a> 0

Die 3. Wurzel (n-te Wurzel) aus einer nichtnegativen Zahl a ist die Zahl

grofBer oder gleich null, deren 3. (n-te) Potenz a ergibt.

Va-Va-va=(Vay=a Na-.. Va =(Vayr=a
. . 3 1 n 1 n m
Potenzschreibweise (a > 0): Va = a3 Na=a";a>0 Va™ =an

Bemerkung: Die Potenzgesetze gelten auch fiir Hochzahlen aus der Menge Q.

Aufgaben

1. Vereinfachen Sie.

) 327t b) (VK- V2)WK+\2) ) (™ —e " )2e d)0,5eVe 2 +2
QV5V2s HWVE (8 hveet O i (Ve + V)

2. Schreiben Sie als Potenz.

a) \E b) (V%) ¢) Va® d) o) Ve - *

1
DVEVE  garaiva WV 4 DVl T et ) a)es

3. Ein Kapital wichst bei gleichbleibendem Zinssatz in 5 Jahren mit Zinseszinsen um

30 % an. Wie hoch ist der jéhrliche Zinssatz?
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2.8 Rechnen mit Logarithmen

Logarithmus-Definition:
a*=b <=>x=log,(b);a,beR];a#1 Der Logarithmus einer Zahl b zur Basis a
ist die Zahl x, mit der man a potenzieren muss, um b zu erhalten.

ef=b <=> x=In(b) In(b) ist die Hochzahl zur Basis e, sodass die Potenz den

Wert b hat (zu e vgl. Seite 42).

Beispiele: log,(1) =0, denn a’=1 loga(az) =2
log,(8) =log, (2°)=3 n(l)=-1 denn ¢ '= &
. alogg®) _ . _ _
Folgerungen: a b log,(a*) =x log,(1)=0 loga(a)=1
e"®=p In(e¥) = x In(1)=0 In(e) = 1

Logarithmus-Regeln: (vgl. Potenzgesetze fiir Potenzen mit gleicher Basis)
log(xy) = loga(x) + loga(y) loga(y) = loga(x) — log4(y)
log(x!) =k - log,(x) log,(x) =~ loga(x)
aber: log,(x +y) # log,(x) + log,(y)
Beispiele: (Die Basis a wird weggelassen.)
log(7x) = log(7) + log(x) log(%) = log(1) — log(8) = — log(8)
log(vX) = log(x>?) = 0,5log(x)
log(x4) + logs\/x'2 = 4log(x) + %log(x) = % log(x) = log(x%) = log(W)
log(x — 3) ist definiert flir x =3 >0 < x >3

Zusammenhang von Potenz, Wurzel und Logarithmus

Basisx: x"=a=x=%a Exponent x: a*=b = x = log,(b)
Aufgaben
1. Zerlegen Sie.
a) log(abc) b) log(100x?) ¢) log((x + 1)2)
d) log(g) e) log(¥x) f) log({(§)")

1
2. Zeigen Sie: loga(x) = % fira>0,a#1,x>0.
3. Bestimmen Sie den Definitionsbereich des Terms log(6x + 13).

3
4. Fassen Sie zusammen: %10g xamrl (m + 1)log Vx?
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2.9 Rechnen mit Betrag

fira>0
Definition: Betrag einer Zahl a la|= { 4 =

—a fira<0
Beispiele

|—7a|=

Ta flira>0
—7a fira<o0

x+3 flirx>-3
|x+3] _{—(x+3) fiirx <— 3
a—3|=5&a—-3=5Va-3=-5&a=8Va=-2
Alle (reellen) Zahlen, die von 3 genau 5 entfernt sind.
Rechnen mit Betrigen
Beispiele

Xx—4-2x =—4-x fiirx >4
[x —4]—2x =

—(x—4)—2x =—-3x+4 firx<4

Bemerkung: x —4=0&x=4

xX>-9+3 =x’-6 firx<—-3vx>3

x4+ 9+3 =—x*+12 fir—-3<x<3

x> —9|+3= {

Bemerkung: XX-9=0ox=-3Vx=3
5—a<y< 5+a;a>0 in Betragsschreibweise: |5 —y|<a

Alle (reellen) Zahlen, die von 5 héchstens a entfernt sind.

Aufgaben
1. Schreiben Sie betragsfrei.
a) [2x]—1 b) |6 —4x|+2
¢) Bx—1]+x d K2-1]-7
2. Welche Zahlen erfiillen die Bedingung?
a) [4x|=1 b) [4—-x|=1
c) x—4|=1 d) 4-x/<1
3. Schreiben Sie in Betragsschreibweise (x € R).
a) {x|—-3<x<3} b) {x|-1<x<7}
c) {x|—2a<x<2a} d) {x|1-2u<x<1+2u}
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2.10 Polynomdivision

Polynom
Ein Polynom n-ten Grades ist eine Summe der Art ay+ax + a,x* + a3x3 +ootapx™
ag, ap, ay, as, ... , ap heilen Koeffizienten.

Mit Hilfe der Polynomdivision kann z. B. ein gebrochen-rationaler Term in einen ganzrati-

onalen Term mit oder ohne Rest umgeschrieben werden.

Beispiel
X+ 17x*+7x-8) : (x+1) = 2x* + 15x -8
02 +2%%) e 2x%(x+ 1) — |
15x% + 7x
—(15x* +15x ) <—15x(x + 1)
—-8x -8
—(-8&—-8) «—-8x+1)
- 23+H17x3+7x -8 _ 4.2
0 0 d.h.T—zx +15x -8
Beispiel
(3 -3x2+3) (x— D) =x2-2x—2+ 1
(- x)
—2x2+3
— (2x% +2x)
-2x+3
—(-2x+2)
X -3x*+3 _ 2 1
1 d.h.?—x —2X—2+m
Aufgaben

1. Fihren Sie die Polynomdivision durch:

a) (0,5x> —x+2): (x +2) b) (X} +5x°—17x-21): (x— 1)
2. Vereinfachen Sie.

P 3x%—dx+12 3x° +4x*+10

a) X ;(2_4)( b) X X_);
3. Zeigen Sie mithilfe der Polynomdivision:

Xrad +2x?—ax-3=(x—1)2(x+1)(x+3).
4. Losen Sie folgende Gleichungen durch Polynomdivision.

a) X5 —17x-21=0  b)x’ -3’ —4x +12=0 ©) 3% +4x°+8=0
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3 Gleichungen
3.1 Gleichungen und Ungleichungen 1. Grades

Beispiele

1) Bestimmen Sie die Losungsmenge der Gleichung %x - %(x -1)=4x+3;x€R.

Losung

Beide Seiten mit 2 multiplizieren: %x - %(x -1)=4x+3 [+ 2

Klammer ausmultiplizieren: 3x—(x—-1)=8x+6
3x-x+1=8x+6

Auf beiden Seiten (8x) subtrahieren: 2x+1=8x+6 | - 8x

Auf beiden Seiten 1 subtrahieren: —-6x+1=6 |—1

Beide Seiten durch (- 6) teilen: —6x =5 |: (—6)

Losung: X=-— %

Losungsmenge: L={ %}

Bemerkung: Umformungen, die die Losungsmenge nicht verdndern, nennt man

Aquivalenzumformungen.

Beachten Sie: Eine lineare Gleichung in x kann auf die Form
ax = b; a # 0, gebracht werden.

Die Losungsvariable x tritt nur in der 1. Potenz auf.

2) Bestimmen Sie die Losungsmenge der Ungleichung 1 — %x <2;xeR.

Losung
Auf beiden Seiten 1 subtrahieren: 1- %x <2 -1
Beide Seiten mit 2 multiplizieren: - %x <1 |- 2
Beide Seiten durch (- 3) teilen: —-3x<2 |:(=3)
2
X2—-3

Losungsmenge: L= {x e R| x> 7% }

Beachten Sie: Beim Multiplizieren (und Dividieren) mit einer negativen Zahl, dreht
sich das Ungleichheitszeichen um.

Beispiel: —4 <— 1, aber 4 > 1
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Aufgaben

. Bestimmen Sie die Losung (x, a, u € R).

a) 10x —2(5x +7)=—2(2 —x) b) 4x — (18 + 9x) = 10

) —3x-2 =—hx-1 d) dx+3=—3x+4

&) (x-3)(x-3)=(x-1)(x-8)+6 f) —2x+5)=4x-3

R R R

) 6-22=2+%7] i %(x—l)2—3x—x72=—4

k) 16x—9—2(13 —9x) = 15x — (7 - 4x) Di+2=3

m) 2x - 3 — 2(5x —3) == 2(2x + 5) ) (x +22—(x—32=—x>+(x +2)2
0) Ta-3=da+1 p) —2(u+5)-3=5

Q) 47a25: a;17a53 ) %(ufl)L%u:“;

. Losen Sie nach x auf: a;x+a,y= bx+byy

. Bestimmen Sie die Losungsmenge (x € R).

a) 4x—-2>2x+1 b)%fSSIO
&) 1-3x<5 d) 15(x-5)>0
e) 3(1-2x)-2>2(x—3)-(3x +5) f) x—5<ix+3

. Bestimmen Sie die Losung in Abhdngigkeit von t.

a) 3x + 5t=2x - 2t b) t-2x =3x— +

c) %(X+4t):0 d) tx—4=2;t#£0

e) tx +5t=2x;t#2 ) tx=3)=2tx+1;t#0
g)%(x—3t):0;t¢0 h) x —3t=-2t;t#0

. Losen Sie nach x auf.
a) 2x+4ax+S5a=x-a b) ax — 2bx = 8b —4a

c) Sax+3b=ax+7-4b d) 2,5ax + 5x — 1,2bx = 14x — 8§
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Lineare Gleichungssysteme mit 2 Unbekannten

Ldosen Sie das Gleichungssystem 3x — 2y =4

x—5y=-3; x,y€R.

Losung

Durch Additionsverfahren: 3x-2y=4 (1
x=5y=-3 [ (=3) 2
3x-2y=4 (N
—-3x+15y=9 (2%)

Addition von (1) und (2%): 13y =13

Auflésen nach y: y=1

Einsetzen in Gleichung (1): 3x-2-1=4 =x=2

Losung des linearen Gleichungssystems:  (2; 1)d. h.,x=2undy=1

Durch Einsetzungsverfahren: 3x-2y=4 (1)
x—-5y=-3 2)

Auflosen von (2) nach x: x=—-3+5y

Einsetzen in Gleichung (1): 3(-3+5y)-2y=4

Auflésen nach y: -9+ 15y-2y=4 = y=1

Einsetzen in Gleichung (1): x=2

Durch Gleichsetzungsverfahren: 3x-2y=4 (1)
x—-5y=-3 2)

Aufloésen von (1) und (2) nach x: X = %y + % (1%)
x=-3+35y (2%)

Gleichsetzen:

Einsetzen in Gleichung (1):

NP S Y M-
3x—2 =4=>x=2

Aufgaben
Bestimmen Sie die Losung.
a) 10x—6y=-2 b) 3x+y=0 c) 2a+10b=5
x—4y=-2 -3x+4y=6 at+3b=-2
d) —a+4b=0 e) x=-3 f3+3=1
2,52+ 5b=10 2x—5y=4 x—y=-1
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Lineare Ungleichungssysteme
Welche x € R erfiillen die folgenden Bedingungen 2x+1>0A x—1<2

Losung

Skizze mit Gerade g: y =2x + 1 y &
und Gerade h:y=x—-1-2=x-3

2x+1>0A x—3<0isterfiillt
wenn g oberhalb der x-Achse und - . X

gleichzeitig h unterhalb der x-Achse

verlauft.
Losungsmenge: L= {x € R | — % <x <3}
Bemerkung: Die wichtigen Stellen sind die Nullstellen von g und h.

Bestimmen Sie den Losungsraum des Ungleichungssystems

y<—3x+60 Ax<30Ay<40Ay<—x+50Ax=0Ay>0.
Losung
¥

Zeichnerische Losung T gl 53

mit Hilfe der Randgeraden: 1 g3
40

3

gy=-5x+160 ok

g1 x=30 07 g4
101

g5y =40 .

g4y =—x+50 .
Der Losungsraum ist ein Vieleck mit den Eckpunkten

(010), (30| 0); (30 | 15); (20 | 30); (10 | 40) und (0 | 40).

Aufgaben

1. Bestimmen Sie grafisch den Losungsraum des linearen Ungleichungssystems (x, y € R).

a) x>0,y>0 b) x>3 c) 0<x< 100
2x + y> 8 y< 8 x+ 3y <900
x+y>5 x+2y< 20 2x + 4y >400

2. Welche Punkte der Ebene erfiillen die folgenden Ungleichungen?
y>1-xAx>20Ay>-1
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Gaul3-Algorithmus
Beispiel

1) Losen Sie das lineare Gleichungssystem:

X1 —Xp —2X3 =-3 /\—12X1—7X2 —18X3 :—2/\5X1+X2 +6X3 =-9,

Losung mit dem Gaul3’schen Eliminationsverfahren

—X1—Xp— 2X3 =-3

G125 -
*12X1* 7X2*18X3 :*23 + -12

SXI +X2+6X3 =-9

*Xl* Xzf 2X3 :*3
5X, + 6x; = 34 -4
Xy T 0X3 :I+

C4x,-dxy = 24 <3

—X1—X» —2X3 =-3

5X2+ 6X3 =34
4X3: 16
Einsetzen ergibt x3 =4; x,=2; x;=—7

1 1 2| 3125
7 -18 ,z] *
5.1 6|9
11 2|3
0 5 6|34 —-4
+
0 -4 -4 724:|'5
“t=t=2 | 3
0 ™5 6|34 Dreiecksform
0 4| 16

Das LGS ist eindeutig 10sbar mit der Losung (=7 2 4).

Beachten Sie: Die zulédssigen Elementarumformungen, um die Dreiecksform zu

erreichen, sind die Multiplikation einer Gleichung mit einer Zahl

ungleich null und das Ersetzen einer Gleichung durch Addition einer

anderen Gleichung.

Aufgaben

Loésen Sie das lineare Gleichungssystem (LGS).

a) —2x; —4x, =
X1 +2X2—6X3:O

—2x; t4x, - 6x;=—4

) X tXpt2x, =5

3xp =Xy -2x,=-1

=2x;t 2%, + 2%, =1
e) X +2y+2z =5

2x +y+ z =4
2x +4y+3z =9

b) 3x;+3x,—-3x3=9
Xy —3x3=—12

6x;+ x, —x3=18
d) Xy —Xx3=0
2x+3x, +x3=6
X, + x3=3

) x+y+ z=3
3x+4y+3z =9
2x +2y+3z =5
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3.2 Quadratische Gleichungen und Ungleichungen
Losung mit Formel
Beachten Sie: Eine quadratische Gleichung in x kann auf die Form

ax’ +bx+c= 0; a # 0, gebracht werden.

Die Losungsvariable x tritt in der 2. Potenz auf.

Beispiele

1) Losen Sie die Gleichung.

a) 6x>—3x—-2=0 b) —0,5x> +5x—12,5=0 03> -tx+t2=0
_ Vb2 —
Losungsformel fiir ax*> + bx + ¢ = 0 (a # 0): XlIZZW

D =b%—4ac heiBt Diskriminante.

Losung
3+4(-3)2 -4 6 (-2
a) Mita=6,b=—3und c=—2: R
Diskriminante D = 57
Wegen D > 0 gibt es zwei Losungen X~ 3 ilgﬁ.
b) Mit (— 2) multiplizieren: ~0,5x*+5x — 12,5=0
Nullform: x>~ 10x+25=0
Mita=1,b=— 10 und c = 25: L

Diskriminante D =0
Wegen D = 0 gibt es eine (doppelte) Losung Xip = 5.
¢) Quadratische Gleichung in Nullform: 3 —tx +2=0

_tENED2 40302 e\l f

Xip 23 6

Mita=3,b=—tundc=35:

Diskriminante D =— 11t <0
Wegen D < 0 hat die Gleichung keine Losung.

Die Wurzel aus einer negativen Zahl kann in R nicht gezogen werden.

31



Analysis

2) Losen Sie die Gleichung.
a) x>-3x-2=0 b) - 0,5x% +5x — 12,5=0

2 2
Lﬁsungsformelfiirx2+px+q=0: Xp= —%i \%—q mitD=pT—q

Losung

a) Mitp=—3und q=—2: xp =3+ yE D (9)=3+yT
Diskriminante D = 1—7
Wegen D > 0 gibt es zwei Losungen Xip = % + %

b) Mit (— 2) multiplizieren: ~0,5x*+5x— 12,5=0
Geeignete Nullform: x> —10x+25=0

Mitp =— 10 und q = 25: x1|2:5i\/ 100 »s-5+40=

Diskriminante D =0

Wegen D = 0 gibt es eine (doppelte) Losung Xip =

Die Anzahl der Losungen héngt von der Diskriminante (D) ab.

=b? —4ac D= pTz -q
D>0 D=0 D<0
zwei Losungen eine (doppelte) Losung keine Losung
Aufgaben

1. Losen Sie die quadratische Gleichung.

a) 4x>+8x—48=0 b) 12 +3x=3 ¢) 3+ 3x=2x

d) X>+x+7=-3x+2 ¢) 2x°—3x=2,5 f) (x=3)2-9=0

g) 3x2+5x-8=0 h) 362 —4x-5=0 i) —x’-3x=2

j) 0=1,5x(x+2)-3 k) 2x+5)2=4 ) x2x+1)-5=0
2. Bestimmen Sie die Losungen in Abhéngigkeit von a.

a) x> +ax—24=0 b) x+ax a c)l—x+ax2=0
3. Fiir welche Werte von t hat die Gleichung 2, 1, 0 Losung(en)?

a) xX>—tx=2 b) x(x—t)+1=0 ¢) (x+32-2t+1=0
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Losung ohne Formel

1) ax*+c¢=0

Losen Sie die Gleichung 0,5x> — 5 =0.

Losung
Quadratische Gleichung: 0,5x>-5=0 <= x*=10
Waurzelziehen ergibt: X, = \10; Xy =— V10
Die Gleichung hat die zwei Losungen Xip = +10.
2) ax> +bx=0
Lésen Sie durch Ausklammern: x° + ax = 0;a€R.
Losung
x ausklammern: x(x+a)=0
Satz vom Nullprodukt anwenden: x=0oderx+a=0
Die Gleichung hat zwei Losungen: X, =0;x,=-a

Die Gleichung hat fiir a = 0 genau eine Losung, fiir a # 0 zwei Losungen.

Satz vom Nullprodukt: Ein Produkt ist null, wenn mindestens ein Faktor null ist:
u-v=0 <=>u=0yv=0 (,,/°bedeutet ,,oder”)
Hax—u)x-v)=0
Lésen Sie die Gleichung: a) 4(2x — 6)(2t—x) =0 b) X2 +6x+9=0.
Losung

a) Bemerkung: 4 # 0 ist ein konstanter Faktor.

Nullprodukt: 2x-6)(2t—x)=0.
Satz vom Nullprodukt anwenden: 2x—-6=0V2t—x=0
Die Gleichung hat zwei Losungen: X1=3; X, =2t

Die Gleichung hat fiir t = 1,5 genau eine Losung, fiir t # 1,5 zwei Losungen.

b) Der Term kann mit Hilfe einer binomischen Formel faktorisiert werden.

Quadratische Gleichung: X2+6x+9=0
Binom: (x+3)2=0
Faktorform: x+3)(x+3)=0

Die Gleichung hat eine (doppelte) Losung x, 3.

|2:_
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Losen Sie die Gleichung a) X2 +6x+8=0 b) X2 +4x-5=0
Losung
Fiir die Losungen von x* + px + q=0 gilt: x; +x,=—p undx; - X,=q

Damit kann der Term x> + px + q faktorisiert werden: x>+ px+tq=x—-x)x—-%x,)=0

a) Ausx;+tx,=—6 undx;-x,=28 ergibtsichx;=—4 undx,=-2
Gleichung in Faktorform: x+4)x+2)=0
b) Ausx;+x,=—4 undx; x,=-5 ergibtsichx;=—5undx,=1
Gleichung in Faktorform: x+5-1)=0
Aufgaben
1. Losen Sie die folgenden quadratischen Gleichungen.
a) x2+3x=0 b) 4x*—x=0 ¢) 3x=1x°
d) tx+ 1 =0 ¢) 12 -7x)=0 DR
g —1x+tx=0 h) x>~ tx=0 i) tfoT2=O;t¢0
j) 3x(x—4)=0 K) (5x +2)x =0 I) ax—2x>=0
m) —%(Xz—SX)ZO n) 4x%=(t- )x 0) x—1§x2:0
p) S—(E+4x+5)=0 qQ @x+Dx=3 1 5Gx-2x3)=0
s) 0,5k2 — 2k =—3 t)uzzJ:4 u) x>+9x+20=0
2. Losen Sie moglichst ohne Formel.
a)(x+4)(x-5=0 b) 2x+7)(4x—a)=0 c) x+t)(x-2t)=0
d) x> +8x+16=0 e) x> =14x — 49 f) 3a2x—x?)=0;a#0
g) x(x—12)=-36 h) 3(1-x)2-3=9 i) k2+k-12=0
i) n>—16n+60=0 k) (x—12-2x=0 ) 1=a +a°
3. Lbsen Sie die quadratische Gleichung nach x auf.
a)6t—x2=0 b) 3(x*~5)=0 ¢) 3 -2xt=x2
d) 32 +6=15 ¢) 3xX2=9 f) 2x>=2x’
2)6x>=0 h) 3x>+4=—x>+1 i) 7(x—1)2=—14x
i) x*-2t2=0 k) x2=%2 1) ax = x(x +a)

4. Fir welche Werte von a (a € R) hat die Gleichung ax’ + 1 = 0 keine Losung?
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Was man wissen sollte... zum Losen quadratischer Gleichungen
Die quadratische Gleichung wird in Nullform umgeformt (wenn nétig).

Losung mit Formel:

ax’ +bx +c= 0;a#0 Loésung mit der abc-Formel
_ \Vh2 —
xl‘z=w mit D =b? — 4ac
X2+ px+q=0 Losung mit der pq-Formel

2 2
P 4P : P
Xjp= -3+ V4 -q mitD="7-¢q

Die Anzahl der Losungen héngt von der Diskriminante D ab.

D>0 D=0 D<0

zwei Losungen eine Losung keine Losung

Losung ohne Formel:
ax’+c=0;a#0 Umformung zu X2 = —=

Losung durch Wurzelziehen.

ax’ + bx = 0;a#0 Losung durch Ausklammern
xX(ax +b)=0

Satz vom Nullprodukt anwenden.

Zerlegung in Linearfaktoren X2+ px+q=x—-x))x—-%x,)=0
(Faktorisieren)
mithilfe der Binomischen Formeln: x* + 2ax + a* = (x +a)?
x> —2ax +a’ = (x —a)2
(x—a)x+a)=x>—a’

oder

mithilfe des Satzes von Vieta: X;tX,=—p undX; X,=(q
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Quadratische Ungleichungen

Beispiele

Bestimmen Sie die Losung der Ungleichung x> +2x < 3.

Losung
Ungleichung in Nullform: xX2+2x-3<0
Losung der Gleichung x> +2x -3=0:  x;=-3; x,=1

Der Term T(x) = x> + 2x — 3 wechselt das Vorzeichen in — 3 bzw. in 1.

Einsetzen von x = 0 ergibt: T0)=-3
Vorzeichentabelle: | x<—-3 |x=-3 |-3<x<1 |x=1 x>1
T(x) positiv 0 negativ 0 positiv

X+2x-3<0& x>-3Ax<1 & -3<x<1
Bemerkung: X*+2x-3>0& x<-3Vx>1

X+2x>3& x> +2x-3>0& x <-3Vx>1
Bestimmen Sie die Losung der Ungleichung (x + 2)(1 —x) > 0.

Losung

Losung der Gleichung (x +2)(1 -x)=0: x;=—2; x,=1

(Satz vom Nullprodukt)

Der Term T(x) = (x + 2)(1 — x) wechselt das Vorzeichen in — 2 bzw. in 1.

Einsetzen von x = 0 ergibt: T0)=2>0
Vorzeichentabelle: [ x<—2 |[x=—-2 |—-2<x<1|x=1 [x>1
T(x) negativ. | 0 positiv 0 negativ

x+2)(1-%x)>0 & -2<x<1

Aufgaben
Bestimmen Sie die Losungsmenge.
a) 2x(x—5) <0 b) — 3 —x+7>0 ¢) (1-x)2>3
d) (x=5)(x+1)>0 ) x> +4x <4 ) xX>+x+1<0
g) x> +2x+1>0 h) x> +4 > —4x ) x+5)x+2)>1
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