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12 Bereichs- und Mehrfachintegrale

12.1 Integrale iiber ebene Bereiche (Flidchenintegrale)

! £z, ) db = é [ #.)dody

Betrachtet wird der Zylinder Z. Der Bereich B der Z
z,y-Ebene bildet den Boden, die Flache z = f(x,y)
den Deckel.

o flx,y)>0: V=

z=f(x.)

X
f(x,y)db ist das Volumen von Z.

o f(x,y)=1: A= [ db ist der Flicheninhalt von B.

0:1\ 0:1\

Eigenschaften:

1. /(af(w,y)Jrﬁg(w,y)) db:a]!f(w,y)dbjtﬁB/g(x,y)db, o, BeR

B

2. B = By U By ; By und By haben héchstens Randpunkte
gemeinsam.

! £z, ) db = B/ f(,y)db+ B/ £, y) db

Berechnen iiber Doppelintegrale:

1. B ist Normalbereich bez. x-Achse Y
B a<z<b
fi(z) <y < fo(x)

Dann kann das Bereichsintegral iiber AN S -z
folgendes Doppelintegral berechnet ‘
werden:

b fa(z) b fa(z)

[tenpa= [ | [ tend|a= [ [ rfepdyde a2y
B

r=a |y=fi(x) r=ay=f1(x)
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2. B ist Normalbereich bez. y-Achse

B : d
P2(y)

\/\ \/\
\/\ \/\

e1(y)

Dann kann das Bereichsintegral {iber folgen-
des Doppelintegral berechnet werden:

©2(y)

C

/f z,y)db= / / f(z,y)dxdy (12.2) 1 x

y=cz=p1(y)

Anwendungen:

Die Fliche B der z,y-Ebene sei mit einer Masse der Massendichte ¢ = o(z,y)
belegt. Masse, Schwerpunktskoordinaten und Trigheitsmomente werden nach Ta-
belle 12.1 berechnet. Dabei ist zu beachten, dass die Integranden nur Funktionen
der zwei Verénderlichen z und y sind (0 = o(z,y), 74 =ra(z,7)).

Trigheitsmomente

Bezugsachse A liegt in z, y-Ebene:
Bezugsachse A 1 x,y-Ebene:

1. Berechne das

Bereichsintegral

/xdb fiir den Bereich B, der von
ﬁen Kurven mit den Gleichungen
y = 22 und y = x + 2 begrenzt
wird, durch Zuriickfiihrung auf ein
Doppelintegral. Berechne das Dop-
pelintegral, indem

a) iiber b) iiber y

zwischen konstanten Grenzen inte-
griert wird.

. Berechne mit Hilfe des Doppelinte-
grals den Fliacheninhalt der ebenen
Bereiche, die von den folgenden Kur-
ven begrenzt werden. Fertige zu jeder
Aufgabe eine Skizze an.

a)y==x, zy=4, r=4
by =4+x, v+3y=0

dquatoriales Flachentrigheitsmoment
polares Fliachentrigheitsmoment

¢)(z-2)(y—2)=4
(x+3)(y+3)=4

d)y=lnz, z—y=1, y=-1

. Skizziere die Bereiche, deren Fla-

cheninhalte durch folgende Integrale
dargestellt werden. Berechne den In-
halt dieser Flichen. Andere die Rei-
henfolge der Integration.

2 x+2

ai= [ [ dyda

r=—1 y:xQ
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d)I= / / dzdy
y=0 T=,/ay

4. Berechne // zy? dz dy, wenn B von
B

der Parabel y? = 2pz und der Gera-
den z = p begrenzt wird (p > 0).

5. Berechne die folgenden Bereichsinte-
grale, wenn B von den angegebenen
Kurven begrenzt wird:

a)/xydb, B:(x—22%+4%=1

B:y=2%y=1

6. Berechne das Bereichsintegral
a) // vV xy —y2dzrdy, wenn B ein
B

Dreieck mit den Eckpunkten
0(0;0), A(10;1) und B(1;1) ist

b) // ¢®/¥ dzdy, wenn B von der
B

Parabel y*> = z (y > 0) und den
Geraden y = 1 und z = 0 be-
grenzt wird

c) //xydxdy, wenn B von der

B
2-Achse und dem oberen Halb-
kreis (z — 2)2 + ¢? = 1
begrenzt wird.

7. Berechne das Triagheitsmoment der

12.2

10.

11.

12.

/f(;zc,y,z)db:///f(w,y,z)dxdydz
B B

Flache, die von der Hyperbel zy = 4
und der Geraden x 4+ y = 5 begrenzt
wird, beziiglich der Geraden y = x

(o=1).

. Berechne /Ldb, wenn B das

y2

B
Parabelsegment ist, das von der

2 +

1
Parabel y = 5:}52 und der Geraden
y = x begrenzt wird.

. Berechne von dem Dreieck mit

den Eckpunkten (0;0), (0;1), (1;0)

das polare Tragheitsmoment be-
ziiglich des Nullpunktes, wenn
o =1 ist.

Bestimme die &quatorialen Trig-
heitsmomente J,, J, und das po-
lare Trégheitsmoment J, (bez.
des Nullpunktes) der Fliche eines
Rechtecks, das durch die Kurven
=0,z =ay=0undy =5
begrenzt wird (o = 1).
Bestimme den Schwerpunkt der Fla-
che, die durch folgende Kurven be-
grenzt wird (o = 1):
a) y = 0 und eine Halbperiode der
Sinuskurve y = sinx

b)y=a22,2=4,y=0
Berechne /:ch db, wenn B von den

Koordinat]gnachsen und dem Aste-
roidenbogen z = a cos® t

y = asin®t, 0 <t <m/2 (a > 0)
begrenzt wird.
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