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3  Vektorrechnung, Analytische Geometrie

3.1 Darstellung von und Rechnen mit Vektoren im R?

Im rdumlichen kartesischen Koordinatensystem (rechtwinkliges x,y, z-System)
wird ein Vektor a mit Hilfe der Einheitsvektoren e;, es, es in der Form

a=aie; + azes + ases (3.1)

dargestellt. Dabei sind
e ay, az, az die skalaren Komponenten (oder Koordinaten) des Vektors a,
® ajeq, aseq, agzes die wvektoriellen Komponenten des Vektors a.

Ublich ist auch die Darstellung eines Vektors durch Angabe seiner skalaren Kom-
ponenten in Spaltenform oder auch in Zeilenform mit dem Transpositionszeichen
T:

ai

a= | a2 = (al,ag,ag)T (32)
as
0=(0,0,00" ist der Nullvektor (3.3)

Die Vektoren eq, ey, es von der Lange 1 weisen in die positive Richtung der x-
bzw. y- bzw. z-Achse.

la| = \/a? + a2 + a3 Betrag (Linge) des Vektors a (3.4)

—

r=0P = (2,9,2)" Ortsvektor zum Punkt P(z;y;z) mit dem

3.5
Angriffspunkt im Koordinatenursprung (3:5)

Sind «, 3, v die Winkel zwischen dem Ortsvektor » = (x,y, z)" und der positiven
2- bzw. y- bzw. z-Achse, so erhilt man ihre Richtungskosinus zu

z
cosy = Tl (3.6)

cosa = cos 3 =

r Y
rl’ rl’

Daraus folgt:

cos? a +cos® B+ cos?y =1 (3.7)
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Multiplikation eines Vektors a mit einem Skalar A € R

ai
Aa = Aaie1 + azes + ases) = Aaije; + Aages + Aagzes = A | ag
as (3.8)
= a1, a2,a3)" = (A1, Aaz, Aas)”
1
a’ = ﬁa Einheitsvektor zu a mit |a| # 0 (3.9)
a
s b
Addition zweier Vektoren: a +b=s
a
ay by a1+ by 51
ag + b2 = az + b2 = S92 (310)
as b3 az + b3 s3

a+b=b+a (Kommutativgesetz) (3.11)
(a+b)+c=a+(b+c) (Assoziativgesetz) (3.12)
ato=a (o Nullvektor) (3.13)
Aa=aX XeR (3.14)
A+ pa = ra+ pa Ap€eR (3.15)
AMa+b)=Xa+Ab A€R (3.16)
la +b|] <|a| +|b]| (Dreiecksungleichung) (3.17)
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Subtraktion zweier Vektoren: a — b =d

al bl ayp — bl d1
ag — b2 = as — b2 = d2 (318)
as b3 a3 — b3 dS

d=a+ (-b) (3.19)

Den Verbindungsvektor a, der vom Punkt P (z1,y1, 21) zum Punkt Py (x2,ys2, 22)
zeigt, erhilt man in der Form

P,
T1 a o — 1
a=|y2— 1 (3.20)
P2 Z9 — 21
@) "2

. . . . —— . —
Dieser Verbindungsvektor wird auch mit P; P, bezeichnet: a = P1 P5 .

1. Berechne a°, b°,a + b, Zeige, dass dieses Dreieck gleichsei-
b—a, a—b, —2a+ 3b fiir tig ist.

_ T
a=(-3,2,-1)" und 6. Der Ortsvektor des Punktes P bildet

b= 5eld_f_.3€2 + 2es. E?Staﬁge f{ﬁr mit der y-Achse einen Winkel von
a+ b und fiir —2a +3b die Drejecks- 60° und mit der z-Achse einen Win-

mgleichung. kel von 45°; sein Betrag ist gleich 8.
2. Berechne die skalaren Kom- Berechne die Koordinaten des Punk-
ponenten des Vektors a, tes P, wenn seine z-Koordinate ne-
Y .
wenn a=AB +CD ist und gativ 1st.
A(0;0;1), B(3;2;1), C(4;6;5) und 7. Von einem Parallelogramm
D(1;6;3). ABCD  sind  drei  Eckpunk-

te  A(3;—4;7), B(—5;3;—-2) und
C(1;2; —3) gegeben.

a) Bestimme den vierten Eckpunkt

3. Berechne den Betrag des Vektors
a=2Xe; +(A+1)es + AN+ 1es.

4. Berechne die Léinge des Vektors D, der dem Punkt B gegeniiber
a = (20,30,—60)" und seine liegt.
R,1c;1tungsk0251nus. 2Kontr01here: b) Gib die beiden Diagonalvektoren
cos“ a+ cos” B+ cos”y =1 an und berechne ihre Linge.

5. Gegeben ist ein Dreieck ABC mit 8. Der Vektor x hat den Betrag
A(1;2;3), B(3;2;1) und C(1;4;1). || = 5v6 und die Richtung der



3.2 Skalarprodukt, Vektorprodukt, Spatprodukt

37

Halbierenden des Winkels zwischen
den Vektoren a = (7,—4,—4)T und
b= (-2,-1,2)T. Bestimme z.

Hinweis: Die Rhombuswinkel werden von

ihren Diagonalen halbiert.

9.

10.

11.

T4, TR, o seien die den Eckpunk-
ten entsprechenden Ortsvektoren des
Dreiecks ABC. Bestimme damit den
Ortsvektor rg des Dreiecksschwer-
punktes S.

Berechne den Dreiecksschwerpunkt,
wenn  A(2;3;4), B(3;1;2)  und
C(4;—1; 3) gegeben sind.

Gegeben sind die Punkte A(3;3;3)
und B(—1;5; 7). Bestimme die Punk-
te C und D, die die Strecke AB in
drei gleiche Teile teilen.

Im Dreieck ABC' liegt ein Punkt
P auf der Seite BC so, dass
|BP|:|PC|=X:1 gilt. Gib den

12.

13.

14.

Verbindungsvektor v von A nach P
s —
an, wenn AC = b und AB = c ist.

Bestimme den Punkt P der xz-Achse,
der von den Punkten A(2; —4;5) und
B(—3;2;7) den gleichen Abstand be-
sitzt.

Gegeben ist das Dreieck ABC mit

A(1;1;1), B(2,1;0) und C(1;2;3).

Berechne

a) die Lingen der Seiten a, ¢, b des
Dreiecks.

b) die Mittelpunkte M,, M, M. der
Dreieckseiten.

c) den Vektor m von A nach M, so-
wie |m/.

Welcher Punkt der z,y-Ebene
hat von den Punkten A(1;-1;5),
B(3;4;4) und C(4;6;1) gleichen Ab-
stand?
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Skalarprodukt

a-b=|a|-|bl-cosp, 0<p<m (3.21)
© ist der von a und b eingeschlossene Winkel, ¢ = Z(a, b)

aq b1

a-b=1ay bo | = a1by1 + asbs + azbs (3.22)
as bg

-b b b b

cos o = a _ a101 + a202 + asbs (3.23)
lal[b|  \/a? + a3 + a3\/b7 + bF + b3

a-b=>b-a (Kommutativgesetz) 3.24

a-(b+e)=a-b+a-c

o-a=0

(Distributivgesetz)

AMa-b)=(Xa)-b=a-(\b), AR

a-a=a’=|al



