IN DIESEM KAPITEL

lernen Sie sogenannte Deterministische
Endliche Automaten, kurz DFAs, kennen

erfahren Sie wie ein DFA funktioniert

lernen Sie die Moglichkeiten und Grenzen von
DFAs kennen

Kapitel 1
Deterministische Endliche
Automaten (DFASs)

DFAs stellen die einfachsten mathematischen Modelle fiir unsere Computer dar. Diese Mo-
delle bekommen als Input einen String aus Eingabezeichen. Der Output besteht aus einer
Entscheidung dariiber, ob das Wort »akzeptiert« wird oder nicht, d. h., der Automat kann
erkennen, ob das Eingabewort eine bestimmte Eigenschaft besitzt oder nicht. In diesem
Kapitel werden wir die Moglichkeiten und Grenzen dieser Automaten erkunden.

Einfihrung

»The Analytical Engine has no pretensions whatever to originate anything. It can do whate-
ver we know how to order it to perform.«

(Die Analytical Engine hat keinerlei Ambitionen, irgendetwas entstehen zu lassen. Sie kann
die Dinge tun, von denen wir wissen, wie wir ihr befehlen kénnen, sie auszufithren.) »Ada
Lovelace, in »Notes of the Translator«, Taylor’s Scientific Memoirs, 1843. Dieses Zitat zum
néheren Einstieg. Das Verhalten unserer Computer wird von zwei Faktoren bestimmt: Ihrem
inneren Zustand, d. h. den Bits und Bytes in ihren Speicherzellen, die die aktuelle Konfigura-
tion des Computers bestimmen, und den Eingaben, die wir als User machen. Im Folgenden
versuchen wir, einfache mathematische Modelle fiir Computer zu finden und so ihr Verhal-
ten besser zu verstehen. Dabei miissen wir darauf achten, dass wir uns von moglichst vielen
unnotigen Details befreien (z. B. sollte es fiir unsere Zwecke egal sein, ob die Eingaben von
einer Tastatur oder von einer Maus kommen). Anderenfalls wird unser Modell zu kompli-
ziert, und es wird zu schwierig, allgemeine Aussagen {iber ihr Verhalten zu machen. Ist unser
Modell auf der anderen Seite zu einfach, so sind die Moglichkeiten des Modells zu stark ein-
geschrénkt, und wir konnen nicht erwarten, tiber das Modell interessante Informationen zu
erhalten, da es zu stark von der Wirklichkeit abweicht.
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Das einfachste dieser Modelle bilden die Deterministischen Endlichen Automaten (engl.
Deterministic Finite Automata, DFAs ). In ihnen setzen wir die Eigenschaft realer Com-
puter um, bei Eingaben von auflen ihren Zustand zu wechseln. Das Wort Determinismus
kommt aus dem Lateinischen und bedeutet so viel wie »vorherbestimmt«. DFAs verarbei-
ten eine Folge von Eingabezeichen und setzen diese anhand eines vorgegebenen Regelwerks
(man konnte auch sagen, Programms) in Wechsel ihres inneren Zustands um. Deterministi-
sche Automaten besitzen die Eigenschaft, dass sich ihr zukiinftiges Verhalten anhand ihres
aktuellen Zustands und der Eingabezeichen vorhersagen lésst.

Niemand wiirde auf die Idee kommen, abstrakte DFAs, wie wir sie hier diskutieren, tatsich-
lich zu bauen. Dennoch hilft es vielleicht Threr Intuition, einen Hardware-DFA bildlich vor
sich zu sehen:
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Abbildung 1.1: Hardware-Modell eines Deterministischen Endlichen Automaten

Der Automat liest die Folge von Eingabezeichen von einem Eingabeband. Der Lesekopf
kann sich immer nur um ein Feld weiter und nur in einer Richtung bewegen. Eine Steuerein-
heit verarbeitet die Eingabezeichen und veranlasst die Zustandswechsel. Wichtig dabei:
Die Anzahl der Zustinde der Steuereinheit ist endlich (so wie auch unsere Computer
nur endlich viele Speicherzustinde besitzen) und die Zustandswechsel sind, wie schon
gesagt, bei Kenntnis des vorherigen Zustands und des Eingabezeichens vorhersagbar, also
deterministisch.

Erste Beispiele

DFAs lassen sich zur Modellierung vieler alltdglicher Situationen benutzen, die auf den ers-
ten Blick nichts mit Computern zu tun haben. Wir beginnen hier mit einigen Beispielen,
bevor wir im nichsten Abschnitt eine formale Definition eines DFAs geben.
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Ein Aufzug kann als DFA betrachtet werden. Die Zustinde des Automaten sind
dabei die Stockwerke, die der Aufzug anfahren kann. Die Eingabe in den Au-
tomaten stellt das gewiinschte Stockwerk dar. Sie erfolgt tiber Tastendriicke im
Aufzug oder iiber die »Holtaste«. Je nachdem, ob der Aufzug tiber eine Stock-
werksanzeige verfiigt oder nicht, handelt es sich um einen DFA mit bzw. ohne
Ausgabe.

Unser nichstes Beispiel stellt ein altes Rétsel fiir Kinder dar. Vielleicht haben Sie schon ein-
mal davon gehort:

*

Ein Bauer B, ein Wolf W, eine Ziege Z und ein Kohlkopf K stehen am linken Ufer
eines Flusses. Es gibt zwar ein Boot, in das aber nur der Bauer und ein weite-
res Objekt hineinpassen. Zudem sollten der Wolf und die Ziege bzw. Ziege und
Kohlkopf niemals allein an einem Ufer stehen, da es sonst zu unerwiinschten
Nebeneffekten kommt. Wie konnen alle vier sicher den Fluss tiberqueren? Auch
dieses alte Problem ldsst sich mit Hilfe eines DFAs (ohne Ausgabe) modellieren.
Die Zusténde sind dabei die Menge der Objekte, die sich aktuell am linken Ufer
befinden. Da zu Beginn noch alle am linken Ufer sind, ist das System am Anfang
also im sogenannten Startzustand z, = {B, W, Z, K}.

Die Eingaben in das System bestehen aus den Objekten, die der Bauer mit zu
sich ins Boot holt, kommen also aus der Menge ¥ = {w, z, k,0}. Der Bauer muf}
immer mitfahren (sonst lief8e sich das Boot nicht steuern) und wird deshalb nicht
eigens aufgefithrt. Das Zeichen O steht fiir den Fall, dass der Bauer alleine fahrt.
Der gewiinschte Endzustand z, = {} ist erreicht, wenn alle Objekte am anderen
Ufer sind.

Nach diesen Vorbereitungen ist es nicht allzu schwer, sich zu iiberlegen,
wie der Bauer vorgehen muss. Er muss bei den Uberfahrten lediglich
darauf achten, dass das System nicht in einen der verbotenen Zustidnde
{(W,Z},{Z,K},{W,Z,K},{B,K},{B, W}, {B} gerdt. Visualisiert man sich die
aus den erlaubten Bootsfahrten resultierende Abfolge der Zustinde und
lasst verbotene Zustinde und Uberfahrten, die in verbotene Zustiande fithren,
der Ubersichtlichkeit halber weg, erhilt man den gerichteten Graphen in
Abbildung 1.2. Der Endzustand wurde doppelt umrandet.

Die Frage ist nun: Wie kommen wir vom Start- in den Endzustand? Aus
Abbildung 1.2 lasst sich ablesen, dass eine Abfolge von Ziigen der Form
zOwzkOz oder zOkzwOz den Bauern zum erwiinschten Ziel fiihrt. Dies sind
aber langst nicht die einzig moglichen Losungen: Hat der Bauer Spafl am
Boot fahren, kann er auch nach dem Schema zoO(wzk)(wzk) ... (wzk)Oz bzw.
zO(kzw)(kzw) ... (kzw)Oz vorgehen, solange die Anzahl der Wiederholungen von
wzk bzw. kzw ungerade ist. Wir werden spéter sehen, dass die Moglichkeit, Teile
derjenigen Eingabeworter, die den Automaten in den Endzustand iiberfiihren,
wiederholen zu konnen, typisch fiir DFAs ist.

Das letzte Beispiel enthalt bereits alle wichtigen Zutaten der formalen Definition ei-
nes DFAs: Es gibt einen Start- und einen Endzustand, und wir sehen, dass sich die
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Abbildung 1.2: Die Geschichte vom Bauern, dem Wolf, der Ziege und dem Kohlkopf

Zustandsiibergénge eines DFA mit Hilfe eines Graphen gut visualisieren lassen. Dieser
Graph bildet gewissermafien die Software bzw. das Réderwerk im Innern der Steuereinheit
des DFA s.

Unser letztes einfithrendes Beispiel kommt aus der IT-Welt: Netzwerkprotokolle lassen sich
in der Regel gut iiber DFAs veranschaulichen, da sie ihre Zustédnde nach genau vorgeschie-
benen (d. h. standardisierten) Regeln wechseln. Wire das anders, wire die Kommunikation
zwischen Rechnern, die zuvor noch keinen Kontakt hatten, sehr mithsam.

so genannten Socket (Sockel) und wartet dann auf Verbindungswiinsche von Cli-
ents tiber das TCP-Protokoll. Der Socket besteht aus der IP-Adresse des Servers
und der Portnummer des angebotenen Diensts (z.B. 80 fir http). Auch Clients
konnen Sockets mit selbst gewihlten Portnummern erzeugen und von dort aus
Verbindungen zu Servern initiieren. Dabei lauft zunéchst der sogenannte Three-
Way-Handshake des TCP-Protokolls ab, bei dem ein Verbindungsaufbauwunsch
(zu erkennen am gesetzten SYN-Flag) mit einem SYN-ACK-Paket (SYN- und
ACK-Flag gesetzt) beantwortet wird. Ein finales ACK-Paket beendet den Hand-
shake.

@ Ein Server, der im Internet einen Dienst anbietet, erzeugt dazu zunichst einen

Nach gegliicktem Verbindungsaufbau werden TCP-Pakete mit gesetztem ACK-
Flag zwischen Client und Server ausgetauscht, bis die Verbindung von einer der
Parteien mit einem FIN-Paket beendet wird. Jedes Mal wenn ein Paket gesen-
det oder empfangen wird, wechselt der Socket in genau vorherbestimmter Weise
seinen Zustand. Sein Verhalten kann also als DFA modelliert werden, wobei die
Zustandsiibergidnge durch die Flags (das sind bestimmte wohldefinierte Bits im
Header der Pakete, die die Art des Pakets festlegen) der empfangenen Pakete aus-
gelost werden.
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Grundlegende Definitionen

Wir sind nun bereit, einen DFA als mathematisches Modell formulieren zu konnen. Dazu
missen wir die Zusténde, die Eingaben und die Reaktion des DFA auf die Eingaben model-
lieren.

Symbole und Woérter

Wir beginnen mit der Modellierung der Eingaben in den DFA, also den Zeichen bzw. Zei-
chenketten auf dem Eingabeband in Abb. 1.1:

X # ( sei eine endliche Menge, das Alphabet. Die Elemente von ¥ heifien Sym-
bole oder Zeichen.

Ein Wort oder String w ist eine endlich lange Folge von Symbolen. Die Menge
aller Worter, die aus den Symbolen in ¥ gebildet werden konnen, wird mit X*
bezeichnet.

Die Linge eines Worts w wird mit |w]| bezeichnet. |w]| steht firr die Anzahl der
Symbole, aus denen w besteht. £* enthélt auch ein besonderes Wort, das so ge-
nannte leere Wort e. Es besteht aus keinem Symbol, hat also die Lange null.

Eine Teilmenge L C ¥* von Wortern heifit formale Sprache tiber X.

Sie kennen natiirlich den Begriff des Alphabets aus dem Alltag. Die englische Sprache
kommt mit dem Alphabet ¥ = {a,b,c...,z} aus. Die Menge £* enthilt sinnvolle Worter
wie year oder house, aber natiirlich auch sprachlich sinnlose Strings wie qugh oder cxab.
Da wir in diesem Buch nicht an menschlichen Sprachen interessiert sind, unterscheiden
wir an dieser Stelle nicht zwischen sinnvollen und sinnlosen Strings.

Typische Alphabete, die wir in diesem Buch immer wieder benutzen werden, sind ¥ = {0, 1}
und X = {a, b}. Fiur £ = {0,1} ist Z* = {¢,0,1,00,01, 10,11, ... }. Offenbar lisst sich aus
einer endlichen Menge von Symbolen eine abzihlbar unendliche Menge! von Wértern for-
men. Das gilt sogar, wenn X nur aus einem Symbol besteht: Fiir £ = {4} zum Beispiel ist
>*={e,a,a’,a’ a*,...}.

Oft werden wir zwei Worter u und v, die aus derselben Menge X* kommen, ein-
fach aneinander héngen: Aus u=aya,...a, und v=>bb,...h, wird das Wort
Ww=uv=aa,..a,bb,..b, Diese Operation bezeichnen wir als Konkatenation.
Natiirlich gilt der Zusammenhang |u| = n, |[v| = m = |uv| = n + m. Voranstellen oder
Anhingen des leeren Worts ¢ an ein Wort u# dndert nichts: eu = ue = u. Konkateniert
man ein Wort u mit sich selbst, erhilt man das Wort u? = uu. Allgemeiner setzen wir

U =uu---ulstalsoz. B.X = {a,b} und u = abb, so ist u* = (abb)* = abbabbabbabb.
—_——

n mal

!Die Elemente abzihlbar unendlicher Mengen lassen sich nummerieren, d. h., eine abzahlbar unendliche Menge ist so grof3
wie die Menge N der natiirlichen Zahlen.
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Die Definition eines DFAs

Wir kénnen nun die komplette Definition eines DFAs angeben. Zentrales Element wird da-
bei die so genannte Ubergangsfunktion sein, die die Zustandswechsel des Automaten als
Reaktion auf ein Eingabezeichen beschreibt. Lassen Sie sich von dem mathematischen For-
malismus nicht abschrecken. Er ist nétig, weil es sich bei einem DFA um ein mathematisches
Modell handelt. Nur durch einen gewissen Grad an Abstraktion ist es moglich, sich von
tiberfliissigen oder vom wesentlichen ablenkenden Details (wie z.B. der Frage, wie ein DFA
in Hardware realisiert ist) zu befreien. Mit zunehmender Beschiftigung mit DFAs und ihren
Varianten werden Sie auch an Vertrautheit mit dem Formalismus gewinnen.

Ein Deterministischer Endlicher Automat (DFA) ist ein 5-Tupel M =
(Z,%,6,z,, F), bestehend aus:

v/ einer endlichen Zustandsmenge Z, die die Zustinde enthilt.
einem Eingabealphabet %, wobei Z N % = @.
einer Ubergangsfunktion§ : Zx X — Z.

einem Startzustand z, € Z.

A N N U N

einer Menge von Endzustinden F C Z.

Lassen Sie uns die fiinf Zutaten eines DFAs nacheinander durchsprechen. Die endliche Zu-
standsmenge Z ist fiir das D (wie finite) in DFA verantwortlich. Auch die Automaten, denen
wir im Alltag begegnen, kennen nur eine endliche Anzahl von Zusténden.

Das Eingabealphabet besteht aus den Zeichen, die in den Automaten eingegeben werden
konnen und damit Zustandsiibergiange bewirken. Natiirlich miissen wir deutlich zwischen
Eingabezeichen auf der einen Seite und Zustidnden auf der anderen Seite unterscheiden,
deshalb die Forderung Z N % = @.

Die Ubergangsfunktion & beschreibt das Verhalten des Automaten, d. h., die Zustands-
iibergdnge, wenn Symbole in den Automaten eingegeben werden. Der neue Zustand hiangt
sowohl vom alten Zustand als auch vom Eingabesymbol ab. Deshalb kommt der Input fiir
die Funktion § aus der Menge Z X %, also der Menge der geordneten Paare von Zustinden
und Eingabesymbolen. Der Output hingegen ist ein einzelner, genau festgelegter Zustand z
aus der Zustandsmenge Z. Ein allgemeiner Zustandsiibergang hat also die Form

6(Zalt’ ﬂ) = Zyeu

fiir ein Symbola € L undz,,,,z,, € Z. Beispielsweise lautet einer der Uberginge des Bauer-
Ziege-Wolf-Kohlkopf-Automaten oben:

d({B,W,K},w) = {K}.

Eine sogenannte Wertetabelle listet alle diese Zustandsiibergénge auf. Im Prinzip lasst sich
die Ubergangsfunktion und damit das Verhalten des Automaten durch eine Wertetabelle
komplett beschreiben. So eine Liste wird aber schnell uniibersichtlich, und das Verhalten
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des Automaten lédsst sich nur schwer daraus ablesen. Zum Gliick lasst sich ein DFA mit Hilfe
eines gerichteten Graphen auch grafisch darstellen, wie wir am Beispiel des Bauer-Ziege-
Wolf-Kohlkopf-Automaten gesehen haben. Dabei entsprechen die Knoten des Graphen den
Zustinden und die Pfeile den Zustandsiibergingen. Der Graph wird auch als Ubergangs-
diagramm des DFAs bezeichnet.

Schliefilich besitzt jeder DFA einen speziellen Startzustand z,, in dem er sich befindet, be-
vor irgendwelche Eingaben gemacht werden, und einen oder mehrere Endzustinde, die
gewissermaflen das Ziel des Automaten vorgeben. Wie das folgende Beispiel zeigt, konnen
Start- und Endzustand durchaus zusammenfallen.

¥

Wir betrachten den DFA
M =(Z,%,8,zy, F) mit Z = {z,,2,},Z = {0,1}, F = {2,}.

Die Ubergangsfunktion § des Automaten wird durch die folgende Wertetabelle
definiert:

6101
20 |%1 (%0
zy |2y | 7

Der dazugehorige Ubergangsgraph sieht damit so aus wie in Abbildung 1.3.

Was macht dieser Automat? Anders gefragt, welche Strings tiberfithren den
Startzustand in den Endzustand? Da der Startzustand gleichzeitig auch Endzu-
stand ist, brauchen wir gar nichts einzugeben und sind schon gewissermafSen
am Ziel. Das leere Wort e gehort also sicherlich zu den gesuchten Strings. Ist
das Eingabewort nicht leer, so bewirkt jede 0 einen Sprung iiber den (gedachten)
Graben zwischen z, und z,. Zwei Spriinge (oder ein Vielfaches davon) bringen
uns wieder zuriick nach z,. Also bewirken alle Strings mit der Eigenschaft,
eine gerade Anzahl von 0 zu enthalten, dass der Automat vom Start- in den
Endzustand tibergeht. Das leere Wort € passt auch in dieses Schema, da es null
mal das Symbol 0 enthélt. Man kann also sagen: Der Automat in Abbildung 1.3
priift, ob ein Eingabewort eine gerade Anzahl von 0 enthlt.

1 1

GO

0

start —f

Abbildung 1.3: Ein erstes
Ubergangsdiagramm eines DFA
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Regulare Sprachen

Die Frage, welche Menge von Wortern (bzw. welche Sprache) einen DFA vom Start- in den
Endzustand tiberfiihrt, ist eine typische Aufgabenstellung in der Automatentheorie. In die-
sem Abschnitt werden wir weitere Beispiele fiir solche Mengen anschauen und untersuchen,
welche Eigenschaften sie haben.

Die erweiterte Ubergangsfunktion

Die Ubergangsfunktion & sagt uns, wie ein Automat auf einzelne Eingabezeichen reagiert.
Wenn wir aber wissen mochten, welche Worter einen Automaten vom Start- zum Endzu-
stand tberfithren, wire eine Art erweiterte Ubergangsfunktion nutzlich, die uns die Re-
aktion des Automaten auf ganze Eingabeworter liefert. Welche Eigenschaften miisste eine
solche erweiterte Ubergangsfunktion & (sprich: Delta-Dach) haben?

Zunichst einmal bekommt § ein Paar aus einem Zustand und einem Wort als Input, das
heif3t, § muss auf der Menge Z x =* operieren. Der Output §(z, w) ist dann derjenige Zu-
stand, in den der DFA vom Zustand z nach Eingabe des Worts w iibergeht. Insgesamt muss
also gelten:

§:Zx3 >Z
Gibt man das leere Wort in den Automaten ein, soll sich am aktuellen Zustand nichts Andern:
VzeEZ:d(z,e)=z2

Auflerdem darf es natiirlich keine Konflikte mit der bestehenden Ubergangsfunktion & ge-
ben. Gibt man nur ein einziges Symbol ein, so muss der Output von § mit dem von &
iibereinstimmen. Diese Uberlegung lisst sich dazu ausnutzen, die Wirkung von & mit Hilfe
von ¢ rekursiv zu definieren:

VzeZ weX*aeX: 3(2, wa) = 6(8(2, w), a)

Tatsichlich reichen diese beiden Eigenschaften aus, um & vollstindig festzulegen. Als Bei-
spiel betrachten wir noch einmal den Automaten aus Abb. 1.3, also

und berechnen S(ZO, 010):
8(25,010) = 8(8(z,, 01), 0) = 8(5(8(2,,0), 1), 0)
= 8(8(8(8(zy, €),0), 1),0)
= 8(8(8(2y,0),1),0) = 8(8(2,,1),0) = 8(z,,0) = 2,
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Das erscheint unnoétig aufwendig und kompliziert. Wir haben zwar das erwartete Ergebnis
z, bekommen, aber warum kann man nicht einfach bei z,, starten und das Eingabewort dann
Symbol fiir Symbol von links nach rechts mit Hilfe von § abarbeiten? Tatsdchlich wird man,
wenn man bei einem konkreten DFA &(z, w) fiir einen konkreten Zustand z und ein konkre-
tes Wort w ausrechnen mochte, immer das Wort w von links nach rechts bearbeiten, ohne
auf die Definition von & zuriickzugreifen.

Aber fiir abstrakte Argumentationen in Beweisen oder Defintionen, die nicht einem kon-
kreten Wort arbeiten, ist es Gold wert, die erweiterte Ubergangsfunktion 5 als formales
Werkzeug zur Hand zu haben. Dies zeigt schon die ndchste Definition, in der wir die Menge
der Worter, die einen DFA vom Start- in den Endzustand uberfithren, mit Hilfe von 5 auf
elegante Weise charakterisieren konnen:

Ein DFAM = (Z,%, 6, z,, F) akzeptiert ein Wort w € X*, wenn der Anfangszu-
stand z, durch w in einen Endzustand tiberfiihrt wird, d. h., wenn gilt:

S(ZO, w)=z€F.

Die Menge aller von M akzeptierten Worter heifSt die von M akzeptierte Spra-
che L(M):

LM) = {w € £*|8(zy, w) € F}
Eine formale Sprache L heif3t regulir, falls es einen DFA M gibt, der L als akzep-
tierte Sprache hat.

Beispiele regularer Sprachen

Eine regulédre Sprache haben wir bereits kennengelernt: Die Sprache der Worter mit einer
geraden Anzahl von Nullen. Es folgen nun einige weitere Beispiele fiir reguldre Sprachen
mit den dazugehorigen DFAs.

Wir betrachten die Sprache
L ={w € X*|w = u00 mit u € X* beliebig}

iiber dem Alphabet ¥ = {0, 1}. Es geht also um die Menge der binéren Strings,
die auf 00 enden. Ein dazugehoriger Automat M, der L akzeptiert, sieht so aus:

1

start —>

Abbildung 1.4: Ein DFA, der pruft, ob das
Eingabewort auf zwei Nullen endet.
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Zum Beispiel ist 8(zy,00) = z, € F und &(z,, 10) = z, & F. Aber woher wissen
wir, dass M genau die Worter aus L akzeptiert? Bei diesem einfachen Automa-
ten konnen wir direkt nachrechnen, dass alle Worter aus L akzeptiert werden.
Dazu priifen wir mit Hilfe von § nach, dass alle Worter der Form %00 von z, in
den Endzustand z, fithren:

(2, 00) = 8(8(z,, u0), 0)
= 8(8(8(zy, ). 0).0)
=0(6(z;,0),0), wobei 0 <i <2
= 6(zj, 0), wobei 1 <j <2
=z,€F
Damit ist klar, dass L C L(M). Auflerdem konnen wir leicht priifen, dass auch

keine anderen Worter akzeptiert werden. Das sind nédmlich alle Worter, die auf
1 enden, alle, die auf 10 enden, sowie das Wort w = 0:

8(zy, ul) = 8(8(zy, ), 1) = 8(z;, 1), wobei 0 < i <2
=z, & F
8(zy, u10) = 8(8(zy, u1),0) = 8(2,0) = 2, & F
8(zy,0)=2, ¢ F

Somit gilt L =L(M), und wir wissen, dass es sich bei L={we X' |lw=
#00 mit u € ¥* beliebig} um eine reguldre Sprache handelt.

Beginnen wir diesmal mit dem Automaten A, der wieder tiber dem Alphabet
Y. = {0, 1} arbeitet:

start —

Welche Sprache akzeptiert dieser Automat? Bei genauerem Hinsehen stellt sich
heraus, dass man mindestens drei aufeinanderfolgende Nullen benétigt, um vom
Startzustand z, in den Endzustand z, zu gelangen. Ist man einmal im Endzustand,
kann dieser nicht mehr verlassen werden.

Tatsédchlich bilden alle Worter, die drei aufeinanderfolgende Nullen enthalten,
die von M akzeptierte Sprache:

LM) = {w € £*|w = u000v mit u, v € X* beliebig. }
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Zum Beweis rechnen wir wieder als Erstes nach, dass alle Worter der Sprache
akzeptiert werden:

(29, u0000) = 8(8(2,, 1), 0000)
= &(2;,0000),0 < i < 3
= §(8(z;,000), v))
= 8(23, v)=2z3 €F
Auf der anderen Seite gibt es keine andere Moglichkeit, in den Endzustand zu

gelangen, als mit Hilfe dreier aufeinanderfolgender Nullen. Es werden also keine
Worter akzeptiert, die nicht in L(M) liegen.

Schlieflich mochte ich Thnen einen Automaten tiber dem Alphabet ¥ = {0, 1}
zeigen, der gewissermaflen rechnen kann:

Gibt man probeweise einige Worter in den Automaten ein, zeigt sich folgendes
Verhalten: Die Nullen im Eingabewort sorgen dafiir, dass man sich im Uhrzeiger-
sinn durch den Automaten bewegt: Nach vier Nullen ist man wieder im Startzu-
stand, der gleichzeitig auch Endzustand ist. Die Einsen sorgen fiir eine gegenléau-
fige Bewegung. Beispielweise ist (zy, 001) = z, und &(z,, 100100) = z,. Offenbar
ist also die Differenz zwischen der Anzahl der Nullen und Einsen im Eingabe-
wort entscheidend dafiir, in welchem Zustand man am Ende landet. Stellt diese
Differenz ein Vielfaches von 4 dar, hat man den Automaten mehrfach umrundet,
und das Wort wird akzeptiert.

Etwas préziser formuliert: Ist Ny(w) bzw. N, (w) die Anzahl der Nullen bzw. Ein-
sen in einem Eingabewort w, so gilt:

L(M) = {w € S*|Ny(w) — Ny(w) =0 mod 4}

Der Automat kann also priifen, ob die Differenz der Anzahl der Nullen und Ein-
sen im Eingabewort ein Vielfaches von 4 darstellt. Ist man an einem anderen Rest
beim Teilen durch 4 interessiert, kann man einfach den Endzustand veriandern:
Erklart man z. B. z, anstelle von z, zum Endzustand, so erhdlt man natiirlich die
Sprache

LM) = {w € Z*|IN,(w) — N, (w) =3 mod 4}
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Diese Beispiele zeigen, dass es durchaus eine grofSe Vielfalt reguldrer Sprachen gibt. Kon-
nen wir irgendwelche allgemeinen Aussagen dariiber treffen, welche Sprachen regular sind?
Wie steht es beispielsweise mit Sprachen, die nur aus einer endlichen Zahl von Woértern
bestehen? Fiir solche Sprachen lédsst sich tatsdchlich immer ein passender DFA finden.

Endliche Sprachen sind regular.

%
Y sei ein Alphabet. Dann ist jede endliche Teilmenge

L={w,,w,,...,w,} CX*eine reguldre Sprache.

Zum Beweis dieser Aussage gehen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit davon aus,
dass ¥ = {a, b} ist. Wir konstruieren einen zu L passenden DFA M, indem wir seinen Uber-
gangsgraphen im Prinzip als Bindrbaum anlegen mit dem Startzustand z, als Wurzelknoten.
Fiir jedes der Worter w € L reservieren wir einen eigenen Endzustand z,, € F als Blattkno-
ten. Wir konstruieren den Baum so, dass der Weg von der Wurzel zu einem Endzustand z,,,
der Abfolge der Symbole in w entspricht. Da es nur endliche viele Worter in L gibt, brauchen
wir dafiir auch nur endlich viele Zustdnde. Fiir ungtiltige Symbolfolgen, also Teilworter, die
keine Chance mehr haben, zu einem der Worter in L zu werden, stellen wir noch zusétzlich
einen Fehlerzustand bereit, der nicht mehr verlassen werden kann und den wir mit einem
&) markieren. Leider zerstort die Notwendigkeit des Fehlerzustands die schone Baumstruk-
tur des Ubergangsgraphen. An der Giiltigkeit der Konstruktion dndert dies jedoch nichts.
Schauen wir uns ein Beispiel an:

sténde z,, z,,, z;;, und den folgenden Ubergangsgraphen:

aa’
start —>
a b

@ Y ={a,b},L = {b,aa,bb}. Der zu dieser Sprache passende DFA hat drei Endzu-

a,b

Das Pumping Lemma

Gibt es eigentlich auch nicht-reguldre Sprachen? Die Sprache

L={weX w=ad'b" n>0}
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iiber dem Alphabet ¥ = {a, b} bildet ein klassisches Beispiel einer nicht-reguldren Sprache:
So lange # einen festen Wert besitzt, ist die Sprache L endlich und somit reguldr. Laft
man jedoch alle Werte fiir # zu, brauchte ein Automat, der L akzeptiert, eine Moglichkeit,
sich zu merken, wie viele 4 das Eingabewort enthélt. Die einzige Speicherméglichkeit fiir
einen DFA besteht jedoch in seinen Zustdnden. Kann # beliebig grof} werden, braucht
man also auch beliebig viele Zustinde zum Speichern. Der Automat kann also nicht
endlich sein.

Tatsdchlich kann man einer Sprache in vielen Féllen ansehen, dass sie nicht-regulér ist. Re-
guldre Sprachen miissen notwendigerweise bestimmte Eigenschaften erfiillen, und wenn
eine Sprache diese Eigenschaften nicht besitzt, kann sie auch nicht-regular sein.

Stellen wir uns einen DFA M mit N Zustdnden und akzeptierter Sprache L(M) vor. An-
genommen, ein Wort x € L(M) hat N oder mehr Symbole: Dann muss beim Abarbeiten
des Worts x mindestens ein Zustand z von M mehrfach besucht werden (so genanntes
Schubfachprinzip bzw. im Englischen auch pigeonhole principle: Wenn n Tauben k Locher
anfliegen, wobei 1 > k, dann gibt es mindestens ein Loch, dass von mehreren Tauben be-
sucht wird).

Das Wort x € L(M) zerfillt also in einen ersten Bestandteil z mit 3(20, u) = z, einen mitt-
leren Bestandteil v mit d(z, v) = z und einen End-Bestandteil w mit é(z, w) =z, € F. Im
Ubergangsgraphen von M sieht das ungefihr so aus:

u w

start ﬁr\

v

Abbildung 1.5: Verarbeitung eines langen Worts x
im DFA

Insgesamt gilt nach Abb. 1.5 also x = uvw, wobei v fiir einen Kreis durch den Ubergangs-
graphen sorgt, der bei z beginnt und endet. Dabei ist klar, dass der Kreis-Bestandteil v auch
weggelassen werden kann, ohne dass wir aus L(M) herausfallen: Das Restwort uw fiihrt im-
mer noch von z;, nach z,, also ist uw € L(M).

Mehr noch: Der Kreis v kann auch mehrfach durchlaufen oder auch gepumpt werden, ohne
dass das Wort aus L(M) herausfillt. Beide Eigenschaften lassen sich in der Form

uv'w € LM) fiar i > 0

zusammenfassen. Diese Uberlegung bildet den Kern des Beweises fiir das so genann-
te Pumping Lemma (mit Lemma bezeichnet man in der Mathematik eine wichtige
Hilfsaussage):
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Pumping Lemma

L sei eine regulédre Sprache. Dann gibt es eine Zahl N € N, sodass sich jedes
Wort x € L mit |x| > N in der Form x = uvw schreiben ldsst, wobei fir die
Bestandeteile u, v, w gilt:

1. |uv| N
2. v >1

3. Vi>0:uwwel

Die zweite und dritte Bedingung ergeben sich direkt aus unseren obigen Uberlegungen. Die
erste Bedingung |uv| < N ergibt sich aus der Tatsache, dass wir bei Eingabe von N Zeichen
in den Automaten genau (N + 1)mal einen Zustand besuchen. Da der Automat nur N Zu-
stinde besitzt, muss also ein Zustand mehrfach besucht werden, und das bedeutet, dass
der Schleifenbestandteil v und sein Vorgéngerbestandteil # beide innerhalb der ersten N
Zeichen liegen miissen.

Jedes hinreichend lange Wort in L muss also einen Bestandteil v enthalten, der sich beliebig
oft wiederholen (»aufpumpenc) ldsst, ohne dass man die Sprache verldsst. Das Pumping
Lemma bildet somit ein notwendiges Kriterium dafiir, dass eine formale Sprache regulir ist.

Betrachten wir z.B. die Sprache L = {w € X*|w = 400 mit u € X* beliebig} tiber dem Al-
phabet 2 = {0, 1}. Wir wissen bereits, dass diese Sprache regular ist, und tatséchlich erfiillt
sie die Bedingungen des Pumping Lemma: Alle Worter x € L mit |x| > 3 besitzen einen
pumpbaren Bestandteil v, ndmlich das erste Symbol von x. Dieses kann weggelassen oder
beliebig wiederholt werden, ohne dass sich an der Zugehorigkeit zu L etwas dndert (als u
nehmen wir einfach das leere Wort, somit ist |uv| = 1 < 3, und w ist der Rest des Worts
nach dem ersten Symbol).

Wie steht es mit endlichen Sprachen? Wir wissen, dass alle endlichen Sprachen reguldr sind,
aber eine endliche Aufzéhlung von Wortern enthélt doch sicher keine pumpbaren Bestand-
teile? Nein, das nicht, aber im Pumping Lemma ist auch nur von Wortern die Rede, die eine
gewisse Mindestlange N tiberschreiten (und diese Mindestlange diirfen wir selbst festlegen).
Wihlen wir also N grofier als die grofite vorkommende Wortlédnge in L, dann gibt es gar kei-
ne Worter x € L mit |x| > N, so dass sich die Priifung der drei Bedingungen im Pumping
Lemma eriibrigt. Nur unendliche reguldre Sprachen miissen also pumpbare Bestandteile
enthalten.

Das Pumping Lemma wird in erster Linie dazu genutzt, um zu zeigen, dass eine Sprache
nicht regulér ist: Wie wir gesehen haben, muf$ eine reguldre Sprache das Pumping Lem-
ma erfillen. Enthilt also eine Sprache keine pumpbaren Bestandteile, kann sie auch nicht-
regulér sein. Dieses Beweisverfahren wird in der formalen Logik Kontraposition genannt:
Das Pumping Lemma stellt eine Aussage der Form A = B dar. Dazuist die Aussage =B = —A
logisch dquivalent (siehe auch Kapitel 12). Da das Pumping Lemma praktisch ausschliefllich
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in dieser Form angewendet wird, formulieren wir die Kontraposition des Pumping Lemma
noch einmal explizit:

-

v

Kontraposition des Pumping Lemma

L sei eine formale Sprache. Gibt es keine Zahl N € N, so dass sich jedes
Wort x € L mit |x| > N in der Form x = uvw schreiben lisst, wobei fiir die
Bestandteile u, v, w gilt:

1. |uv| N
2. |v|>1
3. Vi>0: uwwwel

so ist L nicht regular.

Benutzen wir also das Pumping Lemma in der Kontrapositionsform, um zu zeigen, dass eine
Sprache L nicht-regular ist. Konkret gehen wir dabei von einer Mindestlange N aus. Gelingt
es uns dann, zu jedem N auch nur ein Wort x € L mit |x| > N zu finden, fiir das die drei
Eigenschaften aus dem Pumping Lemma nicht erfiillt sind, kann L nicht-regulér sein.

7

Y={a,b},L ={x€Xx=a"b",n>0}.

Fiir diese Sprache haben wir uns bereits weiter oben tiberlegt, dass sie nicht-
reguldr sein kann. Mit dem Pumping Lemma kdnnen wir nun einen formalen
Beweis dafiir angeben, indem wir annehmen, es gibe eine Zahl N, so dass jedes
Wort x € L mit |x| > N die drei Bedingungen aus dem Pumping Lemma erfiillt.

Betrachten wir speziell das Wort x = a”b". Offenbar istx € L und |x| = 2N > N,
so dass sich nach dem Pumping Lemma x zerlegen lassen muss:

x = yow mit |yv| <N und |v| > 1.

Da die ersten N Symbole von x lauter a’s sind, bestehen auch die Teilworter uv
und v aus lauter a’s. Wir konnen also schreiben:

v =a" und x = uvw = ua''w, wobei |v| > 1. Nach der dritten Bedingung des
Pumping Lemma mufd aber z.B. auch das Wort uv?*w = ua®"\w € L sein. uv’w
enthdlt (N + |v]) a’s und N b’s, da sich durch das Verdoppeln von v an der Anzahl
der b's nichts gedndert hat. Also ist uv?w ¢ L. Widerspruch!

Es gibt also keine Zahl N mit den gewiinschten Eigenschaften, und L ist damit
nicht-regulér.
S={1},L={x € *|x=1" firi > 0}.

Wir betrachten also lange Listen von Einsen und wiirden gerne mit einem DFA
priifen, ob die Lénge der Liste eine Quadratzahl darstellt. Leider zeigt uns das
Pumping Lemma, dass es einen solchen DFA nicht geben kann. Wir gehen
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wieder davon aus, dass die Sprache regulér ist und dass die drei Bedingungen
des Pumping Lemma fiir eine bestimmte Zahl N gelten. Betrachten wir speziell
das Wort x = 1¥° € L, dann ist |x| = N2 > N und nach dem Pumping Lemma
mufl gelten: x = 1V" = yow mit |uv| <N,|v| >1 und wv'w €L fir i >0.
Insbesondere ist also auch uv*w € L. Wegen |v]| > 1 gilt jetzt:

N? = |x| = |uvw| < |uv*w).

Und wegen |uv| < N gilt:

luv*w| = |uvwv| = luvw| + |v] = N* + |v| < N* + N.

Wir haben also die Linge von uv?w zwischen zwei Zahlen einschrinken kénnen:
N? < |uv*w| < N? +N.

Aber weil N2 + N < N? + 2N + 1 = (N + 1)?, gilt

N? < |uv*w| < (N + 1)

Deshalb kann |uv?w| selbst keine Quadratzahl sein und das Wort uv?w liegt
nicht in L. Widerspruch!

Minimalautomaten

Hat man eine reguldre Sprache L, so ist der L akzeptierende DFA M keineswegs eindeutig.
Es lassen sich immer verschiedene Automaten konstruieren, die die gleiche Sprache akzep-
tieren. Alle diese Automaten nennen wir dquivalent. Unter allen dquivalenten Automaten
ist natiirlich derjenige am interessantesten, der beim Erkennen von L mit den wenigsten Zu-
stdnden auskommt: Er arbeitet in gewisser Weise am effizientesten von allen dquivalenten
Automaten (wihrend alle dquivalenten Automaten effektiv sind in dem Sinn, dass sie alle L
akzeptieren).

L sei formale Sprache iiber dem Alphabet ¥ und M ein DFA, der L akzeptiert.
Dann heif$t M Minimalautomat firr L, wenn es keinen zu M dquivalenten DFA
gibt, der weniger Zusténde hat als M.

Betrachten wir den folgenden DFA M tiber dem Alphabet ¥ = {0,1}:
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Welche Sprache akzeptiert er? Der Endzustand kann nur iiber eine 1 erreicht wer-
den. Akzeptierte Worter miissen also auf 1 enden. Auf der anderen Seite werden
aber auch alle Worter, die auf 1 enden, akzeptiert:

8(zy, ul) = 8(8(2, 1), 1) = 8(z;, 1) mit i € {0,1,3)}

=z, €F
Damit ist klar, da§s LM) = {w € Z*|w = ul mit u € £* beliebig}. Woher aber
wuflten wir, dass (z,, #) niemals z, sein kann? Weil von z, nur Pfeile ausgehen,

aber keine Pfeile in z, enden, kann z, niemals angenommen werden. Man nennt
solche Zustdnde nicht erreichbar.

Offenbar éndert es nichts an der akzeptierten Sprache, wenn man nicht erreich-
bare Zustdnde einfach wegldsst. Wir erhalten einen kleineren, zu M dquivalenten
Automaten:

Ist das nun der Minimalautomat fiir unsere Sprache L= {w € X*|lw=
ul mit u € £* beliebig} ? Nein, natiirlich geht es noch etwas kleiner:

0 1
1
start —>
0

Hier wurden die Zustdnde z, und z; zu einem einzigen Zustand Z, zusammen-
gelegt. Man kann dies immer dann tun, wenn zwei Zustdnde in einem gewissen
Sinne dquivalent sind, den wir gleich exakt definieren werden.

M =(Z,%,8,z,F) sei ein DFA.

v/ Ein Zustand z € Z mit der Eigenschaft Vu € X* : 3(20, u) # z heif3t nicht
erreichbar.

v/ Nun sei z € Z ein erreichbarer Zustand. Mit L(M, z) bezeichnen wir die
Sprache, die M akzeptieren wiirde, wenn z anstelle von z, der Startzustand
wiire. Wir definieren eine Aquivalenzrelation R,, auf der Zustandsmenge
Z via

(2z1,2,) ERy © L(M,z)) = L(M, z,)
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Im Beispiel oben ist L(M, z,) = L(M, z;) = {w € X*|w = ul mit u € X* beliebig}. Wie ge-
nau funktioniert nun das Zusammenlegen dquivalenter Zustinde? Wie tiblich bezeichnen
wir mit [z] die Menge der zu z € Z dquivalenten Zustinde, also die Aquivalenzklasse von z.
Die dquivalenten Zustidnde in [z] werden zu einem neuen Zustand Z zusammengelegt. Ziel
ist es, alle Zustidnde in [z] durch den neuen Zustand Z zu ersetzen, ohne dass sich etwas an
der von M akzeptierten Sprache éndert.

Dazu miissen wir insbesondere fiir den neuen Zustand Z die Funktionswerte §(Z, a) defi-
nieren. Da Z = [z] aus mehreren Zustinden bestehen kann, schauen wir uns dazu im Uber-
gangsdiagramm von M an, in welche Zustdnde die Pfeile fithren, die von den dquivalenten
Zustanden z; in [z] ausgehen. Um keine Informationen zu verlieren, vereinigen wir vorldufig
alle diese von [z] aus erreichten Zustdnde in einer Menge:

Vaes: oza) = ] @ a)

z;€|z]
Im Beispiel oben gilt
0z, 0) = | 8(z,,0) = 8(2,0) U d(z5,0) = {2} und

z;€[zg]

(25, 1) = U 8(z;, 1) = 8(zy, 1) U 8(23, 1) = {2, }.

z;€lzg]

Die so erhaltenen Mengen von Zustinden identifizieren wir mit den Aquivalenzklassen ihrer
Elemente.

Aber was passiert, wenn bei der Vereinigung Mengen aus mehr als einem Zustand entste-
hen? Zum Glick sorgt dann die Aquivalenz der Zustinde in [z] dafiir, dass auch die Zustinde
yE Uzl_emd(zi, a) zueinander dquivalent sind. Es gilt ndmlich die folgende Hilfsaussage:

Weil z, und z, dquivalent sind, gilt fiir jedes w € X*:

Sind 7, und z, dquivalente Zustdnde, so sind auch r = 6(z, a)

und s = §(z,, a) fur alle a € X dquivalent.

8(z,,w) € F & 8(z,,w) € F.
Ist nun w = au fiir ein Symbol a € %, folgt daraus
8(z,, au) = 6(8(z,, a), u) € F < 8(8(zy, a),u) € F.
Also sind r = §(z;, a) und s = §(z,, a) dquivalent.

Folglich sind auch alle y € |J, o,,0(z;, @) zueinander dquivalent: Egal welches y man aus-
wiahlt, man erhilt am Ende immer die gleiche Aquivalenzklasse. Bestimmt man also fiir alle



KAPITEL 1 Deterministische Endliche Automaten (DFAs) 41

Zustiande z € Z ihre Aquivalenzklassen und definiert dadurch neue Zustande Z, so erhalten
wir wieder eine wohldefinierte Ubergangsfunktion § durch

Va € : 8(za) =7, wobeiy € | | 8(z,a)

z;€[z]

Wir tiberlegen uns noch, dass der Automat mit den neuen Zusténden die gleiche Sprache
wie M akzeptiert. Dazu brauchen wir zunéchst eine Menge F von Endzustdnden: Wir setzen

EF= {Z/|z; € F}

und betrachten ein beliebiges Wort w = a,a, ... a, € =* Dann gilt: x € L(M) & &(z,,x) € F,
was bedeutet, dass eine Folge von Zustdnden z,, z,, ... , z,, existiert mit

8(zg,a)) = 2,,6(zy,a,) = 25, ...,0(2,_y,a,) =z, EF.

All dies spielt sich im urspriinglichen Automaten M ab. Kénnen wir diese Folge irgendwie
auf die neuen Zustdnde Z tibertragen? Wegen d(z,, a,) = z, und z, € [z,] ist auf jeden Fall
z; € U, ¢1,,19:» @1)- Da es auf den Représentanten der Aquivalenzklasse nicht ankommt,
durfen wir schlieflen:

6(2y,ay) = 23,

und die gleiche Schlussweise funktioniert natiirlich auch fiir die anderen Zustandsiiberginge
der Folge. Am Ende steht der Ubergang

82z, ,,a,) =%, €F, weilz, € F.
x € L(M) wird also auch von dem neuen Automaten akzeptiert.

Die beiden Reduktionsschritte »Weglassen nicht erreichbarer Zustinde« und »Zusammen-
legen dquivalenter Zustdnde« reichen aus, um aus jedem Automaten den Minimalautoma-
ten zu destillieren:

Konstruktion des Minimalautomaten

X/
M = (Z,%,0,z,,F) sei ein DFA und L die von ihm akzeptierte Sprache.
Der Automat M, der aus M durch Weglassen nicht erreichbarer Zustinde

und Zusammenlegen dquivalenter Zustdande entsteht, ist der Minimalauto-
mat fur L.
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Betrachten wir zur Gewohnung an die obigen Begriffe den folgenden, etwas gro-
eren DFA:

start —> 0,1
1

Er enthilt keine nicht erreichbaren Zustidnde, aber z; und z, scheinen sich in
ihrem Verhalten sehr dhnlich zu sein. Tatsdchlich sind sie dquivalent, wie man
sofort erkennt, wenn man z; bzw. z, zum Startzustand erklart. Dann werden
namlich plotzlich ganze drei Zusténde nicht erreichbar. Entfernt man sie, erhélt
man die folgenden beiden Automaten:

1

1
0

start — \/@—0' 0,1

1

1
0
start — 0.1
1

Aus diesen beiden Automaten lesen wir ab, dass
LM, z)) = L(M,z,) = {w € Z'|w = u00v mit u,v € X" beliebig.}.

Auflerdem zeigen uns die beiden Automaten, dass auch noch z, und z, dquivalent
sind. Die entsprechende Sprache ist etwas komplizierter:

LM, z;) =L(M,z,) = {w e Z|lw = (1"0)"0v mit m > 0,n > 1
und v € X" beliebig. }.

Wir legen die dquivalenten Zustinde z,, z, zu z; und z;, z, zu Z; zusammen. Dann
gilt zum Beispiel:

8z,0)= ] 02,00 = {z5,2,) = [5] = 7,

z€[z1]
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Insgesamt ergibt sich dieser Minimalautomat:

start —> \/@—.3

Die akzeptierte Sprache lésst sich von diesem Automaten deutlich einfacher ab-
lesen. Sie lautet:

LM) = {w € £*|w = (0]1)u00v mit u, v € X* beliebig.}

Zum Finden dquivalenter Zusténde sind wir nicht auf genaues Hinsehen angewiesen. Man
kann auch einen Algorithmus angeben, der dquivalente Zusténde findet. Der Algorithmus
basiert auf zwei Beobachtungen:

v/ Zwei Zustinde z, € F und z & F koénnen nicht dquivalent sein, da L(M, z,) das leere
Wort enthalt, L(M, z) aber nicht.

v/ Sind zwei Zustinde r = §(z;,a) und s = §(z,, a) fiir ein Symbol a € X nicht dquivalent,
dann kénnen auch z; und z, nicht 4quivalent sein.

Die zweite Beobachtung ist die Kontraposition der folgenden, leichter einzusehenden
Aussage, die wir oben bereits bei der Konstruktion des Minimalautomaten genutzt
haben:

Sind z; und z, dquivalente Zusténde, so sind auch r = 8(z;,a) und s = 8(z,, a) firallea € £
dquivalent.

Die zweite Beobachtung lasst sich weiter verallgemeinern zu

v/ Sind zwei Zustinde r = 8(21, w)und s = 3(22, w) fur ein Wort w € £* nicht dquivalent,
dann kénnen auch z; und z, nicht dquivalent sein.

. ) . ) . NN-1)
Damit kann man fiir alle Zustandspaare (z,,z,) (bei N Zusténden sind das genau ——
Stlick) bestimmen, ob sie dquivalent sind, indem man mit der ersten Beobachtung startet
und von den damit gefundenen, nicht dquivalenten Zustandsparen ausgehend, mit Hilfe
der zweiten Beobachtung weitere, nicht dquivalente Zustandspaare bestimmt. Anstatt den
Algorithmus zu formalisieren und zu beweisen, dass man auf diese Weise tatséchlich alle
Zustandspaare erwischt, schauen wir uns lieber einen Beispielautomaten an:
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start —( <0

24 Z5

Nicht dquivalent sind auf jeden Fall die Zustandspaare (z,,2,), (z;,%,), (25,%5),
(25,2,) und (z,,z:), da diese jeweils einen Endzustand und einen Nicht-
Endzustand enthalten. Als Néchstes betrachten wir die Pfeile, mit denen der
Endzustand z, erreicht werden kann: Es ist

6(z,,0) =z, € Fund 6(z,,1) = z, € F.
Wegen der zweiten Beobachtung
r =90(y,a) und s = §(z, a) nicht dquivalent = y und z nicht dquivalent

liefert uns jeder Nicht-Endzustand s = §(z, 0), der tiber eine 0 erreicht werden
kann, einen weiteren Zustand z, der nicht dquivalent zu y = z, ist. Analog liefert
uns jeder Nicht-Endzustand s = §(z, 1), der tiber eine 1 erreicht werden kann,
einen Zustand z, der nicht dquivalent zu y = z, sein kann:

8z, 0) = z, = 2y £ 2, 6(2,,0) =25 = z, Z z,,
0(25,0) = 2y => 2z, £ 24, 0(25,0) =2 > z; # 2,
0(zy, 1) = 2y 2> 20 F 2y, 0(z3,1) =2, = 23 £ 24,
8zs,1) = z3 >z, £ 7,

Damit haben wir bereits 12 von 15 méglichen Zustandspaaren als nicht dquiva-
lent erkannt. Es bleiben noch die Paare (z,, z;), (2, z5) und (25, z5).

Weil §(z,,01) = z, und 8(z;,01) = z, gilt, wobei z, und z, nicht dquivalent sind,
konnen auch z, und z; nicht dquivalent sein. Ebenso sind wegen 8(z;,01) = z,
und 8(z;, 01) = z, die Zustinde z; und z; nicht dquivalent. Es bleibt als einziges
dquivalentes Zustandspaar das Paar (z,, z;). Der dazugehorige Minimalautomat
hat dieses Aussehen:
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start —( 2o

Der Satz von Myhill und Nerode

Leider ist das Pumping Lemma kein hinreichendes Kriterium fiir die Regularitét einer Spra-
che, d. h., auch wenn eine Sprache L die Bedingungen des Pumping Lemma erfiillt, kann es
manchmal sein, dass L nicht-reguldr ist. Wir werden uns weiter unten ein Beispiel fiir eine
solche Sprache anschauen. Zunéchst mochte ich Ihnen aber ein notwendiges und hinrei-
chendes Kriterium fiir Regularitit vorstellen.

Wir haben etwas weiter oben eine Aquivalenzrelation R, fiir die Zustinde eines DFAs M
eingefithrt: Zwei Zustinde z, und z, sind dquivalent, falls M die gleiche Sprache L(M, z,) =
L(M, z,) akzeptiert, egal ob man z, oder z, zum Startzustand erklart. Die Relation R, ldsst
sich auf Worter € X* iibertragen: Sind namlich x und y zwei Worter, die z, in dquivalente
Zustande z;, z, Uberfithren und hdngt man dann einen weiteren Bestandteil z € L(M, z;) an
x bzw. y an, so sind beide Ergebnisse xz und yz akzeptierte Worter € L(M). Ist z & L(M, z,),
so sind xz und yz auch beide nicht in L(M).

Wir identifizieren deshalb die Worter x und y mit den tiber sie erreichten Zustdnden z, und
z, und erkldren zwei Worter x,y € X* fiir 4quivalent bezogen auf eine Sprache L, wenn sie
sich gleich verhalten, und zwar bezogen auf das Anhéngen anderer Worter und Mitgliedschaft
des Ergebnisses in L. Aquivalente Worter werden in Teilmengen von £*, den Aquivalenzklas-
sen von R;, zusammengefasst, und die Anzahl der Aquivalenzklassen heif}t Index von L.

L sei formale Sprache iiber dem Alphabet ¥ und x,y € £*.
Durch

xy)ER, ©Vzel :(azel s yzeL)

wird eine Aquivalenzrelation in =* definiert. Die Anzahl der Aquivalenzklassen
von R, heifdt Index von L.
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Mit diesem Begriff gilt jetzt:

Satz von Myhill und Nerode

Eine Sprache L ist genau dann reguldr, wenn ihr Index endlich ist.

Wir werden den Satz von Myhill und Nerode weiter unten beweisen und im Zuge dessen die
Bedeutung des Index einer Sprache genau verstehen. Zunichst sollen aber einige Beispiele
die Leistungsfiahigkeit des Satzes verdeutlichen.

¥

¥ ={0,1}. L = {w € Z*|w = u00 mit u € £* beliebig.}.

Wir wissen bereits, dass diese Sprache regulér ist, da wir weiter oben den dazu
passenden DFA untersucht haben. Wir gehen nun den Weg tiber den Satz von
Myhill / Nerode und berechnen den Index der Sprache. Nach dem Satz von My-
hill und Nerode sollte er endlich sein. Wir beginnen mit dem leeren Wort ¢ und
fragen uns, welche Worter zu e dquivalent sind, d.h. welche Worter sich in Be-
zug auf das Anhéngen weiterer Wortteile und die Mitgliedschaft in L gleich wie
€ verhalten. Das Verhalten von e ist schnell geklart:

€z € L & z € L.Soverhalten sich genau die Worter y € X£*, die auf 1 enden. Somit
lautet die Aquivalenzklasse von e:

[e] = {y € |y = ul mit u € £* beliebig}.

Betrachten wir nun die Aquivalenzklasse des Worts 0:

0z€ L ze L oder z=0. So verhalten sich aufler der 0 genau die Worter
y € ¥*, die auf 10 enden. Somit lautet die Aquivalenzklasse von 0:

[0] = {y € ¥*|y = u10 mit u € ¥* beliebig} U {0}.

Als Letztes betrachten wir das Verhalten des Worts 00:

00z € L & z € L oder z = €. So verhalten sich genau die Worter y € £, die auf
00 enden. Somit lautet die Aquivalenzklasse von 00:

[00] = {y € £*|y = 400 mit u € ¥* beliebig}.

Damit sind alle Aquivalenzklassen bestimmt und der Index von L ist 3. Wie kon-
nen wir uns sicher sein, dass uns nicht doch noch eine Aquivalenzklasse fehlt?
Die Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation iiber einer Menge M bilden ei-
ne Partition von M, was unter anderem heif3t, dass sich jedes Element von M in
einer der Aquivalenzklassen wiederfindet. Hier ist M = {0, 1}*, und wir miissen
priifen, ob sich jeder binire String in einen der drei Aquivalenzklassen einordnet.
Das ist aber offenbar der Fall, da jeder binére String entweder mit 1, 10 oder 00
endet.
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Y ={a,b},L = {x € T*IN,(x) = N,(x)}.

In dieser Sprache finden sich alle Strings, in denen die Anzahl der a’s gleich der
Anzahl der b’s ist. Wir haben es also mit einer Obermenge der Sprache L = {x €
Y*|x =a"b",n > 0}. zu tun, von der wir bereits wissen, dass sie nicht-regular
ist. Wir bestimmen wieder die Aquivalenzklassen on R;, beginnend beim leeren
Wort:

€z € L & z € L. So verhalten sich genau die Worter y € ¥¥, die schon in L sind.
Somit lautet die Aquivalenzklasse von e:

le]l={y € Z'IN,(») = N,(n}.

az € L & N,(z) = N,(z) — 1. So verhalten sich genau die Worter y € £*, die ein
a mehr als b’s enthalten. Somit lautet die Aquivalenzklasse von a:

lal = {y € Z7IN,(») = N,(») + 1}.

Wir kénnen in diesem Stil fortfahren und fiir jedes a', i > 1 eine eigene Aquiva-
lenzklasse definieren:

[a'] = {y € Z*IN,(y) = N,(y) +i},i > 1.

Das sind zwar noch lingst nicht alle Aquivalenzklassen, aber wir haben genug
gesehen, um folgern zu kénnen, dass es eine unendliche Zahl von Aquivalenz-
klassen gibt, der Index von L also unendlich ist.

Wir betrachten nun ein Beispiel fiir eine nicht-reguldre Sprache tber
Y = {a, b, c}, die die Bedingungen des Pumping Lemma erfiillt. Sie lautet

L={xeX|x=da"b'¢" mit mn>1}U

{x e |x=b"c" mit m,n >0}

Die Worter dieser Sprache konnen also eine von zwei Gestalten annehmen: Sie
konnen mit einer beliebig langen Folge von a’s beginnen, auf die eine gleiche An-
zahl von b und ¢ folgen muss. Falls keine a’s am Anfang des Worts stehen, besteht
das Wort aus Folgen von b und ¢, die unterschiedlich lang sein diirfen. In die-
sem Teil der Sprache ist auch das leere Wort enthalten. Mit Hilfe des Satzes von
Myhill-Nerode zeigen wir zunéchst, dass L nicht-regulér ist. Dazu betrachten wir
Worter der Form ab’ fiir i > 0. Worter € L, die mit a beginnen, miissen am Ende
gleich lange a- und b-Strings enthalten:

ab'z € L & z = b""ic". Genau so verhalten sich die Worter € £* der Form a™ b’
[ab'] = {y € £*|y = @b’ mit m > 1}.

Da wir fiir jedes i eine unterschiedliche Aquivalenzklasse erhalten, ist der Index
von L unendlich.
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Tatsédchlich kann man von dieser Sprache zeigen, dass sie, obwohl nicht-regulir,
die Bedingungen des Pumping Lemma erfiillt. Dazu wéhlen wir N = 1. Wir be-
trachten also alle x € L mit |x| > 1, mit anderen Worten: Alle Worter x € L mit
Ausnahme des leeren Worts. Alle diese x miissen sich in der Form x = uvw zer-
legen lassen mit |uv| < 1, |v| > 1,uv'w € L. Die ersten beiden Bedingungen er-

zwingen u = e. Dann ist |uv| = |v| < 1, wenn wir als v das erste Symbol von x
wihlen. Wir konnen demnach drei Fille unterscheiden:
vV v=a

Dann hatx € L die Form x = aa™ 'b"¢" mit m > 1, n > 1. Offenbar lisst sich
das fithrende 4, also der Schleifenbestandteil v, beliebig aufpumpen oder
man kann es weglassen, ohne dass das Wort aus L herausfillt.

v v=>b

In diesem Fall sind wir im zweiten Teil der Sprache: x = bb™~'¢" mit m >
1,7 > 0. Da die Anzahl der 4’s und ¢’s nicht tibereinstimmen muss, liasst sich
auch in diesem Fall das fithrende Symbol b beliebig oft wiederholen, oder
man kann es weglassen.

“ v=¢

Auch hier sind wir im zweiten Sprachenteil. Da x € L und mit ¢ beginnt,
kann x nur die Form x = c¢”~!, n > 1 haben. Offenbar lasst sich das fithrende
¢ beliebig aufpumpen, oder man kann es weglassen.

Dieses zugegebenermaflen etwas konstruierte Beispiel zeigt, dass es nicht-
regulidre Sprachen geben kann, die trotzdem das Pumping Lemma erfiillen
konnen. Die Nicht-Regularitdt rithrt wie eh und je daher, dass ein DFA nicht
priifen kann, ob ein Eingabewort gleich viele b und c enthélt. Trotzdem erfiillt die
Sprache das Pumping Lemma, da beide Sprachteile zu Beginn einen pumpbaren
Bestandteil aufweisen.

Nun zum Beweis des Satzes von Myhill-Nerode. Zur Erinnerung: Dieser Satz besagt, dass
eine Sprache L genau dann regulér ist, wenn ihr Index, also die Zahl der Aquivalenzklassen
der Relation R, endlich ist. Wir konnen sogar noch genauer werden:

'?6‘3

Index und Minimalautomat einer Sprache

Ist L eine reguldre Sprache, so gibt ihr Index die Anzahl der Zusténde des
Minimalautomaten fiir L an.

Der Beweis liuft folgendermaf3en ab: Zunichst konstruieren wir aus den Aquivalenzklassen
von R, einen DFA M, der L akzeptiert und der genau so viele Zustinde wie Aquivalenzklas-
sen besitzt. Dann zeigen wir, dass M Minimalautomat zu L ist.
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Sei L C £* also irgendeine Sprache. Ist ihr Index endlich, so konnen wir einen DFA
M = (Z,%,zy,08,F) definieren, indem wir jeder Aquivalenzklasse [u] einen Zustand 21
zuordnen. Startzustand z, ist dabei der Zustand z;,;, Endzustinde sind alle Zustinde z,,
mit u € L. Die Ubergangsfunktion § definieren wir iiber

Vu € Z'Va € X : 8(zy,,a) = 7,

Wir missen noch nachprifen, dass § dadurch wohldefiniert ist, d. h., dass der Funktions-
wert fiir alle Worter w € [u] gleich ist. Betrachten wir also zwei unterschiedliche Worter
w,, w, € [u]. Dann gilt, je nachdem welches Wort wir als Représentanten von [«] auswéh-
len, 8(z,)) = 2, 0der 6(2;,) = 2, Weil aber w; und w, in derselben Aquivalenzklasse
[#] sind, sind sie zueinander dquivalent, und damit sind auch w,a und w,a dquivalent. Also
ist [w,a] = [w,a] und § wohldefiniert.

Was bedeutet das fiir die erweiterte Ubergangsfunktion &? Sei u =a,a,...a, € £*.
Dann gilt:

3(20, u)= S(Z[SI, a,a, ...da,)
= 5(8(2[61, a,a,...a, ),a,)

=---=00¢(... 5(6(z[€],a1), a,)...,a, 1),4d,)

Jetzt konnen wir von innen nach auflen die Funktionswerte fiir § berechnen, beginnend bei
6(z[€]3 a,) = Zieay] = Zlay): A{n Schluss er‘halten wir den Zustand z, ,, ., | = %, als Ergebnis.
Damit haben wir ein wichtiges Ergebnis erhalten:

Yuex: S(ZO, u) =z,

Jetzt gilt:

x€L ez, €F©d(z,x) €F & xeLM).

Unser Aquivalenzklassen-DFA M akzeptiert also tatsichlich L, und L ist damit reguldr, wenn
ihr Index endlich ist.

Jetzt sei umgekehrt L eine regulire Sprache. Wir zeigen, dass der Aquivalenzklassen-
Automat M von L sogar der Minimalautomat zu L ist, denn zum einen enthélt er keine
nicht erreichbaren Zustinde (anderenfalls miisste es eine Aquivalenzklasse geben, in der
kein Wort enthalten ist). Zum anderen enthélt er keine dquivalenten Zustinde, die man
zusammenlegen konnte:

Angenommen, z;,, und z,, sind &dquivalente Zustinde. Das bedeutet, erkldrte man
z,, bzw. z,, zum Startzustand von M, wiirde M die gleiche Sprache akzeptie-
ren: L(M,z,) = L(M,z,). Anders gesagt: Startet man bei z, bzw. z, und gibt
man ein Wort w in den Automaten ein, so ist das Resultat in beiden Fillen gleich:
S(Z[M], w)€EF & S(Z[U], w) € F. Wegen 3(20, u) =z, konnen wir weiter folgern:

Yw e X* : 3(8(20, u),w) e Fs 3(3(20, v),w) € F, also
Vw € 2* : §(zy, uw) € F & 8(z,, vw) € F, also

YweX* :uweFsuvweF.
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Das bedeutet,  und v sind dquivalente Woérter. Also sind ihre Aquivalenzklassen gleich:
[4] = [v] und damit auch z;,, = z,,.

M ist also der Minimalautomat von L, wobei die Zustinde von M den Aquivalenzklassen von
R, entsprechen. Der Index von L ist damit endlich und entspricht der Zahl der Zustédnde des
Minimalautomaten.

Lassen Sie uns die doch recht abstrakte Konstruktion des Minimalautomaten mit Hilfe der
Aquivalenzklassen von L an einem Beispiel nachvollziehen.

zahl von Einsen enthalten: X ={0,1},L = {w € X*|N;(w) ungerade.}
Die Aquivalenzklassen von R, sind: [e] = {x € Z*|N,(x) gerade} und
[1] = {x € Z*|N,(x) ungerade }. Daraus konnen wir einen zu L passenden
Automaten M = (Z,%,z,,06,F) konstruieren mit Z = {ziepp 211} 20 = 24 und
F={zy}.

@ Wir betrachten die Sprache der bindren Strings, die eine ungerade An-

Die Ubergangsfunktion & wird festgelegt durch die Bedingung 8(z,, u) = Zp:
0(z,, 0) = 8(2,,0) = Zjo) = Zj¢)

8z 1) = 8(20, 1) = 7y

8(z111, 0) = 8(3(2,, 1), 0) = 8(z,, 10) = 23) = 21

8(zy0 1) = 8(8(2, 1), 1) = 8(2, 11) = 2y, = 2

Der dazugehorige Ubergangsgraph sieht so aus:

0 0

start —>

DFAs mit Ausgabe (Moore- und
Mealy-Automaten)

Die DFAs, die wir bis jetzt betrachtet haben, akzeptierten entweder einen Eingabestring w,
oder sie akzeptierten ihn nicht. Deshalb werden diese DFAs auch als Akzeptoren bezeich-
net. Wir schauen uns nun einen anderen Typ von DFA an, der zu jedem Eingabezeichen ein
Ausgabezeichen liefert und so einen Eingabestring nach und nach gewissermafien in einen
Ausgabestring tibersetzt. Solche Automaten nennt man Transduktoren.

Transduktoren sind eine einfache Erweiterung von Akzeptoren. Der Mechanismus der Zu-
standswechsel aufgrund von Eingaben bleibt der gleiche. Ein wichtiger Unterschied zu den
Akzeptoren besteht jedoch darin, dass Transduktoren keine ausgewiesenen Endzusténde
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besitzen. Solange wir das richtige Eingabealphabet X benutzen, ist also jede Eingabe giiltig
und wird vom Automaten nach einem vorgegebenen Regelwerk in eine Ausgabe iibersetzt.
Die Ausgabe wird durch eine Ausgabefunktion { geregelt, die Zeichen aus einem Ausga-
bealphabet Y ausgibt. Hingt die Ausgabefunktion sowohl vom Eingabezeichen als auch
vom Zustand des Automaten ab, gilt also { : ZX X — Y, nennt man den Automaten einen
Mealy-Automaten.

Hiangt die Ausgabefunktion dagegen nur vom Zustand des Automaten ab, giltalso {: Z — Y,
nennt man den Automaten einen Moore-Automaten. Manche Aufziige verfiigen iiber ei-
ne Anzeige, die das Stockwerk angibt, in dem sich der Aufzug aktuell befindet. Ein solcher
Aufzug stellt ein sehr einfaches Beispiel fiir einen Moore-Automaten dar: Die Ausgabe ent-
spricht der Nummer des aktuellen Zustands des Automaten und héngt damit nur vom ak-
tuellen Zustand ab.

Jetzt schauen wir uns Beispiele fiir Mealy-Automaten an und untersuchen gleichzeitig, wie
sich die Ausgabefunktion { im Ubergangsdiagramm des Automaten widerspiegelt:

das ein Bit speichern kann. Es besitzt zwei stabile Zusténde, die mit Set (gesetzt)
und Reset (zuriickgesetzt) bezeichnet werden. Legt man eine Eingangsspannung
an das Element an, wechselt es den Zustand. Modelliert man das Anlegen von
Spannung mit dem Eingabesymbol 1 und keine Spannung mit 0, so ergibt sich
daraus die folgende Ubergangsfunktion iiber dem Alphabet & = {0,1}:

@ Ein Flip-Flop ist ein grundlegendes Speicherelement aus der Schaltungstechnik,

6§01
20 %0 %1
Z1 %1 | %0

wobei z, den Reset-Zustand und z, den Set-Zustand symbolisiert. Das Ausle-
sen eines Bits aus dem Speicherelement erfolgt nach dem Anlegen einer Span-
nung bzw. Nicht-Spannung. Es entspricht dann dem Index des neuen Zustands.
Das Ausgabealphabetist also Y = {0, 1}, und die Ausgabefunktion{: ZX % - Y
sieht folgendermafien aus:

(|01
z, |01
z |1

Die Information iiber die Werte der Ausgabefunktion wird in das Ubergangs-
diagramm aufgenommen, indem man Gber jede Kante (z;,a) = z; nebena € £
noch zusitzlich das Ausgabesymbol y = {(z;,a) € Y schreibt:

0/0 0/1
1/1

start —

1/0
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y addieren, indem man jeweils Paare gleichwertiger Bits von x und y, beginnend
bei den Bits mit der niedrigsten Wertigkeit, in den Automaten eingibt. Das Ein-
gabealphabet ist somit £ = {0,1}% = {(0,0), (0, 1),(1,0),(1,1)}. Bei der bindren
Addition gilt bekanntlich

@ Mit einem sequencziellen Addierer kann man zwei gleich lange Bindrzahlen x und

0+0=0
0+1=1
1+0=1

1+ 1 =0+ Ubertragsbit

Solange kein Ubertrag auftritt, kénnen wir im Startzustand z, bleiben und geben
mittels { jeweils das Ergebnisbit auf der rechten Seite der Gleichungen aus. Im
Falle eines Ubertrags wechseln wir in den Zustand z,. Im neuen Zustand gelten
jetzt andere Additionsregeln, da wir das Ubertragsbit beriicksichtigen miissen:

0+0=1

0+ 1 =0 + Ubertragsbit
1+ 0 =0 + Ubertragsbit
1+ 1 =1+ Ubertragsbit

Solange ein Ubertragsbit benétigt wird, bleiben wir in z,. Nur im Fall der Eingabe
(0,0) wechseln wir wieder nach z,. Insgesamt ergibt sich der folgende Mealy-

Automat:
(1,1)/0
(0,0)/0,(0,1)/1,(1,0)/1 (0,1)/0,(1,0)/0,(1,1)/1
start —>
(0,0)/1

Abbildung 1.6: Ein sequenzieller Addierer als Mealy-Automat

Esist klar, dass sich jeder Moore-Automat als ein spezieller Mealy-Automat auffasssen lésst.
Die beiden Automaten-Modelle sind aber nicht gleichwertig: Wahrend Moore-Automaten
fir die Ausgabe nur die Information iiber den aktuellen Zustand nutzen, verfiigen
Mealy-Automaten zusétzlich tber die Information tiber das nichste Eingabezeichen,
konnen also gewissermafSen in die Zukunft schauen.
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Dajeder Moore-Automat im Prinzip auch einen Mealy-Automat darstellt, ist beim Betrach-
ten von Ubergangsdiagrammen wie in den obigen drei Beispielen nicht unmittelbar klar, um
welchen Automatentyp es sich handelt, es sei denn, man benutzt fiir Moore-Automaten eine
andere Form der Darstellung fiir die Ausgabe:

Betrachten wir als Beispiel fiir einen Moore-Automaten einen Aufzug mit Stock-

werksanzeige. Wir nehmen an, es gibt ein Erdgeschoss und zwei Obergeschosse.

Dannist Y = {E, 1,2}, Z = {z,,2,,2,}, und die Output-Werte der Ausgabefunk-
tion { : Z — Y lauten {(z,) = E, {(z,) = 1,{(2z,) = 2. Genauso gut kénnte man {
aber auch in dieser Form angeben:

C|E|1]2
2 |E|E|E
z [1[1]1
z|2[2]2

Hier scheint es, als wiirde { : Z X X — Y gelten. Aus der Tabelle ergibt sich der
folgende Ubergangsgraph:

start —( %0

0/E 2/2

Wieder hat man auf den ersten Blick den Eindruck, es handle sich um einen
Moore-Automaten. Besser ist es, man bindet im Falle eines Mealy-Automaten
die Ausgabe direkt an die Zustandsknoten:

start —{ z0/E
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Leider sind die Definition und die Darstellungsform fiir Moore- und Mealy-Automaten in
der Literatur nicht ganz eindeutig. Sie sollten also immer ganz genau hinschauen, wie die
Ausgabefunktion ( arbeitet.

Aufgaben zu DFAs

Als kleine Hilfe, so zur Sicherheit fiir Sie, stelle ich Ihnen einige der Losungen unter http://
wiley-vch.de/ISBNO78-3-527-71431-5 zur Verfiigung, aber nicht alle. Einige Losungen
miissen Sie selbst ausknobeln, so bleiben sie auch besser im Gedachtnis haften.

1. Genau betrachtet, bildet der Wolf-Ziege-Kohlkopf-Automat, so wie wir ihn im
Beispiel gezeichnet haben, keinen DFA. Erkldren Sie, warum nicht.

2. Ein Getridnkeautomat akzeptiert 1-Euro- und 50-Cent-Miinzen. Ein Getrdnk soll
1,50 Euro kosten. Modellieren Sie den Getrankeautomaten als DFA.

3. Welche Sprachen akzeptieren die folgenden DFAs iiber ¥ = {0, 1}?

0,1

4. Geben Sie jeweils einen DFA an, der die folgenden Sprachen iiber £ = {0, 1}
akzeptiert:

a. L =1{01,0011,000111}
b. L = {w € Z*|w enthilt 101 als Substring.}



10.

11.
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c. L ={w € Z*|w beginnt und endet mit 1.}

d. L = {w € ¥*| jeder 1 in w geht mindestens eine 0 voraus und es folgt
mindestens eine 0 nach.}

Y sei ein Alphabet. Zeigen Sie, dass £* mit der Operation Konkatenation ein
Monoid bildet.

M = (Z,%,38,z,,F) sei ein DFA. Zeigen Sie, dass fiir die erweiterte Ubergangsfunk—
tion 6 gilt:

VzeEZVa €S : 8(z,a) = 8(z, a)
Zeigen Sie:

Wenn ein DFA M mit n Zustédnden ein Wort w mit |w| > n akzeptiert, dann
enthalt L(M) unendlich viele Worter.

Zeigen Sie mit Hilfe des Pumping Lemma, dass die Sprache

L = {w € Z¥|w enthilt mehr Nullen als Einsen }

iiber dem Alphabet ¥ = {0, 1} nicht-regulér ist.

Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Myhill-Nerode, dass die Sprache
L={weXw=1"n>0)

tiber dem Alphabet ¥ = {1} regulér ist, und geben Sie einen DFA M an mit
L(M) = L.

Finden Sie den Minimalautomaten zu diesem DFA :
1
start —>
0
1

Finden Sie einen DFA iiber ¥ = {a, b}, der die Sprache

L = {w € X*|w beginnt und endet mit dem gleichen Symbol und |w| > 2}

akzeptiert.

55
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