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Teil I: Analysis

In Teil I werden zunédchst aus dem Themengebiet der Analysis die aus der
Schule sicherlich gut bekannten Grundlagen beziiglich Zahlenmengen und
-systemen, Rechenregeln und dergleichen angesprochen. Es folgt die Be-
schiftigung mit Funktionen. Breiten Raum nimmt die Differentialrechnung
ein. Die Integralrechnung schliefit Teil I ab.

1 Grundlagen

In diesem Kapitel...

.. werden Zahlenmengen und Zahlensysteme thematisiert,

.. wird auf Rechenregeln eingegangen,

.. werden Thnen Gleichungen vorgestellt,

.. gehe ich ausfiihrlich auf Folgen und Reihen ein.
Das erste Kapitel wiederholt vorrangig aus der Schulmathematik (der Mittel-
beziehungsweise Oberstufe) bekannte Rechenvorschriften wie die Logarith-
menregeln oder die binomischen Formeln. Es werden zudem Verfahren zur
Losung von (Un-)Gleichungen diskutiert, etwa die aus der Schule bekannte

PQ-Formel zum Losen einer quadratischen Gleichung oder die Regula Falsi,
die zum Beispiel zur Lésung einer kubischen Gleichung herangezogen wird.

Zahlenmengen und Zahlensysteme

Eine Zahlenmenge besteht - wie der Name sagt - aus verschiedenen Ele-
menten, die durch Verkniipfung untereinander, das heift mittels Rechen-
regeln, den Zahlenraum bestimmen.

Zahlensysteme

Je nach konkreter Zugrundelegung der maf3geblichen Elemente (Ziffern be-
ziehungsweise Zahlen) einer Zahlenmenge kann man verschiedene Zahlen-
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systeme voneinander unterscheiden. Alle Zahlensysteme kénnen unendlich
viele Zahlen darstellen.

Dezimalsystem

Das verbreitetste Zahlensystem ist das Dezimalsystem (Zehnersystem), das
auf den zehn Ziffern 0 bis 9 basiert. Seine Elemente sind - wie die eines jeden
Zahlensystems - hierarchisch einander untergeordnet: Das Element 8 zum
Beispiel ist hoherwertig im Vergleich zum Element 4. Aus den zehn Ziffern
werden dabei Zahlen nach der Rechenvorschrift gebildet, dass die Ziffer an der
niedrigsten Stelle einer Zahl mit 10° (also mit 1; Einerstelle), die Ziffer an der
zweitniedrigsten Stelle mit 10" (also mit 10; Zehnerstelle), die Ziffer an der
drittniedrigsten Stelle mit 10% (also mit 100; Hunderterstelle) multipliziert
wird und so weiter. Die Zahl 386 kann demnach auch dargestellt werden als
3-10°48-10' +6-10° da3-100 + 8- 10 + 6 - 1 genau 386 ergibt. Nachkom-
mastellen werden durch Multiplikation der ersten Nachkommastelle mit 107",
der zweiten Nachkommastelle mit 102 und so weiter erzeugt. Die Zahl 386,25
zum Beispiel ergibt sich als 3 - 10> +8-10' +6-10°+2-107" +5-1072.

Binarsystem

Ein anderes Zahlensystem ist das Bindrsystem (auch Dualsystem genannt).
Es ist Thnen aus der Computer-Datenverarbeitung (beziehungsweise eventu-
ell aus der Wirtschaftsinformatik) bekannt und besteht lediglich aus den bei-
den Ziffern 0 und 1. Eine Zahl des Binédrsystems kann in eine Dezimalzahl
iiberfithrt werden, indem die Binérziffer an der niedrigsten Rangstelle mit 20
an der zweitniedrigsten Rangstelle mit 2', an der drittniedrigsten Rangstelle
mit 2° multipliziert wird und so weiter. Die obige Dezimalzahl 386 lisst sich
folglich binér wie folgt schreiben:

386=1-2241-2"40-2°40-2°+0-2*+0-2°
+0-2241-2'40-2°.

Die entsprechende Bindrzahl lautet also 110000010. Auch im Bindrsystem
lassen sich Nachkommastellen darstellen, und zwar durch Multiplikation der
ersten Nachkommastelle mit 27!, der zweiten Nachkommastelle mit 22 und
so weiter. Die Zahl 386,25 wédre demnach gleich 1 - 28241.27+0-2%+0.2°
+0-2+0-22+0-22+1-2'+0-2°+0-.2"'+1.22% die Binirzahl lautet in
diesem Fall folglich 110000010,01. Allerdings kann die Ermittlung von
Nachkommastellen im Bindrsystem ein langwieriger Prozess sein. Bei-
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spielsweise ergibt die Dezimalzahl 386,24 in bindrer Schreibweise
110000010,001111010111000010100011111; es ist dies eine Bindrzahl mit
sage und schreibe 27 Nachkommastellen. Fiir den betreffenden Nachkom-
mabereich erhalten Sie in diesem Beispielsfall ndmlich fiir den Dezimalaus-
druck 024: 0-27"+0-22+1.22%+1.2%+1.2°+1.2°%+0.27+1.2°
+0-2%+1.2"04+1.2"+1.2"%40.20+0.27"+0.270+0.27'°
+1.27740.27%41.24+0.2%°4+0.27+0.2%+12%4+1.27%
+1-22%41.22541.22 Wenn Ihnen eine Niherungslosung fiir 386,24 im
Sinne von 386,24023438 geniigt, konnen Sie sich auch mit einer Bindrzahl
mit neun Nachkommastellen begniigen: 110000010,001111011.

Bei der Umwandlung einer Dezimal- in eine Bindrzahl sucht man zundchst die Zweierpotenz, die
den Wert der Dezimalzah! gerade nicht tbersteigt. Im obigen Beispiel ist dies 28 = 256 (2° = 512
ist zu groR). AnschlieBend priift man schrittweise, ob die jeweils nachstniedrigere Zweierpotenz
gerade noch in die Dezimalzahl ,hineinpasst”. Ist dieses der Fall, wird auch diese Zweierpotenz
mit 1 multipliziert, andernfalls mit 0. Dieses Vorgehen setzt man bei einer Dezimalzahl ohne
Nachkommastellen bis zur Zweierpotenz 2° fort. Bei den Nachkommastellen beginnt man eine
entsprechende 0/1-Betrachtung bei 2" und setzt dieses Vorgehen solange fort, bis sich alle
Nachkommastellen der Dezimalzahl ergeben.

Hexadezimalsystem

Ein weiteres, ebenfalls in der Datenverarbeitung verbreitetes Zahlensystem
ist das Hexadezimalsystem, das aus 16 Ziffern besteht. Gewohnlich werden
zu seiner Darstellung die zehn Ziffern des Dezimalsystems 0 bis 9 zuziiglich
der Buchstaben A bis F verwendet. Die einzelnen Rangstellen einer Hexa-
dezimalzahl werden jeweils mit 16" multipliziert, wobei ein nichtnegativer
Wert von n fiir Stellen vor dem Komma und ein negativer Wert von n fiir
Stellen nach dem Komma stehen. Die obige Dezimalzahl 386 kann wie folgt
in eine Hexadezimalzahl umgewandelt werden:

386 =1-16"+8-16" +2-16°.
Die entsprechende Hexadezimalzahl lautet also 182.
BEISPIEL

Ein anderes Beispiel fiir Umrechnungen zwischen den einzelnen Syste-
men ist die Bindrzahl 1111. Sie entspricht der Dezimalzahl 15 (da
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1-2°+1-2°+1-2"+1.2°=15) beziehungsweise der Hexadezimalzahl
F (da 15-16° = 15 und die 15 im Hexadezimalsystem durch F symboli-
siert wird).

Die nachfolgenden Betrachtungen beziehen sich durchgingig auf das Ihnen
vertraute Dezimalsystem und dessen Rechenregeln, weil es unserem Alltags-
handeln zugrunde liegt und daher auch wirtschaftsbezogene Anwendungen
typischerweise an dieses System gekoppelt sind.

Zahlenbereiche

Hat man es ausschlieSlich mit positiven ganzen Zahlen zu tun, handelt es
sich um die Menge der natiirlichen Zahlen. Man schreibt dann fiir eine belie-
bige Zahl a: a € N,; das heifst in Worten: die Zahl a ist Element des Zahlen-
bereichs der positiven natiirlichen Zahlen. Bezieht man auch noch die 0 in
die Zahlenmenge ein, so handelt es sich um die natiirlichen Zahlen ins-
gesamt: a € N. Bei bestimmten H&ufigkeitszahlungen - etwa von Personen
oder Maschinen als Produktionsfaktoren - hat man es vielfach auch in der
Okonomie mit der Menge der natiirlichen Zahlen zu tun. Werden zusétzlich
die negativen ganzen Zahlen beriicksichtigt, erhdlt man den Zahlenbereich
der ganzen Zahlen: a € Z.

In alteren Zahlensystemen — wie etwa dem Zahlensystem des Rémischen Reiches — fehlte die
Ziffer 0. Damit waren bestimmte Rechenoperationen nicht mdglich, wie etwa die mathematische
Darstellung der Differenz aus gleichen Werten. Man kann also sagen, dass die Verwendung der
Ziffer 0 den Fortschritt der Mathematik beférderte. Manchmal sind Nullen also doch zu etwas
gut...;-)

Das Verhiltnis aus zwei ganzen Zahlen kennzeichnet den Zahlenbereich der
rationalen Zahlen: a € Q. Bildet man hingegen ein Verhiltnis, welches nicht
aus zwei ganzen Zahlen besteht, liegt der Zahlenraum der irrationalen Zah-
len vor. Beispiele fiir eine irrationale Zahl sind die Euler’sche Zahl e =
2,71828... oder die Kreiszahl = = 3,14159...

Die Gesamtmenge aus ganzen, rationalen und irrationalen Zahlen schlief3-
lich stellt den Zahlenraum der reellen Zahlen dar: a € R. Eine Erweiterung
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iiber den Zahlenraum der reellen Zahlen hinaus bildet der Zahlenbereich
der komplexen Zahlen: a € C. Mit einer reellen Zahl ist die spezielle Bedin-
gung x* + 1 = 0 nicht l6sbar. Erst durch die Einfithrung der sogenannten ima-
gindren Zahl i mit der Eigenschaft i* = (-1) ist diese Bedingung losbar.
Grundsitzlich kénnen komplexe Zahlen als o + f - i dargestellt werden (mit o
und B als beliebigen Zahlen).

Abbildung 1.1 stellt die verschiedenen Zahlenrdume dar.

Komplexe Zahlen

AN

Reelle Zahlen mY:;l.f::rheidzzrh|
e ~
Rationale Zahlen Irrationale Zahlen
N
Bruchzahlen Ganze Zahlen
AN
Natiirliche Zahlen Negative ganze Zahlen

Abbildung 1.1 Die verschiedenen Zahlenrdume

Grundlegende Rechenoperationen/-regeln

Die Elemente eines Zahlenraums konnen durch die grundlegenden Rechen-
operationen des Addierens, Subtrahierens, Multiplizierens und Dividierens
miteinander verbunden werden. Dabei sind das Subtrahieren und das Divi-
dieren im Grunde genommen Unterformen des Addierens beziehungsweise
des Multiplizierens.

Beim Subtrahieren addiert man nadmlich zu der Zahl, von der etwas abge-
zogen werden soll (Minuend), den Wert, der abgezogen werden soll (Subtra-
hend), als negative Zahl. Wiahrend das Ergebnis der Addition aus mehreren
Zahlen (Summanden) als Summe bezeichnet wird, heifit das Ergebnis der
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Subtraktion Differenz. Das Dividieren einer Zahl (Dividend) durch eine ande-
re Zahl (durch den Divisor) kann man sich auch als Produkt aus der Multi-
plikation zweier Faktoren vorstellen, und zwar zwischen dem Dividenden
und dem Kehrwert des Divisors. Das Ergebnis der Division bezeichnet man
als Quotienten.

Elementare Gesetze

Hinsichtlich der grundlegenden Rechenoperationen gelten fiir drei Zahlen a,
b und c die nachfolgenden Gesetze. Ohne Verlust der Allgemeingiiltigkeit -
ausschlieflich aus Griinden der Ubersichtlichkeit - wird im Folgenden auf
lediglich zwei beziehungsweise drei Zahlen abgestellt. Die dargelegten Zu-
sammenhinge kdnnen aber auf die Félle mit noch mehr Zahlen erweitert
werden.

Das Kommutativgesetz gibt an, dass es sowohl bei der elementaren Addition
als auch bei der elementaren Multiplikation zweier Zahlen a und b unerheb-
lich ist, welche der beiden Zahlen bei der Addition beziehungsweise bei der
Multiplikation zuerst genannt wird. Es wird daher umgangssprachlich mit-
unter auch als , Faktorvertauschungsgesetz“ bezeichnet:

a+b=b+a beziechungsweise a-b=D>b-a.

Beispielsweise sind die Ergebnisse von 4 + 5 und von 5 + 4 (jeweils gleich 9)
ebenso gleichwertig zueinander wie die Ergebnisse von 4 -5 und von 5 - 4
(jeweils gleich 20).

Laut Assoziativgesetz - umgangssprachlich: ,Klammervertauschungsgesetz*
- ist die Klammersetzung bei der reinen Addition beziehungsweise bei der
reinen Multiplikation dreier Zahlen a, b und c unerheblich:

(a+b)+c=a+ (b+c) beziechungsweise (a-b)-c=a-(b-c).

Demnach sind zum Beispiel (4 + 5) + 6 und 4 + (5 + 6) (jeweils gleich 15) eben-
so gleichwertig zueinander wie (4 - 5) - 6 und 4 - (5 - 6) (jeweils gleich 120).
Verkniipft man Addition und Multiplikation miteinander, gilt zum einen die
Regel, dass Punkt- vor Strichrechnung geht. Das bedeutet, dass zuerst die
Multiplikation und erst danach die Addition durchzufiihren ist. Zum anderen
ergibt sich hieraus, dass gemé&fd Distributivgesetz - umgangssprachlich:
»Ausklammerungsgesetz“ - ein additiver Klammerausdruck wie folgt auf-
gelost wird:

a-(b+c)=a-b+a-c.
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Beispielsweise ist 4-(5+6)=4-11 ebenso gleich 44 wie 4-5+4-6=20
+ 24.

Die Multiplikation auf der linken Seite wird beim Distributivgesetz, wie er-
sichtlich, in zwei Ausdriicke aufgeldst. Derartige Ausdriicke nennt man in
der Mathematik Terme.

Betrachtet man die Mathematik als eine eigene Sprache, so sind die Zahlen (oder allgemeiner:
die Elemente einer Menge) die Buchstaben dieser Sprache, und Terme sind in dieser Sicht die
Worter. Die Syntax der ,Mathe-Sprache” wird darauf aufbauend durch die Verkntipfungen der
Terme — bei dem obigen Distributivgesetz durch das Pluszeichen — dargestellt.

Mengenverkniipfungen

Die vorstehenden Ausfithrungen zu Zahlenmengen und Zahlenrdumen las-
sen sich insbesondere grafisch auch mit Hilfe der Mengenlehre verdeutli-
chen. Hierzu schreibt man die Menge verschiedener Elemente (zum Beispiel
verschiedener Zahlen) in geschweiften Klammern; setzt sich zum Beispiel
die Menge A aus den Elementen a, b, c und d zusammen, wird geschrieben:
A ={a, b, c, d}. Enthilt eine Menge A keine Elemente, also: A = {}, handelt es
sich um die sogenannte leere Menge.

Grafisch lassen sich mengenbezogene Zusammenhinge mittels Venn-Dia-
grammen veranschaulichen. Ein Venn-Diagramm stellt Mengen iiblicher-
weise in Form von Kreisen dar. Die Gesamtmenge an mdglichen Elementen
wird durch ein {ibergreifendes Rechteck abgebildet, das im Folgenden mit Q
symbolisiert ist. Es kann sich bei Q etwa um die Menge der natiirlichen oder
der reellen Zahlen handeln.

Die Vereinigungsmenge zwischen zwei Mengen A und B enthélt sémtliche
Elemente der beiden Mengen. Wenn A aus den natiirlichen Zahlen {1, 2, 3, 4,
5} und B aus {2, 4, 6} besteht, dann umfasst die Vereinigungsmenge aus A
und B alle diese Zahlen, also {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Man schreibt: ,A vereinigt mit
B“ oder formal: A UB.
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Abbildung 1.2 Vereinigung zweier Mengen A und B

Im Unterschied zur Vereinigungs- enthilt die Schnittmenge nur Elemente,
welche in allen Mengen vorkommen. Man schreibt: ,,A geschnitten mit B“
oder formal: A N B. In unserem Beispielsfall besteht die Schnittmenge von A

und B aus {2, 4}.

Q

Abbildung 1.3  Schnittmenge zweier Mengen A und B

Ist die Schnittmenge aus zwei Mengen leer, also gleich der leeren Menge { },
nennt man diese Mengen disjunkt zueinander. Beispielsweise haben die
Mengen A ={1, 2, 3, 4, 5} und B ={11, 12, 13, 14, 15} kein gemeinsames Ele-

ment.

Q

Abbildung 1.4 Zwei disjunkte Mengen A und B
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Bildet man zu einer bestimmten Menge A aus allen anderen verbleibenden
Elementen, die disjunkt zu A sind, eine neue Menge A, ist dieses die Kom-
plementirmenge zu A. Ist Q als Gesamtmenge etwa die Menge der positi-
ven natiirlichen Zahlen bis einschliefilich 12 und besteht A wieder aus {1, 2,
3, 4, 5}, dann ist A die Menge der natiirlichen Zahlen von 6 bis 12.

Abbildung 1.5 Komplementére Mengen A und A

Grundbegriffe der Logik

Die vorgenannten (Zahlen-)Mengen lassen sich - wie erwéhnt - auf der Basis
bestimmter Rechenvorschriften - man spricht auch von Definitionen - mit-
einander verkniipfen. Dies wurde im vorstehenden Abschnitt etwa mit den
Zeichen fiir die Vereinigungs- und die Schnittmenge durchgefiihrt. Weitere
Verkniipfungen sind die eingangs erwdhnten elementaren Rechenvorschrif-
ten hinsichtlich des Addierens, Subtrahierens, Multiplizierens und Dividie-
rens von Zahlen. Derartige Zusammenhénge fufien in der durch Definitionen
gepriagten Mathematik auf den Gesetzmifiigkeiten der Logik. Konkret geht
es darum, dass die getroffenen Aussagen in sich stimmig sind. Man sagt
auch, dass sie widerspruchsfrei zueinander sind.

Fiir die mit dem Riistzeug der Mathematik getroffenen Aussagen wird dem-
gemaifd angegeben, ob sie wahr oder falsch sind. So ist etwa die Aussage, dass
8 eine Primzahl ist, offenkundig falsch, wihrend die Aussage, dass 7 eine
Primzahl ist, wahr ist (weil die 7 im Zahlenraum der positiven natiirlichen
Zahlen aufler durch 1 nur noch durch sich selbst teilbar ist). Trifft man die
genau gegenteiligen Aussagen, dass 8 keine Primzahl ist (was wahr ist) und
dass 7 keine Primzahl ist (was falsch ist), spricht man von der logischen Ne-
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gation einer Aussage (,,Negation“ heiflt ,Verneinung“). Man verwendet fiir
die Negation einer Aussage das Zeichen ,-*.

Verkniipft man Aussagen durch das ,logische Und“ - symbolisiert durch ,A“
- miteinander, handelt es sich um eine Konjunktion. Sie gibt an, dass die
Gesamtaussage nur dann wahr ist, wenn sowohl die eine als auch die andere
Aussage wahr ist. Demgegeniiber liegt bei Verkniipfung durch das ,logische
Oder” - symbolisiert durch ,v* - eine Disjunktion vor. In diesem Fall ist die
Gesamtaussage wahr, falls entweder die eine oder die andere Aussage wahr
ist.

BEISPIEL

Die Gesamtaussage ,55 > 52 A 12 < 10“ ist eine falsche Aussage, da zwar
die erste Teilaussage ,55 > 52“ wahr, aber die zweite Aussage ,12 < 10“
falsch ist. Ein zweites Beispiel dient der Veranschaulichung der Disjunk-
tion: Die Gesamtaussage ,55 > 52 v 12 < 10“ ist wahr, weil fiir den Wahr-
heitsgehalt einer Disjunktion nur eine der beiden Aussagen wahr sein
muss (und dies trifft hier bekanntlich auf die erstgenannte Teilaussage
zu).

Bruchrechnung

Das Verhiltnis aus zwei Zahlen stellt einen Bruch dar. Einen Bruch nennt
man auch einen Quotienten. Der obere Teil des Bruchs heifst Zdhler, der
untere Teil Nenner. Ein Bruch ist demnach im Zahlenraum der reellen Zah-
len stets eine rationale oder eine irrationale Zahl.

Anteilswert

Zugleich stellt ein Bruch eine Relation zwischen Zihler- und Nennerwert
dar - in dem Sinne, dass verglichen wird, ob der Zdhler- oder der Nenner-
wert grofier ist oder ob beide gleich grof sind. Ist der Zéhler eine Teilmenge
des Nenners, handelt es sich um einen Anteilswert, das heif$t um eine Rela-
tion kleiner (gleich) 1. Multipliziert man den Wert eines solchen Bruchs mit
100, erhilt man den Prozentwert des Anteilswerts.
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Bruchberechnungsregeln

Man kann nur Briiche mit gleichem Nenner - man spricht dann von gleich-
namigen Briichen - addieren:

a ¢ a-d+b-c
b d" bd

Sind ndmlich die Nenner zweier Briiche voneinander verschieden, so werden
die jeweiligen Zdhlerwerte insofern unzulidssig miteinander verglichen, als
sie auf unterschiedlichen Bezugsgrofien fufien.

BEISPIEL
Wenn zum Beispiel die Anteilswerte 75 % und 20 % jeweils in Bruchform

3
miteinander addiert werden sollen, bedeutet das die Addition von — mit

3+1
4+5

%. Wiirde man einfach rechnen, ergédbe dies einen Bruch von g und
damit einen Prozentwert von etwas weniger als der Hélfte. Der korrekte
Wert der Anteilswertaddition lautet aber 95 %. Ihn erhélt man in Bruch-
schreibweise, wenn man den ersten Bruch mit dem Nennerwert des
zweiten Bruchs und den zweiten Bruch mit dem Nennerwert des ersten
Bruchs multipliziert:

3 1 3.5 1-4 15 4 15+4 19

45 4.5 5.4 20 20 20 20

Dieser Bruch entspricht genau 95 %, was durch Erweiterung des vorste-
henden Bruchergebnisses mit dem Faktor 5 (auf 100) deutlich wird:
19-5 95

20-5 100

Beziiglich der Multiplikation von Briichen gilt (was bereits aus der im eben
diskutierten Beispiel betrachteten Brucherweiterung mit dem Faktor 5 her-
vorging):
ac a-c
b'd b-d
e . 3 | . L
Multiplizieren Sie etwa 1 und 5 miteinander, so kénnen Sie dies so verste-

hen, dass Sie aus einer Gesamtmenge an Elementen zunichst ein Fiinftel
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davon und dann noch einmal drei Viertel dieses Fiinftels beriicksichtigen.
Befinden sich zum Beispiel unter 60 Personen genau 12 Jugendliche und Sie
interessieren sich nur fiir diese Jugendlichen, haben Sie genau ein Fiinftel
der 60 Personen beriicksichtigt. Nun stellen Sie die 12 Jugendlichen in 3 Vie-
rerreihen nebeneinander auf und greifen sich aus jeder Viererreihe 3 Jugend-
liche heraus, sodass Sie insgesamt 9 Jugendliche ausgewdhlt haben. Sie
haben damit aus 60 Personen 9 Jugendliche ausgewihlt. Als Bruch sind dies

9 3
60~ 20 wie Sie auch durch entsprechende Multiplikation als Ergebnis erhal-

w
—
w

ten:

.5 20

] w
Q=
IS

Potenzen, Wurzeln und Logarithmen

Bei der anfinglichen Erérterung von Zahlensystemen in diesem Kapitel
haben Sie bereits von dem Begriff der Potenzen Gebrauch gemacht, ohne
ihn aber nédher erldutert zu haben. Dies wird hier nachgeholt: Grundsitzlich
- und wie aus der Schulmathematik bekannt - ist eine Potenz dadurch ge-
kennzeichnet, dass man eine bestimmte Zahl mehrmals mit sich selbst mul-
tipliziert. Die betreffende Zahl nennt man die Basis, und die Anzahl der Mul-
tiplikationen ,mit sich selbst” bildet den Exponenten der Potenz. Fiir n
Multiplikationen einer Zahl a mit sich selbst erhalten Sie demnach a" als Po-
tenz. Bei einer negativen Basis (also bei -a) gilt: Ist n gerade, ergibt sich als
Ergebnis ein positiver Wert (weil zum Beispiel ,minus mal minus gleich
plus” ist). Ist n hingegen ungerade, ist das Ergebnis negativ (weil zum Bei-
spiel ,minus mal minus mal minus gleich minus* ist). Fiir einen Exponenten
in Hohe von 0 lautet das Ergebnis - unabhingig von dem Wert der Basis -

1
stets 1. Schliefdlich ist noch o in lediglich anderer Schreibweise gleich a™.

Zu dem Vorstehenden gebe ich Thnen folgende einfache Beispiele:
1. -3*=(-3)-(-3)-(-3)-(-3)=9-9=281;
2. —33=(-3)-(-3)-(-3) =9 (-3) = —-27;
3. =3° =1 beziehungsweise 3° = 1;
1
4. —

1
. —=— beziehungsweise 37! =
3 81

a .
Ermittelt man fiir einen vorgegebenen Potenzausdruck - bei gleichfalls gege-
benem Exponenten - die Basis, zieht man die Wurzel aus diesem Ausdruck,
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zum Beispiel: ¥/9 = v/32 = 3 (aber auch: ¥/9 = y/(—3)*> = —3). Demgegen-
iiber muss man den Logarithmus bilden, wenn man bei gegebener Basis -
und gegebenem Gesamtwert der Potenz - den Exponenten einer Potenz aus-
rechnen mochte. Fiir a" = ¢ erhédlt man als logarithmischen Ausdruck:
log,(c) = n (gesprochen: der Logarithmus von ¢ zur Basis a ist gleich dem
Exponenten n). Mit der Basis 10 und dem Exponenten 2 erhilt man bei-
spielsweise: log,,(c) = 2. Da 10” gleich 100 ist, entspricht c in diesem Beispiel
also 100.

In der nachstehenden Tabelle sind die Unterschiede zwischen Potenzieren,
Logarithmieren und Radizieren (= Wurzelziehen) zusammengestellt.

Gegeben Gegeben Zu ermitteln Potenzieren
Gegeben Zu ermitteln Gegeben Logarithmieren
Zu ermitteln Gegeben Gegeben Radizieren

Tabelle 1.1 Potenzieren, Logarithmieren und Radizieren

Potenzrechenregeln

Eine Potenz kann ihrerseits potenziert werden. Dazu miissen nur die jeweili-
gen Exponenten miteinander multipliziert werden:

(an)m — an-m
Beispielsweise ist der Ausdruck (a®)® gleichbedeutend damit, dass (a- a)
dreimal mit sich selbst multipliziert wird, also: (a-a)-(a-a)- (a-a). Sie er-
kennen, dass dieses Produkt in der Tat der 6-fachen Multiplikation von a mit
sich selbst, das heifdt a’, entspricht.
Auflerdem kann man nur Vielfache von Potenzen mit gleicher Basis und glei-
chem Exponenten addieren, also:

a-a"+p-at=(a+p)-a”.

Den vorstehenden Ausdruck erhélt man durch einfaches Ausklammern von
a" auf der Grundlage des Distributivgesetzes.
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Ein haufiger Fehler ist es, Potenzen aus Summen einzeln zu bilden, zum Beispiel aus (4 — 2\
falschlicherweise 42 — 22 zu machen. Der letztgenannte Ausdruck ist aber gleich 16 — 4 = 12,
wahrend der eigentliche Ausdruck 22 = 4 lautet.

Die Multiplikation von Potenzen ist bei unterschiedlichen Exponenten nur
fiir solche mit gleicher Basis moglich; es gilt:

Auch die beiden vorstehenden Regeln kann man sich sehr leicht anhand von
Beispielen klar machen. So gelten: a’-a*=(a-a)-(a-a-a)=a’ und

a® a-a-a

1

== =a =a.

a2 a-a

Des Weiteren konnen Potenzen mit ungleicher Basis, aber gleichem Expo-
nenten folgendermafien multipliziert beziehungsweise dividiert werden:

n a" a\n

a"-b" = (a-b)" beziehungsweise e (E) .

Beispielsweise erhalten Sie: a>-b*=a-a-b-b=(a-b)-(a-b)=(a-b)? und
2 . 2
% = % = (%) . (g) = (%) . Derartige Regeln vereinfachen die Berech-

nungen insofern, als nicht zweimal, sondern nur noch einmal potenziert
werden muss.

BEISPIEL

Die vorstehenden Rechenregeln fiir Potenzen sollen beispielhaft fiir a =
5,b=4,a=2, =3, n=2und m = 3 nochmals iibersichtlich prasentiert
werden:

(5%)*=25° = 15.625 beziehungsweise (5°)° = 5%%= 5% = 15.625;

2.5%43.52 =50+75=125 beziehungsweise
2.52+3.5°=(2+3)-5°=5-25=125;
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52.5° =25.125 = 3.125 beziehungsweise

5%.5% = 5213 = 55 = 3.125;

52 25 52 1

— =——=20,20 beziehungsweise — = 5273 =571 =2 =0, 20;
5% 125 53 5
52.42=25.16 = 400 beziehungsweise

52.4% = (5-4)* = 20% = 400;

52 25 . .
— =—=1,5625 beziehungsweise
42 16
55 (5\°
—=(>) =1,25* =1,5625.
42 4

Wurzelrechenregeln

Zieht man aus einer Potenz a" die m-te Wurzel - man spricht bekanntlich
auch vom Radizieren -, bedeutet das, dass man zur Basis a den Exponenten

1 pildet:
m

V- ab.

Eine geradzahlige Wurzel kann nicht fiir einen negativen Ausdruck a" berechnet werden. Bei-
spielsweise bedeutet ein Exponent von 2, dass die zugehérige Potenz nie negativ ist, weil eine
beliebige Zahl mit sich selbst multipliziert stets eine nichtnegative Zahl ergibt: v/—4 ist zum

Beispiel nicht definiert, v/4 mit den beiden Lésungen -2 und +2 hingegen schon. In dem skizzier-

ten Problemfall v/—4 muss auf die komplexen Zahlen ausgewichen werden. Entsprechende L6-
sungen miissen indes einem weiterfilhrenden Mathematikbuch vorbehalten bleiben. Demgegen-

iber sind ungerade Wurzeln aus negativen Zahlen méglich, zum Beispiel: v/ —8 = —2.
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Wegen des engen Zusammenhangs zwischen Potenzen und Wurzeln basie-
ren die Rechenregeln fiir Wurzeln auf den oben fiir Potenzen dargelegten. So
gilt fiir das Produkt beziehungsweise fiir die Division von Wurzeln:

Yar - ¥Ybr = {/(a-b)" < an -bn = (a-b)m

beziehungsweise
{/‘ n
m m
m bn bm

Zudem resultiert fiir ,verschachtelte“ Wurzelausdriicke:

\i/ Var = War < (aﬁ)% = am

Analog zu den Vereinfachungsregeln fiir Potenzen muss auch bei diesen
Wurzelrechenregeln nicht mehr zweimal, sondern nur einmal radiziert wer-
den.

BEISPIEL

Die vorstehenden Rechenregeln fiir Wurzeln werden nachfolgend bei-
spielhaft fiira =5, b=4, m = 2, n = 3 und j = 4 dargelegt (das Zeichen ,~“
bedeutet ,,ungefihr gleich“):

v/53 . v/43 ~ 11,1803 - 8 ~ 89,4427

beziehungsweise (auf Basis der obigen Regeln)

V53 . /43 = {/(5-4)° = ¥/20% = /8.000 ~ 89,4427 ;

V5% 11,1803
243 ~ 8

~ 1,3975

beziehungsweise (auf Basis der obigen Regeln)

/53 5\* .
\/\/21—?_ \/2 (Z) = V/125° ~ 1,3975;




Grundlegende Rechenoperationen/-regein 3

\/¥/58 ~ {/11,1803 ~ 1,8286

beziehungsweise (auf Basis der obigen Regeln)

\/¥/53 = /53 = /125 ~ 1,8286.

Logarithmenregeln

Der Logarithmus gibt - wie oben bereits erwidhnt - bei gegebenen Werten
fiir die Potenz (c) und auch fiir die Basis der Potenz (a) den Wert des Expo-
nenten (n) an. Das heifit: Bei Zugrundelegung von a" = ¢ berechnet man
log,(c) = n. Je nach Wert der Basis unterscheidet man verschiedene Loga-
rithmenarten. Am verbreitetsten sind der dekadische Logarithmus mit der
Basis 10 und der natiirliche Logarithmus, der die Euler’sche Zahl e zur Basis
hat (e = 2,71828...).

Aus der allgemeinen Schreibweise fiir einen Logarithmus log,(c) wird spe-
ziell fiir den dekadischen Logarithmus log,,(c) beziehungsweise einfach nur
log(c). Fiir den natiirlichen Logarithmus schreibt man log,(c) beziehungs-
weise einfach In(c).

Da a° bekanntlich als 1 definiert ist, ist der Logarithmus log,(1) stets — das heilt unabhangig
von der Basis — gleich 0. AuRerdem ist wegen a' = a der Logarithmenausdruck log,(a) immer
gleich 1. Ferner ist zu beachten, dass der Logarithmus von 0 [log, (0)] ebenso wenig definiert ist
wie der Logarithmus aus einer negativen Zahl.

Aus der Definition des Logarithmus folgt unmittelbar, dass er als Exponent
zur betreffenden Basis genau die zugrunde liegende Potenz angibt:

alo8.(©) _ ¢

Beispielsweise erhalten Sie fiir 10°80(1%) a5 Ergebnis 100. Dies ist plausibel,

weil log;, (100) wegen 10 = 100 gleich 2 ist und sich daher fiir 10(°810(190) 5]
Ausdruck 10” = 100 ergibt.
Folgende weitere Logarithmenregeln sind fiir Thr Studium von Bedeutung:

loga(b ! C) = loga(b) + lOga(C)
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beziehungsweise

b
tog, (¢ ) = 1oB,(6) - g ()
und
lOga(bC) =cC: loga(b)
beziehungsweise speziell:
log,(a®) =c-log,(a) =c.
Schliefilich gilt auch noch die allgemeine Beziehung

_ log,(b)
~ log,(a)

log, (b)

Bekanntlich ist log;o (10) wegen 10" = 10 gleich 1; dies wird auch nach Ein-
setzen in die vorherige Formel (mit der willkiirlichen Basis 2 im Zidhler und
log,(10)
log,(10)
ist die indirekte Berechnung von In (5), was ungefdhr gleich 1,6094 ist. Den
letztgenannten Wert erhdlt man auch, wenn man - unter willkiirlicher Wahl
der Basis 10 fiir den Bruch auf der rechten Seite - in die betreffende Formel
_ logyy(5) _ 0,69897
"~ log,,(e)  0,43429

Nenner des Bruchs) deutlich: log,,(10) =

= 1. Ein anderes Beispiel

die relevanten Werte einsetzt: In (5) ~ 1,6094.

BEISPIEL

Mit b = 2 und c = 3 erhélt man speziell fiir den dekadischen Logarithmus
und fiir die angefiihrten anderen Rechenregeln:

10008(2)) — 10030103 _ o
beziehungsweise (auf Basis der obigen Regeln)

10008@) _ 5.

log(2 - 3) = log(6) ~ 0,7782
beziehungsweise (auf Basis der obigen Regeln)

log(2 - 3) = log(2) +log(3) ~ 0,30103 + 0,47712 = 0,7782;

3
log(§> = log(1,5) ~ 0,1761
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beziehungsweise (auf Basis der obigen Regeln)

log (g) =log(3) —log(2) ~ 0,4771 — 0,3010 ~ 0,1761;

log(3%) =log(9) ~ 0,9542
beziehungsweise (auf Basis der obigen Regeln)

log(3%) =2-log(3) ~2-0,4771 ~ 0,9542 .

Binomische Formeln

Fiir die multiplikative Verkniipfung von zwei Zahlen in quadratischer Weise
existieren drei grundlegende binomische Formeln. Sie basieren allesamt auf
der Ausklammerungsvorschrift geméfl dem oben bereits genannten Distribu-
tivgesetz:

a-(b+c)=a-b+a-c.

Drei grundlegende binomische Formeln

Fiir zwei Zahlen a und b kann man in der obigen Formel des Distributivge-
setzes sowohl die Zahl a als auch den Ausdruck (b + c¢) durch (a + b) ersetzen
und erhélt nach Umformungen die erste binomische Formel. Ersetzt man
den Operator Plus durch das Minuszeichen, kann die zweite binomische
Formel hergeleitet werden. Die dritte binomische Formel schliefSlich ergibt
sich fiir das Produkt aus (a + b) und (a - b).

Konkret resultieren folgende drei grundlegende binomische Formeln:

erste binomische Formel (,,Plus-Formel“):

(a+b)?=a’+2-a-b+b?;

zweite binomische Formel (,Minus-Formel“):
(a—b)>=a’—2-a-b+Db?

dritte binomische Formel (,,Plus-Minus-Formel“):

(a+b)-(a—b)=a*—-b%
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BEISPIEL

Folgende Beispiele dienen der Erlduterung der drei binomischen For-
meln, wobei a =3 und b = 2 sind:

1. (3+2)7=52=25
beziehungsweise nach der ersten binomischen Formel:
(342)°=3242.3-24+22=9+4+12+4=25;
2. 3-272=12=1
beziehungsweise nach der zweiten binomischen Formel:
(3-2°=32-2.3.242°=9-12+4=1;
3.342)-3-2) =5-1=5
beziehungsweise nach der dritten binomischen Formel:

(34+42)-(3-2)=32-2>=9—-4=5.

Herleitung

Wie die drei grundlegenden binomischen Formeln durch Ausklammern auf
der Grundlage des Distributivgesetzes hergeleitet werden kénnen, wird
nachfolgend gezeigt.

Herleitung der ersten binomischen Formel:

(a+b)*>=(a+b)-(a+b)=a-a+a-b+b-a+b-b
=a’+2-a-b+Db?%;
Herleitung der zweiten binomischen Formel:
(a—b)*>=(a—b)-(a—b)=a-a—a-b—b-a—(=)b-b
=a’—2-a-b+b?;
Herleitung der dritten binomischen Formel:
(a+b)-(a—b)=a-a—a-b+b-a—b-b=a’>-b’
Allgemeine binomische Formel

Die obige grundlegende erste und zweite binomische Formel konnen aus
einer allgemeinen Formel abgeleitet werden. Hierzu wird im Folgenden der
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Exponent verallgemeinert; das heifSt, dass anstelle des Quadrats der Wert n
als Exponent Verwendung findet. Es geht demnach um die Berechnung des
Ausdrucks (a + b)": Der Ausdruck (a + b) wird n-mal mit sich selbst multipli-
ziert. Beziiglich der zweiten binomischen Formel miissen Sie anstelle von +b
einfach -b schreiben.

Die allgemeinen Formulierungen fiir die erste und zweite binomische
Formel lauten dann:

n_ (M) 4 .0 D\ h1 g1 D\ w2 12
(a+b) —<0) a"-b +(1) a b +(2> a b

n
+..‘+( ) -a’-b"
n
beziehungsweise

@by = () e o (1) oy

n

Der Ausdruck <1<

> heifdst Binomialkoeffizient.

Er ist definiert als:

(E> N (nik> :(n%')'k'

n-n-1)-n—-2)-...-2-1
(n—k)-n—-k-1)-n-k-2)-...-2-1-k-(k=1)-(k—2)-...-2-1
n-n—-1)-(n—2)-(n—k+1)
k-(k=1)-(k—=2)-...-2-1 °

Das Zeichen ,!“ nennt man Fakultét; eine solche stellt, wie zu erkennen ist,

das Produkt der absteigend angeordneten positiven natiirlichen Zahlen von

der Zahl vor dem Fakultdtszeichen bis hin zur 1 dar. 3! beispielsweise ist

gleich 3-2.1=6, und 10! zum Beispiel gleicht 10-9-8-7-6-5-4-3

-2 -1=3.628.800.

Wie leicht nachzuvollziehen ist, gilt: (n+1)!=n!-(n+ 1), und damit ist:

n+1) (n+1)-n!

( +' ) = (n+ ') =n+ 1. 0! ist ebenso wie 1! als 1 definiert. Bitte beach-
n! n!

ten Sie, dass grundsitzlich (a - n)! = a! - n! ist. Fiir a = 2 und n = 3 beispiels-
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weise lautet dieser Klammerausdruck 2 - 3 = 6, was zu 6! und damit zum Er-
gebnisvon6-5-4-3-2.1=720 fithrt. Demgegeniiber ist das Produkt aus 2!
und 3! gleich2-1-3-2-1=12.

Der Binomialkoeffizient spiegelt grundsatzlich die Anzahl der Kombinationen zwischen k Ele-
menten aus einer Menge von insgesamt n Elementen wider, und zwar unabhéngig von der An-
ordnung der k Elemente und ohne die Elemente bei der Kombination mehrfach zu beriicksichti-
gen. Ein bekanntes Anwendungsbeispiel fir den Binomialkoeffizienten ist die Anzahl der

Maglichkeiten fiir sechs ,Richtige” im Lotto ,6 aus 49”, die sich als Binomialkoeffizient (469)

darstellen  lasst.  Entsprechend  ergeben  sich  fir  diesen  Fall  insgesamt

49 49! 49 .48 -47 - 46 - 45 - 44 . .
( 6 ) =36 8543271 - 13.983.816 Méglichkeiten.

Eine Hilfe zur Ermittlung der Werte fiir die Binomialkoeffizienten in der all-
gemeinen binomischen Formel stellt das Pascal’sche Dreieck dar. Es gibt
von oben nach unten fiir (a + b)* und n = 0, 1, 2, ..., N die betreffenden
Werte an. Diese Werte der Koeffizienten in einer bestimmten Zeile resultie-
ren - mit Ausnahme der beiden Randwerte, die in allen Zeilen jeweils gleich
1 sind - aus der paarweisen Addition der Koeffizientenwerte in der unmittel-
bar dariiber liegenden Zeile. Zum Beispiel erhalten Sie fiir n = 2 - das heifst
in der dritten Zeile des Pascal’schen Dreiecks - die Koeffizienten 1, 2 (= 1
+ 1) und 1, wie Sie bereits wissen. Von n = 0 bis n = 5 sind in der folgenden
Darstellung die entsprechenden Binomialkoeffizienten angegeben.

Abbildung 1.6 Pascal’sches Dreieck
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Ist n = 2, resultiert die obige grundlegende erste beziehungsweise zweite bino-
mische Formel ebenfalls aus der allgemeinen Formel (unter Beachtung, dass
0! als 1 definiert ist):

2 2 2
(a+b)2: (0) ‘a2'b0+ (1) 'a271'b1+ (2) ‘a272'b2

2.1 , . 2-1 2.1 )
= 14+ 1.
11t Mty gabtyygth
=a’+2-a-b+b?
beziehungsweise
2 2 2
(a—b)2:<0>.a2.(—b)°+(1>.a2*1.(—b)1+(2).azfz.(—b)z

2.1 2.1 2.1 )
— A+2 4. (—b 1-b

s Mty bty

=a’—2-a-b+Db%.

Anhand des Pascal’schen Dreiecks hitten Sie im Ubrigen - wie bereits ge-
schrieben - aus der dritten Zeile gleich ablesen kénnen:

(a+b)?=1-a>+2-a-b+1-b?
beziehungsweise
(a—b)?=1-a—2-a-b+1-b%

Fiir (a + b)® und (a - b)® konnen Sie entsprechend aus der vierten Zeile des
Pascal’schen Dreiecks als binomischen Ausdruck ablesen:

a-+ =1l-a°+3-a"-b+3-a-b"+1-
(a+b)’ ¥ b b* +1-b?
beziehungsweise
a— =1-a>-3-a>-b+3-a-b*4+1-b".
(a—b)® ¥ 2. b b +1-b?

Die Verallgemeinerung der dritten binomischen Formel ist etwas schwie-
riger als jene der ersten und der zweiten binomischen Formel. Es gilt (sozu-
sagen umgekehrt formuliert), wobei ¥, das Summenzeichen ist:

an—b“—(a—b)-a“‘1~r§<9)k.

k=0 \@
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Mit dieser allgemeinen Formel erhalten Sie fiir n = 2 den Ausdruck:
b
a>—b*=(a—b)-a- <1+§) =(a—b)-(a+Db)

und fiirn = 3:

2
a®—b*=(a—b)-a*- (1+g+b—> =(a—b)-(a®+a-b+Db?).

a2

Gleichungen

Etwa in der Mikrodkonomie spielen Gleichungen eine grofie Rolle, dort spe-
ziell bei der Ermittlung der Marktpreise und -mengen. Dazu setzt man dort
die Angebots- und die Nachfragefunktion miteinander gleich. Um entspre-
chende Grundzusammenhinge zu erdrtern, beschriankt sich dieser Abschnitt
auf Zusammenhinge fiir lediglich zwei Gleichungen und zwei Variablen x
und y. Streng genommen handelt es sich im Folgenden bereits um die Erér-
terung nicht nur einzelner Gleichungen, sondern um die eines aus zwei Glei-
chungen bestehenden Gleichungssystems. Weitere Ausfithrungen zu Glei-
chungssystemen folgen spéter in Kapitel 5.

Grundsitzlich ldsst sich eine Gleichung als Polynom n-ten Grades darstellen.
Hierzu werden die x-Werte mit aufsteigenden Exponenten 0, 1, 2, ..., n ver-
sehen:

y=ap-x'4+a;-x'+a-x*+a;-X°+...+a,-x".

Ersetzt man das Gleichheitszeichen durch ein Kleiner-gleich- oder ein Gro-
fer-gleich-Zeichen, wird aus der jeweiligen Gleichung eine Ungleichung:

y>ay-x’4a-x'+a-x*+a3- X +...+a, x"
beziehungsweise
y<ay-x'4a-x'+a-x*+a; X +...4+a, x".

Multipliziert man eine Grofler-gleich-Beziehung auf beiden Seiten mit (-1),
kehrt sie sich in eine Kleiner-gleich-Beziehung um (und umgekehrt). Etwas
schwieriger verhilt es sich, wenn man beide Seiten mit einem Ausdruck mit
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der Variablen x multipliziert. Dann muss man beziiglich der Ungleichheits-
beziehung typischerweise eine Fallunterscheidung durchfiihren.
Betrachten Sie hierzu das Beispiel

3
X+ 2

<3

Sie multiplizieren nunmehr beide Seiten mit (x + 2), so dass auf der linken
Seite +3 stehen bleibt und auf der rechten Seite nunmehr der Ausdruck 3 - (x
+ 2) vorzufinden ist. Ist nun (x + 2) > 0, bleibt die Kleiner-Beziehung beste-
hen: Bei zum Beispiel x = 1 erhalten Sie auf der rechten Seite den Wert +9,
der grofier als +3 auf der linken Seite ist. Demgegentiiber kehrt sich die Klei-
ner-Beziehung im Fall von (x + 2) < 0 in eine Grofler-Beziehung um. Ist x
beispielsweise gleich -3, lautet der Wert auf der rechten Seite -3, der kleiner
als der Wert +3 auf der linken Seite ist.

Die nachfolgenden Ausfithrungen beziehen sich ausschliefllich auf die
Gleichheitsbeziehung. Sie werden fiir Polynome n-ten Grades dargelegt.
Hierbei ist ein Polynom ersten Grades eine lineare Gleichung, ein Polynom
zweiten Grades eine quadratische Gleichung und ein solches dritten Grades
eine kubische Gleichung. Auf diese drei Polynomarten und deren Lésung fiir
x-y-Zusammenhinge bei zwei Gleichungen beschrénken sich die folgenden
Ausfithrungen in diesem Abschnitt, wobei deren Erdrterung - aus didakti-
schen Griinden - noch der einfache Dreisatz vorangestellt ist.

Homogene und inhomogene Gleichungen

Dabei gilt eine Gleichung als homogen, wenn die Vervielfachung der x-
Grofie ebenfalls zu einer Vervielfachung des y-Wertes fiihrt. Dies ist genau
dann der Fall, wenn die Gleichung fiir y keine Konstante ungleich 0 enthlt.
Das heifst in der obigen allgemeinen Polynomangabe, dass a, = 0 ist.

Dabei spricht man von einer linear-homogenen Gleichung, wenn der y-
Wert sich in genau dem gleichen Mafle multiplikativ verdndert wie der x-
Wert. Das heifdt: Verdndert man den x-Wert um A und verédndert sich y eben-
falls genau um A, ist die Gleichung linear-homogen. Verdoppelt man bei-
spielsweise in der Gleichung y = 2 - x den Input im Rahmen eines Produkti-
onsprozesses (das heifit x) und verdoppelt sich der Output (hier also y)
ebenfalls, ist A gleich 2, und der betreffende Produktionszusammenhang ist
linear-homogen. In unserem Beispiel gilt nach der Verdoppelung von x:
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2.y =2.(2-x). Erhoht man etwa den Input von 10 auf 20 Mengeneinheiten,
verdndert sich im Beispiel der Output von 20 auf 40 Mengeneinheiten.

Im Fall einer iiberproportionalen Verdnderung des y-Wertes bei einer multi-
plikativen Verdnderung von x liegt eine iiberlinear-homogene Gleichung
vor. Liegt etwa der Produktionszusammenhang y=0,5-x" vor, fiihrt in
diesem Beispiel eine Verdoppelung des Inputs zu einer Vervierfachung des
Outputs (das Zeichen ,<" zeigt an, dass die jeweiligen Gleichungsausdriicke
gleichwertig zueinander sind): yney=0,5 (2 -X)*> © Yneu =2 (0,5 - X°) &
Vneu = 4 - V. Eine Inputerhohung von 10 auf 20 Mengeneinheiten bewirkt in
diesem Beispiel entsprechend eine Outputerhhung von 50 auf 200 Mengen-
einheiten. Der Verianderungsfaktor A betrigt demnach 4 beziehungsweise 2°.
Allgemein konnen Sie formulieren: Wenn der Exponent von A° gréfier 1 ist
(wie in unserem Beispiel, in dem er 2 entspricht), liegt eine iiberlinear-ho-
mogene Gleichung vor.

Bei einer unterproportionalen y-Verdnderung in Bezug auf eine multiplikati-
ve x-Verdnderung haben Sie es mit einer unterlinear-homogenen Gleichung
zu tun. Fiir den Produktionszusammenhang y = 2 - /X beispielsweise folgt
aus einer Verdoppelung von x, etwa von 9 auf 18 Mengeneinheiten, eine Er-
héhung von y nur von 6 auf zirka 8,49 Mengeneinheiten. Diese schwache

Outputveridnderung entspricht einer relativen Erh6hung um /2 = 2°° (zirka
8,49 dividiert durch 6 ist etwa 1,41, also gleich der Quadratwurzel aus 2). Mit
anderen Worten: In diesem Beispiel gilt A>°. Der Exponent des Verinde-
rungsfaktors A ist kleiner 1, was die betreffende Gleichung als unterlinear-
homogene Gleichung ausweist. Bei einer Verdoppelung gilt in diesem Bei-
spiel formal:

Yneu:2 . \/2 2 'X@YHeu:\z/é' 2- \'Z/)E@Yneu:\z/g'y .

Sollte keiner dieser genannten Félle zutreffend sein, handelt es sich um eine
inhomogene Gleichung. Eine solche ist immer dann gegeben, wenn eine
Gleichung eine Konstante enthdlt.

Der einfache Dreisatz

Das einfachste Polynom ist ein solches, in dem y einem konstanten Wert
gleicht, x somit ausschliefSlich mit dem Exponenten 0 versehen ist:
y=a-x’=a. Diese Beziehung kann mit dem einfachen Dreisatz in Verbin-
dung gebracht werden. Der Dreisatz beschreibt - wie Thnen sicherlich noch
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aus der schulischen Mittelstufe bekannt ist - die Beziehung zweier Verhalt-

nisse % und ﬁ, wobei bis aufy alle anderen Gréfien bekannt sind:
p

y_»p p
0

=—&y=a mit a=--0.
H B

Es kénnte zum Beispiel bei gegebenen Werten fiir © = 100 Arbeitskrifte, 3 =
2.000 Quietscheentchen und p = 200 Arbeitskriften gefragt werden, wie viele
Teddybéren (y) produziert werden miissten, damit (im Sinne der Produktivi-
taten) das Verhiltnis aus produzierten Giitern (Teddybdren beziehungsweise
Quietscheentchen) und Arbeitskréften auf beiden Seiten der Gleichung

2.000
gleich hoch ist. Dazu muss man beide Seiten von Y 27 it 0 = 100
s e w 100 200
multiplizieren und erhalt:
2.000
y =———-100 =1.000 .
200

Es miissten also y = 1.000 Teddybdren produziert werden. In unserem Bei-

spiel gilt wegen b 0 = a fiir y ndmlich: y = a = 1.000.
i

Lineare Gleichungen

Von einer linearen Gleichung - einer Geraden - spricht man im Fall von
y=a+Db - x. Sie werden sich im Folgenden die Losung eines kleinen linearen
Gleichungssystems anhand eines O0konomischen Angebot-Nachfrage-Bei-
spiels vor Augen fiihren. Die eben genannte Gleichung y=a + b - x soll die
Angebotsfunktion widerspiegeln (mit y als angebotener Menge, x als Giiter-
preis, a als Konstante und b als weiterer Parameter). Die Nachfragefunktion
soll durch eine weitere Gerade y=c-d-x gegeben sein (mit y als nach-
gefragter Menge, x wieder als Giiterpreis, c als Konstante und d als weiterer
Parameter). Im Schnittpunkt von Angebots- und Nachfragegerade bestim-
men sich auf einem Markt der Marktpreis x und die gehandelte Menge y.
Durch folgerichtiges Gleichsetzen beider Gleichungen erhélt man fiir x:

c—a

a+b~x:c—d-x(:>(b+d)~x:c—a<:>x:b+d.
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Setzen Sie diesen Wert in eine der beiden Gleichungen fiir y ein, gewinnen
Sie den Wert fiir y, also:

c—a

b+d

c—a
y—a+b-m oder y=c—d

Gelten beispielsweise y=4+6-x und y=20-2-% so ist x gleich 2
20—-4

(: m) , und fiir y resultiert ein Wert von 16 (y = 4 + 6 - 2 beziehungswei-

se y=20-2-2). In unserem Beispielszusammenhang liegt demnach der

Marktpreis bei 2 Geldeinheiten, und es werden auf dem betreffenden Markt
16 Mengeneinheiten gehandelt.

Dieses kleine System linearer Gleichungen ist losbar, weil zu zwei Variablen exakt zwei Glei-
chungen gehdren, die nicht voneinander abhangen. Waren hingegen fiir drei Variablen nur zwei
Gleichungen gegeben gewesen, dann hatte man fiir eine Variable einen (beliebigen) Wert vor-
geben miissen, um Losungen fiir die beiden anderen Variablen zu erhalten. Dieser Grundzusam-
menhang zwischen Variablen- und Gleichungsanzahl gilt auch fiir hoherwertige Polynome (also
zum Beispiel auch fir die spater in diesem Abschnitt zu besprechenden quadratischen und kubi-
schen Gleichungen). Er wird in Kapitel 5 noch genauer erdrtert.

Man kann ein lineares Gleichungssystem wie das vorstehende im Ubrigen
auch dadurch losen, dass man von der einen Gleichung die andere subtra-
hiert:

y=a+b-x
—y=c—d-x

=0=a—c+(b+d)- x;

auch aus dieser gleich 0 gesetzten Gleichung folgt fiir x durch Umformung:

c—a

b+d

X =

Quadratische Gleichungen

Eine quadratische Gleichung hat die Form:

y=a+b-x+c -x°.
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PQ-Formel

Zur Losung eines solchen Gleichungssystems fiir zwei quadratische Glei-
chungen dient unter anderem die PQ-Formel. Hierzu wird auch eine qua-
dratische Gleichung in die Normalform gebracht, indem sie gleich 0 gesetzt
wird:

0=a+b-x+c-x*.
Anschlieflend werden beide Seiten durch c dividiert und der neue Koeffizient
lz) wird durch p und das neue konstante Glied % durch q dargestellt. Man er-
hilt folgende neue Gleichung:

X 4+p-x=—q.
In einem néchsten Schritt werden beide Seiten mit dem quadratischen Aus-
druck (g) g mit der sogenannten quadratischen Ergéinzung - erweitert:

2 2

<op B Q)

Offenkundig kann man die linke Seite anhand der ersten binomischen Formel

2
durch (X + g) darstellen, so dass Sie durch Wurzelziehen erhalten:

(O

wichtig an der vorstehenden Gleichung sind die Betragsstriche auf der linken
Seite, da eine Quadratwurzel im Zahlenraum der reellen Zahlen nur fiir
einen positiven Wert gezogen werden darf. Fiir x ergeben sich als Losung
zwei Werte:

dies ist die PQ-Formel.
BEISPIEL

Mittels der PQ-Formel sollen fiir die (gleich 0 gesetzte) quadratische
Gleichung 2 - x* + 20 - x - 22 = 0, die zum Beispiel auch aus einer Gleich-
setzung von Gliterangebots- und Giiternachfragefunktion hervorgegan-
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gen ist, die moglichen x-Werte ermittelt werden. Nach Division beider
Seiten durch 2 und mit Hilfe der quadratischen Ergdnzung von
20\ 2

10\*
2| = <?> werden letztlich die beiden x-Werte bestimmt (p ist -

2

wie ersichtlich - gleich 10 und q gleich -11):

10 10\ 2 ,
0=+ . (7) +11=-5+¥36=1

und

10 10\?
= \ (?) +11 = —5— /36 = —11.

Bei 6konomischen Problemen sind oft nur die nichtnegativen x-Ergebnis-
se der PQ-Formel von Interesse. Dies liegt darin begriindet, dass zum
Beispiel Preise und Mengen - als zentrale 6konomische Gréfien - nicht-
negativ sind.

ABC-Formel

Eine quadratische Gleichung in der Form 0 =a + b - x + ¢ - x* kann auch ge-
16st werden, ohne - wie bei der PQ-Formel notwendig - durch c zu dividie-
ren. Dann kann man sozusagen direkt die ABC-Formel nutzen:

b 2 b2 a
X|p = ——— — __Z
1.2 2.¢C 4.-¢2 ¢

Im Beispiel von eben, das heifdt: 2 - %% + 20 - x - 22 = 0, erhalten Sie:

20 2202+22
127 0 4.22 " 2

und damit:

/400
X] = =5+ E+11:—5+€/36=1
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beziehungsweise:

/400 ,
Xy =—5—1 1—6+11:—5—€/3 =—11.

Satz von Viéta

Eine weitere Losungsalternative fiir eine quadratische Gleichung ist der Satz
von Viéta. Der Grundgedanke hierbei ist, eine quadratische Gleichung, die
bereits in der Form der PQ-Formel ist: x* + p - x + q = 0, auf den Ausdruck
(x - x;) - (x - X) zu bringen. Damit gilt:

(X—X1)~(X—x2):x2—x1-X—X2~x+X1-X2

Sx-—x) X—%X)=xX—(X +X) X+X X

Wie man sieht, ist jetzt x; + X, =-p und X; - X, =q. In unserem Beispiel
2.x%+20x-22 =0 sind, wie oben hergeleitet, p = 10 und q = -11, sodass Sie
folgende konkreten Zusammenhinge erhalten: x; + X, = -10 und x; - X, = -11.
Bei ganzzahligen Losungswerten ist leicht ersichtlich, dass die zweite Glei-
chung bei x; = +1 und x, = -11 beziehungsweise bei x; = -1 und x, = +11
16sbar ist. Bei x; = -1 wiirde die Ausgangsgleichung indes zu (-1)* + 10 - (-1)
- 11 =-20 # 0. Dies kann also keine Losung sein. Somit erhilt man, ohne sich
eine Formel wie die PQ- oder die ABC-Formel merken zu miissen, als Losun-
gen: x; = +1 und x, = -11. In beiden Féllen ist die Ausgangsgleichung gleich
0, das heifst gelost.

Wie an dem Beispiel von eben deutlich wird, baut der Satz von Viéta zwar im Grunde genommen
allein auf dem gesunden Menschenverstand auf. Seine praktische Anwendbarkeit beschrankt
sich allerdings im Wesentlichen auf den Fall ganzzahliger Lésungen.

Sonderfall

Fehlt bei einer quadratischen Gleichung der mittlere Term b - x, so ist die
resultierende Gleichung y = a + ¢ - x> durch Radizieren relativ leicht zu l6sen.
Beispielsweise erhalten Sie fiir die Gleichung -9 + x* {iber die zugehérige
Formulierung 0 = -9 + X’ < 9 =x> durch Wurzelziehen unmittelbar als L&-
sungen +3 und -3.
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Kubische Gleichungen

Eine kubische Gleichung hat die Form:
y=a+b-x+c-x*+d-x°.

Zu ihrer Losung beziehungsweise zur Losung eines aus zwei kubischen Glei-
chungen bestehenden Gleichungssystems ist auch eine kubische Gleichung
gleich 0 zu setzen:

0O=a+b-x+c-x2+d-x°.

Um auf dieser Basis die x-Losung herzuleiten, findet in der Praxis vielfach
das Verfahren der Regula Falsi Anwendung. Es ist allerdings - wie im Fol-
genden auch gezeigt wird - ein recht unvollkommener Lésungsansatz. Alter-
nativ kénnte man auf das Newton-Verfahren an dieser Stelle Bezug nehmen.
Da dieser letztgenannte, auch als Tangentenniherungsverfahren bezeichnete
Ansatz ein Verstdndnis von Funktionen beziehungsweise von der Differenti-
alrechnung voraussetzt und diese beiden mathematischen Bereiche Ihnen
erst spéter (in den Kapiteln 2 und 3) prasentiert werden, wird das Newton-
Verfahren erst spiter in Kapitel 3 (kurz) besprochen.

Nachdem eine kubische Gleichung in die Form mit y = 0 gebracht worden
ist, wird im Rahmen der Regula Falsi anschliefiend fiir x versuchsweise ein
Wert vorgegeben, und es wird gepriift, ob dieser ein y-Gesamtergebnis nahe
0 hervorbringt. Ist dieses nicht der Fall, wird durch darauffolgende Verdnde-
rung von x solange nach einer x-Losung gesucht, bis die betreffende Glei-
chung sich dem Wert 0 annihert. Ist der Unterschied zu 0 sehr klein, wird
der betreffende Wert fiir x ausgewdhlt.

Der Wert fiir y ergibt sich dann durch Einsetzen des Wertes fiir x in die be-
treffende kubische Gleichung. Sinnvollerweise wihlt man bei diesem schritt-
weisen - mit einem Fachbegriff: iterativen - Vorgehen nacheinander még-
lichst solche x-Werte aus, von denen der eine ein positives und der andere
ein negatives y-Gesamtergebnis erzielt. Der einfache Grund dafiir ist, dass
der Zielwert 0 natiirlich zwischen positiven und negativen Werten liegt. Man
verringert schrittweise den Wert zwischen diesen x-Werten, bis man einen
solchen Wert erhilt, der ein Gesamtergebnis von nahe 0 erbringt.
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BEISPIEL

Die Regula Falsi wird beispielhaft anhand folgender kubischer Normal-
form illustriert:

0=—-206,25+40-x+20-x>+30-x°.

Setzt man zunichst willkiirlich den Wert 2 in die Normalform ein, ergibt
sich fiir die Summe der rechten Seite als Ergebnis 193,75. Folglich ist der
gesuchte x-Wert zu grofi. Setzen Sie daher als néchsten x-Wert 1 ein, er-
halten Sie -116,25 als Ergebnis. Dieses ist negativ, sodass der gesuchte x-
Wert zwischen 1 und 2 liegen muss. Probieren Sie es daher einfach mit
dem x-Wert in der Mitte zwischen 1 und 2, also mit 1,5, haben Sie Erfolg:
Dies ist der gesuchte x-Losungswert; er erfiillt die obige durch die Nor-
malform aufgestellte Bedingung eines Gesamtergebnisses von 0, wie
durch Einsetzen von x = 1,5 in die obige Gleichung deutlich wird:

y=—206,254+40-1,5+20-1,5*430-1,5°
&y = —206,25 + 60 + 45 + 101,25
&y = —206,25 + 206,25
<y=0.

Zu betonen ist, dass es in diesem Beispiel sehr schnell ging, die Losung fir x zu finden. In der
Praxis kann dies sehr viel langer dauern, zumindest dann, wenn die x-Lésung aus sehr vielen
Nachkommastellen besteht und man eine hinreichende Ergebnisgenauigkeit haben méchte. Au-
Rerdem kann ein Polynom n-ten Grades bis zu n Nullstellen (fiir y = 0), eine kubische Gleichung
also his zu drei x-Lésungen haben. Es ist abhangig vom jeweiligen x-Startwert, welche dieser
Losungen zuerst gefunden wird (beziehungsweise im schlimmsten Fall: ob tberhaupt eine Lo-
sung gefunden wird). Im vorliegenden Beispiel gab es nur eine Losung.

Auch im folgenden Beispiel gibt es zwar nur eine Losung, aber es dauert ldn-
ger als in dem eben behandelten Beispiel, die Losung zu finden, da der x-
Losungswert viele Nachkommastellen enthilt. Ausgangspunkt ist

0=10—2-x+3x*+4-x>.

Versuchsweise setze ich zunichst fiir x den Wert 0 und erhalte als y-Wert 10.
Da der nichste x-Wert von +1 mit y = 15 ebenfalls ein positives Ergebnis lie-
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fert, versuche ich es mit einem negativen x-Wert, und zwar mit einem sol-
chen in Hohe von -1. Dieser fiithrt aber mit y = 11 immer noch zu einem
positiven Ergebnis. Lassen Sie es uns also einmal mit dem x-Wert von -2 pro-
bieren, und siehe da: Sie erhalten mit y = -6 ein negatives Ergebnis. Der
néchste Schritt besteht jetzt darin die Mitte zwischen -1 und -2, also -1,5 als
x-Wert auszuwihlen. Dies ergibt einen y-Wert von 6,25. Probieren Sie es im
Folgenden mit der Mitte zwischen -1,5 und -2, das heif$t mit -1,75, so erhal-
ten Sie fiir y als Wert 1,25. Daher verwenden Sie im néchsten Schritt wieder
einen kleineren x-Wert, konkret -1,8, was zu einem y-Wert von nahe 0 fiihrt
(-0,008). Die x-Losung betrdgt demnach ungefdhr -1,8. Um zu einem ge-
nauen Ergebnis zu gelangen, miisste man den genauen LOsungswert zwi-
schen -1,800 und -1,799 ermitteln, was mit einem sehr grofien Rechenauf-
wand verbunden ist.

Noch schwieriger wird es, die Nullstellen eines kubischen Gleichungssystems
zu bestimmen, wenn mehr als eine Losung vorliegt beziehungsweise auch
okonomisch interessant ist. In diesem Fall wird deutlich, dass man zur Lo-
sung eines kubischen Gleichungssystems schon recht genaue Vorstellungen
von der Lage der Losungen haben muss.

Bei zum Beispiel einer kubischen Gleichung 0=3+0,5-x- 2-x*+0,5-X
gibt es mit -1, 2 und 3 drei x-Lésungen. Sie kdnnen sich sicher vorstellen,
dass es einen sehr grofien Rechenaufwand verursacht, diese drei Losungen
mittels Regula Falsi zu finden. Wenn Sie viel Zeit haben, konnen Sie dies ja
mal versuchen... ;-)

Folgen und Reihen

Unter einer Folge versteht man die Anordnung von Zahlen in einer bestimm-
ten Reihenfolge: a, b, ¢, d. Dabei kann diese Anordnung einer bestimmten
Vorschrift folgen. Hat eine Folge ein Ende - wie bei der vorstehenden Folge
mit d -, so handelt es sich um eine endliche Folge, andernfalls um eine un-
endliche.

Werden die Werte einer Folge stets grofier, ist es eine streng monoton steigen-
de Folge, wenn also a < b < ¢ < d ist. Gilt anstelle des Kleiner-Zeichens das
Kleiner-gleich-Zeichen, so liegt ,lediglich“ eine monoton steigende Folge
vor. Wenn a > b > ¢ > d ist, ist die Folge streng monoton fallend. Ersetzt man
hier das Grofler- durch das Grofier-gleich-Zeichen, sprechen Sie von einer
monoton fallenden Folge.
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Arithmetische Folgen und Reihen

Die beispielhafte Folge 2, 4, 6, 8, 10, ... unterliegt der Vorschrift, dass zu dem
vorhergehenden Glied der Folge jeweils +2 addiert wird. Der Wert des Glieds
einer Folge erhoht sich hier additiv gegeniiber dem ,Vorgidnger-Glied“ um
den Wert 2.

Arithmetische Folge

Man spricht in diesem Fall von einer arithmetischen Folge. Bezeichnet man
das n-te Glied einer Folge als a,), so gilt in diesem Beispiel: a, =2 + 2 - (n - 1),
was - nach Ausklammern - gleichbedeutend mit a,, = 2 - n ist. Fiir das erste
Glied der Folge resultiert also: 2 - 1 = 2, fiir das zweite Glied: 2 - 2 = 4, fiir das
dritte Glied: 2 - 3 =6 und so weiter. Allgemein gilt bei einer arithmetischen
Folge mit einem beliebigen Wert t:

ap,=a;+7t-(n—1).

Liegt bei einer Folge eine wertebezogene Begrenzung (nach oben bezie-
hungsweise nach unten) vor, so gilt sie als beschrdnkt. In unserem Beispiel
ist die Folge nach unten zwar beschrinkt (auf den Wert 2), nach oben aber
nicht.

Arithmetische Reihe

Summiert man die einzelnen Folgenglieder schrittweise miteinander, erhélt
man eine arithmetische Reihe. Im vorliegenden Beispiel resultiert aus der
Folge 2, 4, 6, 8, 10, ... die Reihe 2, 6 (=2 +4), 12 (=6 + 6), 20 (= 12 + 8), 30 (=
20 + 10), ...

Allgemein gilt fiir die Glieder einer arithmetischen Reihe sy:

Sp =—-n-(a; +ap).

N =~

In unserem obigen Beispiel erhalten Sie entsprechend fiir das zweite Reihen-
glied:

S =—-2-(2+4)=6

N =

und fiir das vierte Reihenglied:

1
i =54(2+8) =20,
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GauB’sche Summenformel

Eine bekannte arithmetische Reihe ist die Gauf’sche Summenformel. Sie
bezieht sich auf die arithmetische Folge der ersten n aufeinanderfolgenden
natiirlichen Zahlen, also 1, 2, 3, 4, ..., n. Summiert man diese Folgenglieder
schrittweise, erhilt man als Reihenwerte 1, 3, 6, 10, ... Das Bildungsgesetz
dieser Reihe wird durch folgende konkrete Formel beschrieben:

_n’+n

s _! n-(n+1)
T2 2

Diese Formel ldsst sich dadurch herleiten, dass man zunéichst die Zahlenfol-
ge zweimal hinschreibt, einmal aufsteigend (1, 2, ..., n-1, n) und einmal ab-
steigend (n, n-1, ..., 2, 1). Dann addiert man die beiden ersten Werte jeder
dieser Folgen, anschlieflend die beiden jeweiligen zweiten Werte und so wei-
ter. Bei n Zahlen erhilt man folglich1 +n, 2+ (n-1),3+(n-2), ..., (n-2) +
3, (n - 1) + 2, n + 1. Anders formuliert: Sie erhalten n-mal das Ergebnis (n
+ 1). Da Sie sich aber nicht fiir die Summe der Zahlen beider Folgen, sondern
nur fiir die Summe einer der beiden Zahlenfolgen interessieren, miissen Sie
die Fallzahl noch halbieren. Die entsprechende Multiplikation von 3 mit (n
+ 1) ist dann genau die obige Gauf’sche Summenformel.

Ist beispielsweise n = 5 lautet die Folge: 1, 2, 3, 4, 5, und der Reihenwert an
der fiinften Stelle belduft sich gemafd der obigen Formel auf:

==

S5 15.

Dass dies stimmt, kdnnen Sie leicht dadurch iiberpriifen, dass Sie die Folgen-
glieder 1, 2, 3, 4 und 5 addieren: 1 +2 +3 +4 + 5 =15.

Geometrische Folgen und Reihen

Verdndert man die Folgenglieder nicht additiv, sondern multiplikativ, spricht
man von einer geometrischen Folge. Die Addition der entsprechenden Fol-
genglieder fithrt zum Begriff der geometrischen Reihe.

Geometrische Folge

Bei einer geometrischen Folge verdndert sich - wie bereits angedeutet - ein
Glied der Folge im Vergleich zum vorhergehenden Glied um einen bestimm-
ten Faktor. Zum Beispiel betrigt bei der Folge 3, 6, 12, 24, 48, ... der entspre-
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chende Faktor +2. Diese Folge ist im Ubrigen nach unten auf den Wert 3
beschrénkt; nach oben hingegen ist sie nicht beschrénkt.

Bei einer geometrischen Folge kdnnen die Vorzeichen der Folgenglieder sich
verdndern; man spricht dann von einer alternierenden Folge. Eine solche er-
gibt sich immer dann, wenn der Faktor, der der Folge zugrunde liegt, negativ
ist. Wére er im vorstehenden Beispiel anstelle von +2 etwa -2 gewesen, hitte
die Folge gelautet: 3, -6, 12, -24, 48, ...

Allgemein gilt bei einer geometrischen Folge mit einem beliebigen Wert t:

a, =a; -t 1.

Das zweite obige Folgenglied -6 ergibt sich nach dieser Formel (mit t = -2)
als:

a,=3-(-2)' = -6,
und das fiinfte obige Folgenglied 48 bestimmt sich so:

a; =3-(—2)"=3.16 = 48.

Geometrische Reihe

Auch eine geometrische Reihe bildet sich aus der Summe der ersten n Fol-
genglieder. In unserem Beispiel mit dem Faktor +2 erhélt man als geometri-
sche Reihe: 3,9 (= 3 + 6), 21 (= 9 + 12), 45 (= 21 + 24), 93 (= 45 + 48), ... Bei
alternativer Verwendung des Faktors -2 lautet diese geometrische Reihe: 3,
-3[=3+(-6)],9(=-3+12),-15[=9+(-24)], 33 (=-15 + 48), ...

Allgemein kann man schreiben (hier symbolisiert T - wie schon zuvor - den
Faktor der geometrischen Folge):

™—1

T—1"

Shp =4 -

Zum Beispiel erhalten Sie im letztgenannten Beispiel den dritten Reihenwert
9 als:

(=2 -1 -8-1 -9
=3 =3.—=9

5 (—2)—1 =3 =3

und den vierten Reihenwert -15 als:

(—2)“—173 16-1_, 15 _

Sy =3- =
* (—2) -1 -3 -3
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Wir werden in Teil III noch einmal auf das Rechnen mit geometrischen Rei-
hen zuriickkommen, wenn wir auf die Zinseszinsrechnung beziehungsweise
auf die Berechnung von Renten eingehen.

Summen- und Produktzeichen

n
Die obigen Reihenwerte konnen auch durch das Summenzeichen ) R; dar-
i=k
gestellt werden. Dies bedeutet, dass ein bestimmter mathematischer Aus-
druck R; (n-k)-mal addiert wird. Betrachtet man die gesamte Reihe vom ers-

ten bis zum letzten Reihenglied, so wiirde man k = 1 setzen, den Ausdruck R;

n
n-mal addieren und eben mittels Summenzeichen schreiben: > R;.
i=1
Die obige Gaufd’sche Summenformel kann beispielsweise mit Hilfe des Sum-
menzeichens wie folgt geschrieben werden:

n 2
Zi=1+2+3+...+n:n ;n.
i=1

Es gelten folgende, leicht nachvollziehbare grundlegende Summenregeln:

>a=(Mn-14+1)-a=n-a (speziell: Zl:n);

i=1

NE
)
i3

I

o
M=
>3

Il
—
Il
—

NE
o
Il
s
>3
+
M=
o

T
L
T
L
o
8
+
s
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n
Analog zum Summen- kann auch ein Produktzeichen H R; verwendet wer-
i=1
den, und zwar wenn Terme multipliziert werden. Hier gelten folgende
grundlegenden Regeln:

ﬁa =a" !t =" (speziell : ﬁ 1=1 und f[o = 0) :
i=1 i=1 i=1

n n n
Hai‘bi = Hai'Hbi ;

=1 i1 i
ﬁa-b =gt ~12[b‘ =a". ﬁb
i i i .
i=1 i=1 i=1

Grenzwerte von Folgen

Manche Folgen ndhern sich mit zunehmendem Verlauf einem bestimmten
Wert an. Diesen Wert nennt man Grenzwert und kiirzt ihn durch das Symbol
Llim“ ab (vom lateinischen Wort ,limes” fiir ,,Grenze“ abgeleitet). Bei den
bisher behandelten Folgen wurden die Werte der Folgenglieder - absolut
(das heifdt: als Betrdge betrachtet) - immer grofler, sodass sie nicht gegen
einen solchen Grenzwert konvergierten (,konvergieren“ heifSt ,sich einem
Grenzwert anzunidhern, ohne diesen zu erreichen”). Die oben stehenden Fol-
gen nennt man entsprechend divergent.

Liegt hingegen bei einer Folge beispielsweise die Vorschrift vor, dass sich der
Wert eines Folgenglieds einfach als Kehrwert der Folgenziffer ergibt, lauten

111
ausgehend vom Wert 1 die weiteren Folgenglieder 37 Wie ersichtlich,
werden die Folgenglieder immer kleiner, bleiben aber dennoch positiv. Fiir

1
das 100.000-te Folgenglied wiirde gelten: 100,000 = 0,00001 und fiir das
) .

1.000.000.000-te Glied: ——————————— = 0,000000001. Sie sehen, dass sich
1.000.000.000

diese Folge immer mehr dem Wert 0 anndhert (ohne diesen aber exakt zu
erreichen). Der Grenzwert der Folge ist demnach 0, und die Folge ist konver-
gent. Da diese Folge unendlich viele Zahlen enthilt, interessiert hier der
Grenzwert an der Stelle, an der n gegen unendlich strebt, was durch n —
symbolisiert wird:

. 1
lim, ,.c— =0.
n
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1 n
Ein anderes Beispiel fiir eine konvergente Folge ist (1 + H) , bei der sich als

Grenzwert die Euler’sche Zahl e ergibt (e = 2,71828...), was hier ohne Beweis-
fiihrung angegeben wird:

1 n
limy,_, <1 + —) =e.
n

Es gibt verschiedene Grenzwertsitze, die den elementaren Rechenregeln
des Addierens, Subtrahierens, Multiplizierens und Dividierens gleichkom-
men (,,=* meint im Ubrigen ,,ungleich“):

limy .« (an + bn) = limp_ ay + lim,_.« by ;
limnﬂa(an - bn) = limnﬂa an — limnﬁo( bn ;

lim, . (a, - by) = limy_ a, - lim, . by, ;

. ap\ lim, . a, .
llmn_,o( (b—n) = m fir b # 0.
Ubungsaufgaben

Aufgabe 1.1

Rechnen Sie die Hexadezimalzahl FEA19B,A in eine Binidrzahl um. (Hinweis:
Am besten nutzen Sie die zugehoérige Dezimalzahl als rechnerischen Zwi-
schenschritt.)

Aufgabe 1.2
Bestimmen Sie fiir (a + b)* die binomische Formel.
Aufgabe 1.3

Welche der folgenden Produktionsgleichungen ist in welcher Weise homo-
gen, beziehungsweise welche ist gegebenenfalls inhomogen:

(a) y=3-x*;
10 - x3 - x?
b) y=-—r X,
(b) vy Td
© y= 10 - x3 - x2
Y_S-x3+3~x

[y = Output, x = Input]?
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Aufgabe 1.4

Zwei in Akkordarbeit titige Mitarbeiter A und B eines Produktionsunterneh-
mens erzielen pro Zeiteinheit eine bestimmte Anzahl an betriebsinternen
Leistungspunkten y. Der x-Wert gibt entsprechend die jeweilige Zeiteinheit -
zum Beispiel die Arbeitsstunden - an.

Fiir A gilt die Gleichung: y = —4 - x* + 6 - x + 240
und fiir B:y = —6-x* 4 12 -x + 248 .

Bei welchen x-Werten stimmen die y-Werte von A und B iiberein? Losen Sie
mit der PQ-Formel. Welche Lésung ist konomisch sinnvoll?

Aufgabe 1.5

a) Bestimmen Sie fiir die Folge 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 mit Hilfe der
Gaufy’schen Summenformel den Reihenwert an der zehnten Stelle.

b) Wie wiirde die Formel fiir die Summe aus allen geraden Zahlen der vor-
stehenden Folge aussehen? Geben Sie auf der Grundlage dieser Formel den
Summenwert an.

c) Welche Formel erhalten Sie fiir die Summe aus allen ungeraden Zahlen
der unter 1.5a) angegebenen Folge? Berechnen Sie auf der Basis dieser For-
mel den betreffenden Summenwert.

Aufgabe 1.6
Bestimmen Sie auf der Grundlage der Summen- beziehungsweise Produkt-
10 5
regeln fiir Y 5 - i+ 10 und fiir H 3 die Summe und das Produkt.
i=1 i=1

i=

Aufgabe 1.7

1
Wie lautet der Grenzwert der Folge 2 — H?

AUF EINEN BLICK

Die Menge einer bestimmten Ziffernanzahl ergibt ein Zahlensystem,
zum Beispiel bei zwei Ziffern das Bindr-, bei 10 Ziffern das Dezimal-
und bei 16 Ziffern das Hexadezimalsystem.

Die natiirlichen Zahlen sind nichtnegative ganze Zahlen. Zusammen
mit den negativen Zahlen bilden sie den Zahlenbereich der ganzen
Zahlen, die eine Unterform der rationalen Zahlen sind. Nimmt man zu
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den rationalen Zahlen noch die irrationalen Zahlen hinzu, erhilt man
den Zahlenraum der reellen Zahlen. Diese werden von den komplexen
Zahlen umfasst.

Die Potenz einer Zahl - der Basis - gibt die Anzahl der Multiplikatio-
nen einer Zahl mit sich selbst an, wiahrend die Wurzel die Basis aus
einem Potenzausdruck herleitet. Die Wurzelrechenregeln stammen
aus den Potenzrechenregeln. Mit dem Logarithmus kann man bei ge-
gebener Basis und bei gegebenem Gesamtwert den Exponenten einer
Potenz bestimmen.

Es gibt drei grundlegende binomische Formeln. Sie kénnen auf all-
gemeine binomische Formeln zuriickgefiihrt werden.

Gleichungen konnen als Polynom n-ten Grades dargestellt werden.
Ein Polynom ersten Grades ist eine lineare Gleichung, ein Polynom
zweiten Grades eine quadratische und ein Polynom dritten Grades
eine kubische Gleichung. Fiir diese Gleichungsarten existieren nach
ihrer Nullsetzung unterschiedliche Losungsverfahren, fiir quadrati-
sche Gleichungen etwa die PQ-Formel und fiir kubische Gleichungen
die Regula Falsi.

Eine Folge stellt die Aufeinanderfolge von Zahlen in einer bestimmten
Reihenfolge dar und folgt vielfach einer Rechenvorschrift. Die schritt-
weise Addition der einzelnen Folgenglieder ergibt eine Reihe. Man un-
terscheidet eine arithmetische von einer geometrischen Reihe. Mit-
unter konvergieren Folgen gegen einen Grenzwert.



