
Naturkonstanten in SI-Einheiten
Die numerischen Werte basieren auf den Empfehlungen der CODATA 2014.

Größe Symbol Wert Fehler

Vakuumlichtgeschwindigkeit c 2.997 924 58 · 108 m/s exakt

Gravitationskonstante G 6.674 08 · 10−11 m3 kg−1 s−2 0.000 31 · 10−11

Elementarladung e, e0 1.602 176 620 8 · 10−19 C 0.000 000 009 8 · 10−19

Plancksche Konstante h 6.626 070 040 · 10−34 J · s 0.000 000 081 · 10−34

~ = (2π)−1h 1.054 571 800 · 10−34 J · s 0.000 000 013 · 10−34

Avogadro-Konstante NA 6.022 140 857 · 1023 mol−1 0.000 000 074 · 1023

Faraday-Konstante F = NA e0 9.648 533 289 · 104 C/mol 0.000 59

Elektronenmasse me 9.109 383 56 · 10−31 kg 0.000 000 11 · 10−31

0.510 998 946 1 MeV 0.000 000 003 1

Rydberg-Konstante R∞ = (2h)−1mecα
2 1.097 373 156 850 8 · 107 m−1 0.000 065

Feinstrukturkonstante α = e2
0(2ε0hc)−1 7.297 352 566 4 · 10−3 0.000 000 001 7 · 10−3

α
−1 137.035 999 139 0.000 000 031

Elektronenradius re = ~(mec)−1
α 2.817 940 322 7 · 10−15 m 0.000 000 001 9 · 10−15

e−-Compton-Wellenlänge λC = h(mec)−1 2.426 310 236 7 · 10−12 m 0.000 000 001 1 · 10−12

Bohrscher Radius a0 = reα
−2 0.529 177 210 67 · 10−10 m 0.000 000 000 12 · 10−10

Atomare Masseneinheit u = 1
12 m(12C) 1.660 539 040 · 10−27 kg 0.000 000 020 · 10−27

Protonenmasse mp 1.672 621 898 · 10−27 kg 0.000 000 021 · 10−27

938.272 081 3 MeV 0.000 005 8

Neutronenmasse mn 1.674 927 471 · 10−27 kg 0.000 000 021 · 10−27

939.565 413 3 MeV 0.000 005 8

Magnetisches Flussquantum Φ0 = h(2e0)−1 2.067 833 831 · 10−15 Wb 0.000 000 013 · 10−15

Spez. Elektronenladung −e0me
−1 −1.758 820 024 · 1011 C/kg 0.000 000 011 · 1011

Bohrsches Magneton µB = e0 ~(2me)
−1 9.274 009 994 · 10−24 J/T 0.000 005 7 · 10−26

Magn. Moment des Elektrons µe −9.284 764 620 · 10−24 J/T 0.000 005 7 · 10−26

Kern-Magneton µN = e0 ~(2mp)−1 5.050 783 699 · 10−27 J/T 0.000 000 031 · 10−27

Magn. Moment des Protons µp 1.410 606 787 3 · 10−26 J/T 0.000 000 009 7 · 10−26

Gyromagnetisches Verhältnis γ p 2.675 221 900 · 108 rad/s · T 0.000 000 018 · 108

Quanten-Hallwiderstand RH 2.581 280 745 55 · 104 Ω 0.000 005 9

Molare Gaskonstante R 8.314 459 8 J/(mol · K) 0.000 004 8

Boltzmann-Konstante k, kB = RNA
−1 1.380 648 52 · 10−23 J/K 0.000 000 79 · 10−23

Stefan-Boltzmann-Konstante σ =π2k4
B(60 ~3c2)−1 5.670 367 · 10−8 W/(m2 · K4) 0.000 013 · 10−8

Wiensche Konstante b = λmaxT 2.897 772 9 · 10−3 m · K 0.000 001 7 · 10−3

Magnetische Feldkonstante µ0 1.256 637 0614 . . . · 10−6 N/A2 exakt

Elektrische Feldkonstante ε0 = (µ0c2)−1 8.854 187 817 . . . · 10−12 F/m exakt
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Vorwort
Die vielfältigen Anwendungen der Physik bestimmen heute weite Bereiche der Ingenieur- und Naturwis-
senschaften. In Ausbildung und Praxis wird es daher immer wichtiger, die Grundlagen der Physik und
aktueller Messmethoden griffbereit zu haben.
Das Taschenbuch der Physik wurde von einem Team erfahrener Hochschuldozenten, Wissenschaftler und
in der Praxis stehender Ingenieure unter dem Gesichtspunkt „Physik griffbereit“ erstellt: Alle wichtigen
Formeln, Tabellen und Anwendungen sind hier kompakt zusammengestellt.

Das Taschenbuch der Physik vereint

• Basiswissen für Abiturienten, Fachoberschüler und Studenten im Grundstudium,
• Aufbauwissen für fortgeschrittene Studenten und
• den physikalischen Background für den berufstätigen Ingenieur und Wissenschaftler.

Das Taschenbuch der Physik ist hervorragend geeignet als

• rasch verfügbare Informationsquelle für Klausuren und Prüfungen,
• sicheres Hilfsmittel beim Lösen von Problemen und Übungsaufgaben,
• aktuelles Nachschlagewerk für den Berufspraktiker.

Jedes Kapitel ist für sich eine selbstständige Einheit und enthält alle wichtigen

▲ Begriffe, Formeln, Regeln und Sätze,

■ Beispiele und praktische Anwendungen,

➤ Hinweise auf wichtige Fehlerquellen, Tips und Querverweise,

M wichtige Messverfahren für die Praxis sowie

zahlreiche Tabellen von Naturkonstanten und Materialeigenschaften.

Hervorzuheben ist die einheitliche Behandlung und Darstellung der physikalischen Begriffe und Formeln:
Zu jeder Größe sind alle Eigenschaften wie Messverfahren, wichtige Gesetze, verwandte Größen, Mate-
rialkonstanten, SI-Einheiten, Dimensionen, Umwandlungen und Anwendungshinweise zusammengetragen
und kompakt dargestellt.

Begriffsboxen erleichtern den schnellen Überblick:

Begriff / Gesetz SI-Einheit

Formeln
Symbol Einheit Benennung
. . . . . . . . .

Das Taschenbuch der Physik ist – wie das Taschenbuch mathematischer Formeln und moderner
Verfahren von H. Stöcker (Hrsg.) – geeignet als Nachschlagewerk zum Lehr- und Lernbuch Physik –
Der Grundkurs von R. Pitka, St. Bohrmann, H. Stöcker, G. Terlecki und H. Zetsche.
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Teil I Mechanik

1 Kinematik
Kinematik, die Lehre von den Bewegungen der Körper. Die Kinematik beschäftigt sich mit der mathemati-
schen Beschreibung von Bewegungen, ohne die wirkenden Kräfte zu betrachten. Dabei spielen die Größen
Ort, Weg, Zeit, Geschwindigkeit und Beschleunigung die zentrale Rolle.

1.1 Beschreibung von Bewegungen
Bewegung, die Änderung des Ortes eines Körpers während eines Zeitraums. Zu ihrer Beschreibung
werden dem Ort des Körpers in einem Koordinatensystem Zahlenwerte (Koordinaten) zugeordnet, deren
Änderung in der Zeit die Bewegung charakterisiert.
Gleichförmige Bewegung, besteht, wenn der Körper in gleichen Zeiten gleiche Strecken zurücklegt.
Gegensatz: ungleichförmige Bewegung.

1.1.1 Bezugssysteme
1. Dimension von Räumen
Dimension eines Raumes, die Anzahl der Zahlenwerte, die nötig sind, um den Ort eines Körpers in diesem
Raum zu bestimmen.

■ Eine Gerade ist eindimensional, da ein Zahlenwert zur Ortsbestimmung nötig ist; eine Fläche ist
zweidimensional mit zwei Zahlenwerten, und der Raum ist dreidimensional, da drei Zahlenwerte zur
Ortsbestimmung nötig sind.

■ Jeder Punkt auf der Erde kann durch die Angabe seiner geographischen Länge und Breite bestimmt
werden. Die Dimension der Erdoberfläche ist 2.

■ Der Raum, in dem wir uns bewegen, ist dreidimensional. Eine Bewegung in der Ebene ist zweidimen-
sional, eine Bewegung auf einer Schiene ist eindimensional. Als weitere Generalisierung findet man
den nulldimensionalen Punkt und das vierdimensionale Raum-Zeit-Kontinuum (Minkowski-Raum),
dessen Koordinaten drei Raumkoordinaten und eine Zeitkoordinate sind.

➤ Bei Zwangsbedingungen (z. B. geführte Bewegung längs Schiene oder auf Fläche) wird die Raumdi-
mension eingeschränkt.

2. Koordinatensysteme
Koordinatensysteme dienen zur mathematischen Beschreibung von Bewegungen. Sie ordnen den Orten, an
denen sich ein Körper befindet, Zahlenwerte zu. Dadurch kann eine Bewegung als mathematische Funktion
beschrieben werden, die dem Körper zu jeder gegebenen Zeit die Ortskoordinaten zuordnet.
Es gibt verschiedene Arten von Koordinatensystemen (~ei: Einheitsvektor in i-Richtung):
a) Affines Koordinatensystem, im zweidimensionalen Fall sind zwei durch einen Punkt O gehende
Geraden (eingeschlossener Winkel beliebig) die Koordinatenachsen (Abb. 1.1), im dreidimensionalen Fall
sind die Koordinatenachsen drei verschiedene Geraden, die nicht in einer Ebene liegen und durch den
Koordinatenursprung O gehen. Die Koordinaten ξ ,η ,ζ eines Raumpunktes ergeben sich als Projektionen
parallel zu den drei Koordinatenebenen, die von je zwei Koordinatenachsen aufgespannt werden, auf die
Koordinatenachsen.
b) Kartesisches Koordinatensystem, Spezialfall des affinen Koordinatensystems, besteht aus jeweils
senkrecht aufeinander stehenden geradlinigen Koordinatenachsen. Die Koordinaten x,y,z eines Raumpunk-
tes P sind die senkrechten Projektionen des Ortes von P auf diese Achsen (Abb. 1.2).
Linienelement: d~r = dx~ex + dy~ey + dz~ez .
Flächenelement in der x,y-Ebene: dA = dx dy .
Volumenelement: dV = dx dy dz .
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Abbildung 1.1: Affine Koordinaten in der Ebene.
Koordinaten des Punktes P: ξ1,η1

Abbildung 1.2: Kartesische Koordinaten im
dreidimensionalen Raum. Koordinaten des Punktes
P: x,y,z

Rechtssystem, im dreidimensionalen Raum spezielle Anordnung der Koordinatenachsen eines kartesischen
Koordinatensystems: Die x-, y- und z-Achsen zeigen in dieser Reihenfolge wie Daumen, Zeigefinger und
Mittelfinger der rechten Hand (Abb. 1.3).
c) Polarkoordinatensystem in der Ebene, Polarkoordinaten sind der Abstand r vom Ursprung und der
Winkel ϕ , den der Ortsvektor mit einer Bezugsrichtung (positive x-Achse) bildet (Abb. 1.4).
Linienelement: d~r = dr~er + r dϕ~eϕ .
Flächenelement: dA = r dr dϕ .

y

z

x0 y

z

x

0

Rechtssystem Linkssystem

Abbildung 1.3: Rechts- und Linkssystem Abbildung 1.4: Polarkoordinaten in der Ebene.
Koordinaten des Punktes P: r,ϕ

d) Kugelkoordinatensystem, Verallgemeinerung der Polarkoordinaten auf den dreidimensionalen Raum.
Kugelkoordinaten sind der Abstand r vom Ursprung, der Winkel ϑ des Ortsvektors gegen die z-Achse und
der Winkel ϕ , den die Projektion des Ortsvektors auf die x-y-Ebene mit der positiven x-Achse bildet
(Abb. 1.5).
Linienelement: d~r = dr~er + r dϑ~eϑ + r sin ϑ dϕ~eϕ .
Volumenelement: dV = r2 sin ϑ dr dϑ dϕ .
Raumwinkelelement: dΩ = sin ϑ dϑ dϕ .

e) Zylinderkoordinatensystem, Mischung aus kartesischen und Polarkoordinaten im dreidimensionalen
Raum. Zylinderkoordinaten sind die Projektion des Ortsvektors~r auf die z-Achse und die Polarkoordinaten
(ρ ,ϕ ) in der zur z-Achse senkrechten Ebene, also die Länge ρ des Lotes auf die z-Achse und der Winkel,
den dieses Lot mit der positiven x-Achse bildet (Abb. 1.6).
Linienelement: d~r = dρ~eρ + ρ dφ~eφ + dz~ez .
Volumenelement: dV = ρ dρ dφ dz .
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Abbildung 1.5: Kugelkoordinaten Abbildung 1.6: Zylinderkoordinaten

3. Bezugssystem
Ein Bezugssystem besteht aus einem Satz von Koordinaten, relativ zu dem die Lage des mechanischen
Systems angegeben wird, und einer Uhr zur Zeitanzeige. Die Verbindung zwischen dem Bezugssystem
und physikalischen Vorgängen geschieht durch Aufweisung, d. h. durch die Angabe von Bezugspunkten
und/oder Bezugsrichtungen.

■ Beim kartesischen Koordinatensystem in zwei Dimensionen ist der Ursprung und die Richtung der
x-Achse anzugeben, in drei Dimensionen auch die Richtung der y-Achse. Alternativ können zwei
bzw. drei Bezugspunkte angegeben werden.

▲ Es gibt kein absolutes Bezugssystem. Jede Bewegung ist eine Relativbewegung, d. h., sie hängt
von dem gewählten Bezugssystem ab. Die Definition einer absoluten Bewegung ohne Angabe des
Bezugssystems ist physikalisch sinnlos. Die Angabe des Bezugssystems ist für die Beschreibung
jeder Bewegung unbedingt notwendig.

➤ Ein und dieselbe Bewegung kann in unterschiedlichen Bezugssystemen beschrieben werden. Die ge-
schickte Wahl des Bezugssystems ist oft Voraussetzung für eine einfache Behandlung der Bewegung.

4. Ortsvektor und Ortsfunktion
Ortsvektor,~r, Vektor vom Koordinatenursprung zum Raumpunkt (x,y,z). Man schreibt den Ortsvektor als
einen Spaltenvektor, dessen Komponenten die Koordinaten sind (s. S.1006):

~r =

 x
y
z

 .

Ortsfunktion,~r(t) =

 x(t)
y(t)
z(t)

, gibt den Ort eines Körpers zu jedem Zeitpunkt t an. Durch die Ortsfunktion

wird die Bewegung eindeutig und vollständig beschrieben.

5. Bahn,
die Menge aller Raumpunkte (Orte), die der Körper bei seiner Bewegung durchläuft.

■ Die Bahn einer Punktmasse, die auf einem sich drehenden Rad mit dem Radius R im Abstand a < R
von der Drehachse befestigt ist, ist ein Kreis. Rollt das Rad auf einer geraden Schiene ab, dann bewegt
sich der Punkt auf einer verkürzten Zykloide (Abb. 1.7).
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Abbildung 1.7: Verkürzte Zykloide als Überlagerung von Rotation und Translation

6. Bahnkurve,
Darstellung der Bahn als Funktion~r(p) eines Parameters p, der z. B. der Zeitpunkt t oder der zurückgelegte
Weg s sein kann. Mit wachsenden Parameterwerten durchläuft der Massenpunkt die Bahn in positiver
Kurvenrichtung (Abb. 1.8).

➤ Aus der Bahn allein, ohne Kenntnis der zeitabhängigen Ortsfunktion, lässt sich die Geschwindigkeit
des Massenpunktes nicht ableiten.

t >t2 1

r( )t1

r( )t2

z

y

x

Abbildung 1.8: Bahnkurve~r(t)

a) Beispiel: Kreisbewegung eines Massenpunktes. Bewegung eines Massenpunktes auf einem Kreis
mit dem Radius R in der x,y-Ebene des dreimensionalen Raumes. Parametrisierung der Bahnkurve durch
den Drehwinkel ϕ in Abhängigkeit von der Zeit t

• in Kugelkoordinaten: r = R, ϑ = π/2, ϕ = ϕ (t) ,
• in kartesischen Koordinaten: x(t) = R · cos ϕ (t), y(t) = R · sin ϕ (t), z(t) = 0 (Abb. 1.9).

Abbildung 1.9: Bewegung auf einem Kreis mit dem
Radius R. Element des Drehwinkels: ∆ϕ , Element
der Bogenlänge: ∆s = R · ∆ϕ

Abbildung 1.10: Parameterdarstellung der
Bewegung auf einer verkürzten Zykloide durch den
Wälzwinkel φ als Funktion der Zeit t
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b) Beispiel: Punkt auf rollendem Rad. Die Bahnkurve eines Punktes, der sich auf einem mit konstanter
Geschwindigkeit nach rechts rollenden Rad (Radius R) im Abstand a < R von der Achse befindet, ist eine
verkürzte Zykloide. Parameterdarstellung der verkürzten Zykloide in kartesischen Koordinaten durch den
Wälzwinkel φ (t) (Abb. 1.10) lautet:

x(t) = vt − a sin φ (t) ,

y(t) = R− a cos φ (t) .

7. Freiheitsgrade
eines mechanischen Systems, Anzahl der unabhängigen Größen, die notwendig sind, um die Lage des
Systems eindeutig zu bestimmen.

■ Ein Massenpunkt im dreidimensionalen Raum hat drei Freiheitsgrade der Translation (Verschiebun-
gen in drei voneinander unabhängigen Richtungen x,y,z). Ein freies System aus N Massenpunkten im
dreidimensionalen Raum hat 3 · N Freiheitsgrade.

Wird bei einem System aus N Massenpunkten die Bewegung der Massenpunkte durch innere oder äußere
Zwangsbedingungen eingeschränkt, so dass k Nebenbedingungen zwischen den Koordinaten~r1,~r2, · · · ,~rN

bestehen,

gα (~r1,~r2, · · · ,~rN ,t) = 0 , α = 1,2, · · · ,k ,

dann hat das System nur noch f = 3 · N − k Freiheitsgrade.

■ Für einen Massenpunkt, der sich nur in der x,y-Ebene (Bedingung: z = 0) bewegen kann, verbleiben
zwei Freiheitsgrade. Der Massenpunkt hat nur einen Freiheitsgrad, wenn die Bewegung auf die x-
Achse (Bedingungen: y = 0, z = 0) eingeschränkt ist.
Ein System aus zwei, durch eine Stange der Länge l fest verbundenen Massenpunkten besitzt f =
6− 1 = 5 Freiheitsgrade (Bedingung: (~r1 −~r2)2 = l2,~r1,~r2: Ortsvektoren der Massenpunkte).
Ein starrer Körper besitzt sechs Freiheitsgrade: drei Translationsfreiheitsgrade und drei Rotati-
onsfreiheitsgrade. Wird ein starrer Körper an einem Punkt festgehalten (Kreisel), verbleiben drei
Freiheitsgrade der Rotation. Ein starrer Körper, der sich nur um eine feste Achse drehen kann, ist
ein physisches Pendel mit nur einem Rotationsfreiheitsgrad.
Eine nichtstarre, kontinuierliche Massenverteilung (Kontinuumsmodell eines deformierbaren Kör-
pers) hat unendlich viele Freiheitsgrade.

1.1.2 Zeit
1. Definition und Messung der Zeit
Zeit, t, zur Quantifizierung zeitlich veränderlicher Vorgänge.
Periodische (wiederkehrende) Vorgänge in der Natur werden zur Festlegung der Zeiteinheit benutzt.
Zeitraum, Zeitintervall, ∆t, der zeitliche Abstand zweier Ereignisse.

M Die Messung der Zeit mittels Uhren beruht auf periodischen (Pendel, Drehschwingungen) oder
gleichmäßigen (vormals in Gebrauch: Abbrennen einer Kerze, Wasseruhr) Vorgängen in der Natur.
Schwerependel bieten den Vorteil, dass ihre Periode T nur von ihrer Länge l (und der örtlichen Fall-
beschleunigung g) abhängt: T = 2π

√
l/g. Mechanische Taschenuhren basieren auf der periodischen

Drehbewegung der Unruh, die durch eine Spiralfeder erzwungen wird. Moderne Verfahren benutzen
elektrische Schwingkreise, deren Frequenz durch die Resonanzfrequenz eines Quarzkristalls oder
atomphysikalische Vorgänge stabilisiert wird.
Stoppuhr, dient zur Messung von Zeitintervallen, oft in Verbindung mit mechanischen oder elektri-
schen Signalgebern (Schalter, Lichtschranke).
Typische Genauigkeiten von Uhren liegen im Bereich von Minuten pro Tag für mechanische Uhren,
bei einigen Zehntel Sekunden pro Tag für Quarzuhren und bei 10−14 (eine Sekunde in mehreren
Millionen Jahren) für Atomuhren, die auch für Deutschland als primäres Zeitnormal (von der
Physikalisch-Technischen Bundesanstalt in Braunschweig festgelegte Zeit) dienen.
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2. Zeiteinheiten

Sekunde, s, SI-Einheit der Zeit. Eine der Grundeinheiten des SI, definiert als 9 192 631 770 Periodendauern
der elektromagnetischen Strahlung aus dem Übergang zwischen den Hyperfeinstrukturniveaus des Grund-
zustandes von Cäsium 133 (relative Genauigkeit: 10−14). Ursprünglich definiert als der 86400ste Teil eines
mittleren Sonnentages, der in 24 Stunden zu je 60 Minuten zu je 60 Sekunden aufgeteilt ist. Die Tageslänge
ist nicht hinreichend konstant, um als Bezugsnormal zu dienen.

[t] = s = Sekunde

Weitere Einheiten:

1 Minute (min) = 60 s
1 Stunde (h) = 60 min = 3600 s
1 Tag (d) = 24 h = 1440 min = 86400 s
1 Jahr (a) = 365.2425 d.

➤ Der Zeitstandard wird durch automatische Radioausstrahlungen (in Deutschland durch den Langwel-
lensender DLF77 bei Frankfurt) allgemein zugänglich gemacht.

➤ Das Gregorianische Jahr hat 365.2425 Tage und weicht um 3/10000 Tage vom tropischen Jahr ab.

Die Zeit wird weiter in Wochen (zu 7 Tagen) und Monate (zu 28 bis 31 Tagen) (im Gregorianischen
Kalender) unterteilt.

3. Kalender,

dient zur weiteren Unterteilung von größeren Zeiträumen. Die Kalendersysteme beziehen sich auf den
Mondzyklus von ca. 28 Tagen und den Sonnenzyklus von ca. 3651

4 Tagen. Da diese nicht ineinander
aufgehen, müssen Schalttage eingefügt werden.

In Deutschland gilt der Gregorianische Kalender, der seit 1582 den früheren Julianischen Kalender er-
setzte, wobei die Schaltregel für glatte Jahrhundertjahre verändert wurde. Seitdem fällt der Frühlingsanfang
auf den 21. oder 20. März.

➤ Der Julianische Kalender war in osteuropäischen Ländern teilweise bis nach der Oktoberrevolution
1917 in Rußland in Gebrauch. Er wich zuletzt um etwa drei Wochen vom Gregorianischen ab.

Schalttag, wird in allen durch 4 teilbaren Jahren am Ende des Februars eingefügt. Ausnahme: volle
Jahrhunderte, die nicht durch 400 teilbar sind (2000 ist Schaltjahr, 1900 nicht).

Kalenderwoche, Unterteilung des Jahres in 52 oder 53 Wochen. Als erste Kalenderwoche eines Jahres zählt
jene, die den ersten Donnerstag des Jahres enthält.

➤ Der erste Wochentag der bürgerlichen Woche ist der Montag, nach christlicher Tradition allerdings
der Sonntag.

Gregorianische Kalenderjahre werden durch eine Jahreszahl fortlaufend nummeriert. Jahre vor dem Jahr 1
werden durch „v.Chr.“ (vor Christus) oder „B.C.“ (before Christ) bezeichnet.

➤ Es gibt kein Jahr Null; auf das Jahr 1 v. Chr. folgt direkt das Jahr 1 n. Chr.
➤ Julianische Tageszählung: Zeitskala in der Astronomie.

Weitere Kalendersysteme: Andere gebräuchliche Kalendersysteme sind der hebräische Kalender (Luni-
solarkalender, Mischung aus Sonnen- und Mondkalender) mit unterschiedlich langen Jahren und Schalt-
monaten; Zählung der Jahre ab 7. Oktober 3761 v. Chr. „Erschaffung der Welt“, Jahresanfang im Sep-
tember/Oktober, 1997 beginnt das Jahr 5758) und der mohammedanische Kalender (reiner Mondkalender
mit Schaltmonat; Zählung der Jahre ab der Flucht Mohammeds aus Mekka am 16. Juli 622 n. Chr., das
mohammedanische Jahr 1418 begann im Jahr 1997 des Gregorianischen Kalenders).
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1.1.3 Länge, Fläche, Volumen
1. Länge,
l, der Abstand (kürzeste Verbindungslinie) zwischen zwei Punkten im Raum.
Meter, m, SI-Einheit der Länge. Eine der Grundeinheiten des SI, definiert als die Strecke, die Licht im
Vakuum während der Dauer von 1/299 792 458 einer Sekunde durchläuft (relative Genauigkeit: 10−14).
Ursprünglich definiert als der 40millionste Teil des Erdumfangs und durch ein im Bureau International des
Poids et Mesures in Paris aufbewahrtes Urnormal aus Platin-Iridium repräsentiert.

[l] = m = Meter.

Weitere Einheiten siehe Tabelle 34.0/3.

2. Längenmessung
Längenmessung geschah ursprünglich durch die Vorgabe und Vervielfältigung der Längeneinheit (z. B. Ur-
meter, Maßband, Zollstock, Messschraube, Mikrometerschraube, oft mit Noniusteilung zur genaueren
Ablesung).
Interferometer: optische Präzisionslängenmessung (s. S. 357), wobei die Wellenlänge von monochroma-
tischem Licht als Maßstab verwendet wird.
Sonar: akustische Entfernungsmessung durch die Laufzeitmessung von Ultraschall bei Schiffen, heute
seltener zur Entfernungsmessung bei Kameras.
Radar: Entfernungsbestimmung durch Laufzeitmessung der an dem Objekt reflektierten elektromagneti-
schen Wellen.
Längenmessung ist bis zu einer relativen Genauigkeit von 10−14 möglich. Mit Mikrometerschrauben lassen
sich Genauigkeiten im Bereich von 10−6 m erzielen.
Triangulation, ein geometrisches Verfahren zur Landvermessung. Dabei wird ausgenutzt, dass die verblei-
benden zwei Seiten eines Dreiecks berechnet werden können, wenn eine Seite und zwei Winkel bekannt
sind. Ausgehend von einer bekannten Basisstrecke können durch fortgesetzte Winkelmessung mittels eines
Theodoliten beliebige Abstände vermessen werden.
Parallaxe, der Unterschied in der Richtung, in der ein Objekt erscheint, wenn es von zwei verschiedenen
Punkten aus gesehen wird. Anwendung zur Entfernungsmessung.

Abbildung 1.11: Parallaxe Θ bei Augenabstand l und Entfernung d: tan Θ = l/d bzw. Θ ≈ l/d für
d >> l

3. Fläche und Volumen
Fläche A und Volumen V sind aus der Längenmessung abgeleitete Größen.
Quadratmeter, m2, SI-Einheit der Fläche. Ein Quadratmeter ist die Fläche eines Quadrates der Seitenlänge
1 m.

[A] = m2 = Quadratmeter.

Kubikmeter, m3, SI-Einheit des Volumens. Ein Kubikmeter ist das Volumen eines Würfels mit der
Seitenlänge 1 m.

[V ] = m3 = Kubikmeter.

Weitere Einheiten siehe Tabelle 34.0/3 und Tabelle 34.0/4.

M Die Messung von Flächen kann durch die Unterteilung in einfache geometrische Figuren (Rechtecke,
Dreiecke) erfolgen, deren Seiten und Winkel gemessen werden (z. B. durch Triangulation), woraus
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das Ergebnis rechnerisch ermittelt wird. Direkte Flächenmessung kann durch Abzählen der abge-
deckten Quadrate auf einem Messgitter erfolgen.
Analog kann das Volumen von Hohlräumen durch Ausfüllen mit geometrischen Körpern (Würfel,
Pyramiden, . . . ) bestimmt werden.
Für die Volumenmessung von Flüssigkeiten sind Normgefäße mit bekanntem Volumen üblich. Das
Volumen von Festkörpern kann durch Untertauchen in einer Flüssigkeit bestimmt werden (s. S. 170).
Bei bekannter Dichte ρ eines homogenen Körpers kann das Volumen V aus der Masse m bestimmt
werden, V = m/ρ .

➤ Dezimalvorsätze bei Flächen- und Volumeneinheiten:
Der Dezimalvorsatz bezieht sich auf die Längeneinheit, nicht auf die Flächen- oder Volumeneinheit:

1 Kubikzentimeter = 1 cm3 = (1 cm)3 =
(
1 · 10−2 m

)3
= 1 · 10−6 m3.

1.1.4 Winkel
1. Winkeldefinition
Winkel, φ , ein Maß für die Divergenz zwischen zwei Geraden in einer Ebene. Ein Winkel wird von
zwei Geraden (Schenkeln) an ihrem Schnittpunkt (Scheitel) gebildet. Er wird gemessen, indem man vom
Scheitelpunkt auf den Geraden eine Strecke (Radius) abträgt und die Länge des Kreisbogens bestimmt, der
die Endpunkte der beiden Strecken verbindet (Abb. 1.12).

Winkel und Bogen 1

φ =
l
r

Symbol Einheit Benennung
φ rad Winkel
l m Länge des Kreisbogens
r m Radius

Abbildung 1.12: Bestimmung des Winkels
φ zwischen den Geraden g1 und g2 durch
Messung von Bogenlänge l und Radius r,
l = r · φ . S: Scheitelpunkt

2. Winkeleinheiten
a) Radiant, rad, SI-Einheit des Winkels. 1 rad ist der Winkel, bei dem die Länge des Kreisbogens, der die
Endpunkte der Schenkel verbindet, genauso groß ist wie die Länge eines Schenkels. Ein Vollkreis entspricht
dem Winkel 2π rad.
➤ Radiant (und Grad) sind ergänzende SI-Einheiten, d. h., sie haben die Einheit Eins.

1 rad = 1 m/1 m.
b) Grad, ◦, ebenfalls zulässige Einheit für die Winkelmessung. Ein Grad ist definiert als der 360ste Teil
eines Vollkreises. Umrechnung:

1 rad =
360◦

2π
= 57.3◦ ,

1◦ =
2π

360◦
= 0.0175 rad .

Unterteilungen sind:
1 Grad (◦) = 60 Bogenminuten (′) = 3600 Bogensekunden (′′) .
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c) Gon, (früher Neugrad), in der Vermessungstechnik gebräuchliche Einheit: 1 gon, der 100ste Teil eines
rechten Winkels.

1 gon = 0.9◦ = 0.0157 rad

1◦ = 1.11 gon

1 rad = 63.7 gon

M Winkelmessung:
Die Messung von Winkeln erfolgt direkt durch eine Winkelskala oder durch Messung der Sehne
eines Winkels und Umrechnen bei bekanntem Radius. Bei der Bestimmung von Strecken durch
Triangulation dient der Theodolit (s. S. 7) zur Winkelmessung.

3. Raumwinkel
Räumlicher Winkel, Ω , ist bestimmt durch diejenige Fläche einer Einheitskugel, die von einem Kegel mit
der Spitze im Kugelmittelpunkt ausgeschnitten wird (Abb. 1.13).

Raumwinkel

Ω =
A
r2

Symbol Einheit Benennung
Ω sr Raumwinkel
A m2 von Kegel ausgeschnittene Fläche
r m Radius der Kugel

Abbildung 1.13: Bestimmung des
Raumwinkels Ω durch Messung von
Fläche A und Radius r (Ω = A/r2)

Steradiant, sr, SI-Einheit des Raumwinkels.
1 Steradiant ist der Raumwinkel, der auf einer Kugel mit dem Radius 1 m eine Oberfläche von 1 m2

ausschneidet. Diese Oberfläche kann beliebig geformt sein und auch aus nichtzusammenhängenden Teilen
bestehen.

Abbildung 1.14: Definition der Winkeleinheiten Radiant (rad) (a) und Steradiant (sr) (b). Die gekrümmte
Fläche der Kugelkappe A ist gegeben durch A = 2πR · h



10 1 Kinematik

▲ Der räumliche Vollwinkel ist 4π sr.
➤ Radiant und Steradiant haben die Einheit Eins.

1.1.5 Mechanische Systeme
1. Massenpunkt
Massenpunkt, Punktmasse, Idealisierung eines Körpers als mathematischer Punkt mit verschwindender
Ausdehnung, aber endlicher Masse. Ein Massenpunkt besitzt keine Rotationsfreiheitsgrade. Bei der Be-
handlung der Bewegung eines Körpers kann das Modell des Massenpunktes benutzt werden, wenn es unter
den gegebenen physikalischen Bedingungen ausreicht, nur die Bewegung des Schwerpunktes des Körpers
zu untersuchen, ohne die räumliche Verteilung der Masse zu berücksichtigen.

➤ Zur mathematischen Beschreibung kann jeder starre Körper bei Bewegungen ohne Rotation durch
einen Massenpunkt, dessen Ort im Schwerpunkt des starren Körpers liegt (s. S. 83), ersetzt werden.

■ Bei der Beschreibung der Planetenbewegung im Sonnensystem genügt es oft, die Planeten als Punkte
zu betrachten, da ihre Ausdehnungen verglichen mit den typischen Abständen zwischen Sonne und
Planeten sehr klein sind.

2. System von Massenpunkten
System aus N einzelnen Massenpunkten 1, 2, · · · , N, dessen Bewegung durch die Angabe der Ortsvektoren
~r1,~r2, · · · ,~rN als Funktion der Zeit t beschrieben werden kann:~ri(t), i = 1, 2, · · · , N (Abb. 1.15).

3. Kräfte im Massenpunktsystem
a) Innere Kräfte, von den Teilchen des Systems aufeinander ausgeübte Kräfte. Innere Kräfte sind i. Allg.
Zweikörperkräfte (Paarkräfte), die von den Abständen (und eventuell den Geschwindigkeiten) von nur
jeweils zwei Teilchen abhängen.
b) Äußere Kräfte, Kräfte, die von außen auf das System einwirken. Äußere Kräfte gehen von Körpern
aus, die nicht zum System gehören.
c) Zwangs- oder Reaktionskräfte (äußere Kräfte) entstehen durch Lagerung des Systems. Die Wech-
selwirkung zwischen dem System und der Führung wird durch Zwangskräfte ersetzt, die senkrecht zur
erzwungenen Bahn wirken. Zwangskräfte schränken die Bewegung des Systems ein.

■ Geführte Bewegungen: Masse an einseitig festgehaltenem Faden, Masse auf schiefer Ebene, Massen-
punkt auf einer geraden, rotierenden Schiene, Gewehrkugel im Lauf.

4. Freie und abgeschlossene Systeme
Freier Massenpunkt, freies System von Massenpunkten, der Massenpunkt oder das Massenpunktsystem
können den einwirkenden Kräften ohne einschränkende Zwangsbedingungen folgen.
Abgeschlossenes System, ein System, auf das keine äußeren Kräfte wirken.

5. Starrer Körper,
ein Körper, dessen materielle Bestandteile stets die gleichen Abstände voneinander behalten, also unterein-
ander starr verbunden sind. Für die Abstände aller Punkte i, j des starren Körpers gilt: |~ri(t)−~r j(t)| = ri j =
const. (Abb. 1.15).

6. Bewegung starrer Körper
Jede Bewegung eines starren Körpers kann zerlegt werden in zwei Bewegungsarten (Abb. 1.16):
a) Translation (fortschreitende Bewegung), jeder Punkt des Körpers legt die gleiche Strecke in gleicher
Richtung zurück: Der Körper wird parallel verschoben. Die Bewegung des Körpers kann durch die
Bewegung eines einzelnen repräsentativen Punktes des Körpers beschrieben werden.
b) Rotation (Drehung), bei der sich alle Punkte des Körpers um eine gemeinsame Achse drehen. Jeder
Punkt des Körpers behält dabei seinen Abstand von der Drehachse und legt einen Weg auf einem Kreisbogen
zurück.
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Abbildung 1.15: Mechanische Systeme. (a): System aus N Massenpunkten, (b): starrer Körper

Abbildung 1.16: Translation und Rotation eines starren Körpers. (a): Translation, (b): Rotation,
(c): Translation und Rotation

7. Deformierbarer Körper,
kann seine Gestalt unter dem Einfluss von Kräften ändern. Beschreibbar durch

• viele diskrete Massenpunkte, die durch Kräfte verbunden sind, oder
• ein Kontinuumsmodell, nach dem der Körper den Raum lückenlos ausfüllt.

1.2 Bewegung in einer Dimension
Im folgenden werden Bewegungen auf einer geraden Bahn betrachtet. Als Koordinate wählt man den
Abstand x des Körpers von einem festgelegten Punkt auf der Bewegungsachse. Das Vorzeichen von x gibt
an, auf welcher Seite der Achse sich der Körper befindet. Die Wahl der positiven x-Achse ist Konvention.
Ort-Zeit-Diagramm, grafische Darstellung der Bewegung (Ortsfunktion x(t)) eines Massenpunktes in
einem zweidimensionalen Diagramm. Auf der waagerechten Achse ist die Zeit t und auf der senkrechten
Achse der Ort x (Koordinate) aufgetragen.

1.2.1 Geschwindigkeit
Geschwindigkeit, eine Größe, die zu jedem Zeitpunkt die Bewegung eines Massenpunktes charakterisiert.
Man unterscheidet die Durchschnittsgeschwindigkeit v̄x und die Momentangeschwindigkeit vx .
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1.2.1.1 Durchschnittsgeschwindigkeit
1. Definition der Durchschnittsgeschwindigkeit
Durchschnittsgeschwindigkeit, v̄x , während eines Zeitraums ∆t 6= 0, gibt das Verhältnis des in diesem
Zeitraum zurückgelegten Wegelements ∆x zur dazu benötigten Zeit ∆t an (Abb. 1.17).

Durchschnittsgeschwindigkeit =
Wegelement
Zeitintervall

LT−1

v̄x =
x2 − x1

t2 − t1

=
x(t1 + ∆t)− x(t1)

(t1 + ∆t)− t1

=
∆x
∆t

Symbol Einheit Benennung
v̄x m/s Durchschnittsgeschwindigkeit
x1, x2 m Ort zur Zeit t1 bzw. t2

x(t) m Ortsfunktion
t1, t2 s Anfangs- und Endzeitpunkt
∆x m zurückgelegtes Wegelement
∆t s Zeitintervall

Abbildung 1.17: Mittlere Geschwindigkeit
v̄x der eindimensionalen Bewegung im
Ort-Zeit-Diagramm

2. Einheit der Geschwindigkeit
Meter pro Sekunde, ms−1, die SI-Einheit der Geschwindigkeit.
1 m/s ist die Geschwindigkeit eines Körpers, der in einer Sekunde einen Meter zurücklegt. Weitere Einheiten
s. Tabelle 34.0/3.

■ Ein Körper, der in einer Minute die Strecke von 100 m zurücklegt, hat die Durchschnittsgeschwin-
digkeit

v̄x =
∆x
∆t

=
100 m
60 s

= 1.67 m/s .

3. Messung der Geschwindigkeit
Geschwindigkeitsmessung kann durch Laufzeitmessung auf einem Abschnitt bekannter Länge erfolgen
(Lichtschranke). Sie erfolgt oft auch durch Umwandlung der Translationsbewegung in eine Drehbewegung.
Tachometer, zur Messung von Geschwindigkeiten in Kraftfahrzeugen. Dabei wird die Drehbewegung der
Räder durch eine Welle in das Messgerät übertragen, in dem der Zeiger durch die bei dieser Drehbewegung
entstehende Fliehkraft bewegt wird (Fliehkraft-Tachometer).
Beim Wirbelstrom-Tachometer wird die Drehbewegung auf einen Magneten übertragen, der in einer
Aluminiumtrommel, an der der Zeiger montiert ist, Wirbelströme und damit ein Drehmoment erzeugt.
Elektrische Tachometer basieren auf einem Impulsgeber, der entsprechend der Umdrehungsgeschwindig-
keit Impulsfolgen mit größerer oder kleinerer Frequenz gibt.
Geschwindigkeitsmessung durch Dopplereffekt (s. S. 277) ist mit Radar möglich (Kraftfahrzeugtechnik,
Flugzeuge, Astronomie).
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➤ Die Geschwindigkeit v̄x kann ein positives oder ein negatives Vorzeichen haben, entsprechend einer
Bewegung in Richtung der positiven Koordinatenachse oder der negativen Koordinatenachse.

➤ Die Durchschnittsgeschwindigkeit hängt i. Allg. von der Dauer ∆t der Messung ab. Ausnahme:
Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit.

1.2.1.2 Momentangeschwindigkeit

1. Definition der Momentangeschwindigkeit

Momentangeschwindigkeit, der Grenzwert der Durchschnittsgeschwindigkeit für gegen Null gehende
Zeitintervalle (Ableitung, Differenzialquotient).

Momentangeschwindigkeit LT−1

vx(t) = lim
∆t→0

∆x
∆t

=
d
dt

x(t) =
dx(t)

dt
= ẋ(t)

Symbol Einheit Benennung
vx(t) m/s Momentangeschwindigkeit
x(t) m Ort zur Zeit t
∆t s Zeitintervall
∆x m Wegelement

Die Funktion x(t) gibt die Ortskoordinate x des Punktes zu jedem Zeitpunkt t an. Die Momentangeschwin-
digkeit vx(t) ist im Ort-Zeit-Diagramm die Steigung der Tangente von x(t) im Punkt t (Abb. 1.18).

Folgende Fälle sind zu unterscheiden, wobei das Zeitintervall ∆t stets eine positive Größe ist:

vx > 0: ∆x > 0 und daher x(t + ∆t) > x(t). Der Körper bewegt sich in Richtung der positiven Koordina-
tenachse, d. h., die x-t-Kurve steigt an: Die Ableitung der Kurve x(t) ist positiv.

vx = 0: ∆x = 0 und daher x(t +∆t) = x(t), der Abstand ∆x ist konstant (Null). Der Körper ist (in diesem
Koordinatensystem) in Ruhe (eventuell nur kurzzeitig), d. h., vx ist die waagerechte Tangente an
die x-t-Kurve, die Ableitung der Kurve x(t) ist null.

vx < 0: ∆x < 0 und daher x(t +∆t) < x(t). Der Körper bewegt sich in Richtung der negativen Koordina-
tenachse, d. h., die x-t-Kurve fällt, die Ableitung der Kurve x(t) ist negativ.

2. Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm,

grafische Darstellung der Momentangeschwindigkeit vx(t) als Funktion der Zeit t. Um bei gegebener
Geschwindigkeitskurve vx(t) die Ortsfunktion x(t) zu bestimmen, ist die Bewegung in kleine Intervalle ∆t
zu zerlegen (Abb. 1.19). Ist das Intervall von t1 bis t2 in N Intervalle der Länge ∆t = (t2 − t1)/N unterteilt,
ti der Anfang des i-ten Zeitintervalls und v̄x(ti) die Durchschnittsgeschwindigkeit in diesem Intervall, so gilt

x(t2) = x(t1) + lim
∆t→0

N−1

∑
i=1

v̄x(ti) · ∆t = x(t1) +
Z t2

t1
vx(t) dt .

Weg = bestimmtes Integral der Geschwindigkeit über die Zeit L

x(t) = x(t1) +
tZ

t1

vx(τ ) dτ

x(t2) = x(t1) +
t2Z

t1

vx(t) dt

Symbol Einheit Benennung
x(t) m Bewegungskurve
vx(t) m/s Geschwindigkeitskurve
t1, t2 s Anfangs- und Endzeitpunkt
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Abbildung 1.18: Momentangeschwindigkeit vx der
eindimensionalen Bewegung im Ort-Zeit-Diagramm
zum Zeitpunkt t1

Abbildung 1.19: Geschwindigkeit-Zeit-
Diagramm der eindimensionalen Bewegung.
āx: Durchschnittsbeschleunigung, ax:
Momentanbeschleunigung zum Zeitpunkt t1

1.2.2 Beschleunigung
Beschleunigung, dient zur Beschreibung von nicht gleichförmigen Bewegungen, in deren Verlauf sich die
Geschwindigkeit ändert. Die Beschleunigung kann wie die Geschwindigkeit positiv oder negativ sein.

➤ Sowohl eine Erhöhung (positive Beschleunigung) als auch eine Verringerung der Geschwindigkeit
(Verzögerung, als Folge eines Bremsvorgangs, negative Beschleunigung) wird als Beschleunigung
bezeichnet.

1. Durchschnittsbeschleunigung,
āx , Änderung der Geschwindigkeit während eines Zeitintervalls, geteilt durch die Länge des Zeitintervalls:

Beschleunigung =
Geschwindigskeitsänderung

Zeitintervall
LT−2

āx =
∆vx

∆t
=
vx2 − vx1

t2 − t1

Symbol Einheit Benennung

āx m/s2 Durchschnittsbeschleunigung
∆vx m/s Geschwindigkeitsänderung
∆t s Zeitintervall
vx1, vx2 m/s Anfangs- und Endgeschwindigkeit
t1, t2 s Anfangs- und Endzeit

Meter pro Sekundenquadrat, m/s2, die SI-Einheit der Beschleunigung. 1 m/s2 ist die Beschleunigung
eines Körpers, der in einer Sekunde seine Geschwindigkeit um 1 m/s erhöht.
Sind die Durchschnittsbeschleunigung und die Anfangsgeschwindigkeit gegeben, so lautet die Endge-
schwindigkeit:

vx2 = vx1 + āx · ∆t .

Die benötigte Zeit, um von der Geschwindigkeit vx1 auf die Geschwindigkeit vx2 zu kommen, ist bei
gegebener Durchschnittsbeschleunigung:

∆t =
vx2 − vx1

āx
.

2. Momentanbeschleunigung,
Grenzwert der Durchschnittsbeschleunigung für sehr kleine Zeitintervalle (∆t → 0).
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Momentanbeschleunigung LT−2

ax(t) = lim
∆t→0

∆vx

∆t
=

dvx

dt
=

d
dt
vx(t)

Symbol Einheit Benennung
∆t s Zeitintervall
∆vx m/s Geschwindigkeitsänderung
ax(t) m/s2 Beschleunigung
vx(t) m/s Geschwindigkeit

Die Momentanbeschleunigung ax(t) ist die erste Ableitung der Geschwindigkeitsfunktion vx(t) und damit
die zweite Ableitung der Ortsfunktion x(t):

ax(t) =
dvx(t)

dt
= v̇x(t) =

d
dt

dx(t)
dt

=
d2x(t)

dt2
= ẍ(t) .

Anschaulich stellt sie die Steigung der Tangente im Geschwindigkeit-Zeit-Diagramm dar (Abb. 1.20).
Folgende Fälle sind zu unterscheiden:

ax > 0: ∆vx > 0 und daher vx2 > vx1. Für vx1 > 0 bewegt sich der Körper mit wachsender Geschwindig-
keit, d. h. im v-t-Diagramm steigt die Kurve.

ax = 0: ∆vx = 0 und daher vx2 = vx1. Der Körper ändert seine Geschwindigkeit (eventuell nur kurzzeitig)
nicht.

ax < 0: ∆vx < 0 und daher vx2 < vx1. Für vx1 > 0 bewegt sich der Körper mit kleiner werdender
Geschwindigkeit.

Abbildung 1.20: Ort-Zeit-, Geschwindigkeit-Zeit- und Beschleunigung-Zeit-Diagramm. Der Körper
wird vom Ursprung ausgehend zunächst gleichmäßig beschleunigt, bewegt sich dann mit konstanter
Geschwindigkeit und wird schließlich wieder gleichmäßig abgebremst

3. Bestimmung der Geschwindigkeit aus der Beschleunigung
Ist die Beschleunigung als Funktion der Zeit ax(t) gegeben, so lässt sich die Geschwindigkeit durch
Integration bestimmen:

Geschwindigkeit = Integral der Beschleunigung über die Zeit LT−1

vx(t) = vx(t1) +
tZ

t1

ax(τ ) dτ

vx(t2) = vx(t1) +
t2Z

t1

ax(t) dt

Symbol Einheit Benennung
vx(t) m/s Geschwindigkeitskurve
ax(t) m/s2 Beschleunigungskurve
t1, t2 s Anfangs- und Endzeitpunkt
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➤ Wenn ein Körper die Geschwindigkeit v1x < 0 hat und eine positive Beschleunigung ax > 0 erfährt,
so wird seine Geschwindigkeit vom Betrage her kleiner! Der Begriff „Beschleunigung“ bezieht sich
auf Bewegungen in Richtung der positiven x-Achse.

1.2.3 Einfache Bewegungen in einer Dimension
Im Folgenden werden die gleichförmige und die gleichmäßig beschleunigte Bewegung als einfachste
Formen der Bewegung und ihre physikalische Beschreibung diskutiert.

➤ Bei Bewegungen in einer Dimension können Index x und Vektorpfeil bei Geschwindigkeit v und der
Beschleunigung a weggelassen werden. Es ist aber zu beachten, dass v und a positive und negative
Werte annehmen können, also nicht Beträge, sondern Komponenten von Vektoren darstellen.

1. Gleichförmige Bewegung,
eine Bewegung, bei der der Körper seine Geschwindigkeit nicht verändert. Dann gilt v̄x = vx = const.
(Abb. 1.21).

Gesetze der gleichförmigen Bewegung

x(t) = x0 + vxt

vx(t) = vx = v0

ax(t) = 0

Symbol Einheit Benennung
x(t) m Ort zur Zeit t
x0 m Anfangsort (t = 0)
vx m/s gleichförmige Geschwindigkeit
v0 m/s Anfangsgeschwindigkeit
t s Zeit

Abbildung 1.21: Gleichförmige Bewegung

▲ Eine gleichförmige Bewegung liegt vor, wenn auf den Körper keine Kraft einwirkt.
➤ Die Bewegungskurve x(t) ergibt sich als Integral der Geschwindigkeitskurve vx(t) = const. zu

x(t) = x0 +
Z t

0
vx(t ′) dt ′ = x0 + v0t.

Anschaulich ist vx(t) eine Gerade und das Integral die Fläche unter der Geraden zwischen den Punkten
0 und t auf der Zeitachse.

2. Gleichmäßig beschleunigte Bewegung,
eine Bewegung, bei der die Beschleunigung konstant ist. Dann gilt āx = ax = a und

vx(t) = at + v0 ,

wenn v0 die Anfangsgeschwindigkeit ist (Abb. 1.22).
Daraus folgt die Bewegungskurve durch Integration als

x(t) =
Z t

0
vx(t ′) dt ′ + x0 =

Z t

0
(at ′ + v0) dt ′ + x0 =

a
2

t2 + v0t + x0.
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Abbildung 1.22: Gleichmäßig beschleunigte Bewegung

Abbildung 1.23: Zurückgelegte Strecke bei gleichmäßig beschleunigter Bewegung

Dieses Ergebnis kann auch aus dem Geschwindigkeits-Zeit-Diagramm abgelesen werden: die Fläche unter
der Kurve ist aus einem Rechteck der Fläche v0 · t und einem Dreieck der Fläche at2/2 (Höhe at und
Grundlinie t) zusammengesetzt (Abb. 1.23).

Gleichmäßig beschleunigte Bewegung

x(t) =
a
2

t2 + v0t + x0

vx(t) = at + v0

ax(t) = a = const.

Symbol Einheit Benennung
x(t) m Ort zur Zeit t
vx(t) m/s Geschwindigkeit
t s Zeit
ax ,a m/s2 Beschleunigung
v0 m/s Anfangsgeschwindigkeit
x0 m Anfangsort

▲ Eine gleichmäßig beschleunigte Bewegung liegt vor, wenn eine konstante Kraft auf den Körper
einwirkt.

Durch Umstellen findet man:

• Anfangs- und Endgeschwindigkeit v0 und vx(t) gegeben, Ort x(t) gesucht:

x(t) =
v0 + vx(t)

2
t + x0 .

• Anfangsgeschwindigkeit v0 und Ort x(t) gegeben, x0 = 0, Endgeschwindigkeit vx(t) gesucht:

vx(t) =
√
v2

0 + 2ax(t).
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• Sonderfall: Start aus der Ruhelage (v0 = 0, x0 = 0):

vx(t) = at =
√

2ax(t) , x(t) =
vx(t)t

2
=

at2

2
.

3. Verzögerungsvorgänge

Ein gleichmäßiger Verzögerungsvorgang (s. Abb. 1.24) ist ein Sonderfall der gleichmäßig beschleunig-
ten Bewegung. Bei einer Verzögerung haben Geschwindigkeit und Beschleunigung entgegengesetztes
Vorzeichen, so dass sich der Betrag der Geschwindigkeit verringert, bis die Anfangsgeschwindigkeit v0

aufgezehrt ist. Der benötigte Bremsweg sB bis zum Stillstand ist aus der Anfangsgeschwindigkeit und der
Bremsverzögerung zu bestimmen; bei gegebenem Bremsweg sB und bekannter Bremsverzögerung kann die
Anfangsgeschwindigkeit bestimmt werden.

Gleichmäßige Verzögerung

tB =
|v0|
|a|

= −v0

a

sB =
v2

0

2|a|
v0 =

√
2|a|sB

Symbol Einheit Benennung
sB m Bremsweg
tB s Abbremszeit
|v0| m/s Betrag der Anfangsgeschwindigkeit
|a| m/s2 Bremsverzögerung

Abbildung 1.24: Geschwindigkeit-Zeit- und
Ort-Zeit-Diagramm eines gleichmäßigen
Bremsvorgangs. xB: Bremsweg, tB:
Abbremszeit

➤ Die Betrachtung eines Bremsvorgangs als gleichmäßig gebremste Bewegung ist eine Idealisierung.
Eine Abbremsung ist im Allgemeinen ungleichmäßig.

■ Bei einem Automobil kann eine Verzögerung von etwa |a| = 4 m/s2 angenommen werden. Für eine
Geschwindigkeit von 50 km/h = 13.9 m/s ergibt sich ein Bremsweg von

sB =
v2

0

2|a|
=

(13.9 m/s)2

2 · 4 m/s2 = 24 m.

➤ In der Automobiltechnik gilt für den Bremsweg die Abschätzung:

sB ≈
( v0

10 km/h

)2
m + 3 · v0

10 km/h
m .

Dabei ist eine Reaktionszeit des Fahrers von ca. 1 s berücksichtigt.
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1.3 Bewegung in mehreren Dimensionen
Bewegungen in mehreren Dimensionen werden zweckmäßig in Vektorschreibweise dargestellt.

1. Bahnkurve im dreidimensionalen Raum
Zur Lagebestimmung eines Punktes im dreidimensionalen Raum ist die Angabe von drei Koordinaten erfor-
derlich. In einem kartesischen Koordinatensystem fasst man diese zum Ortsvektor mit den Komponenten
x, y und z zusammen:

~r(t) =

 x(t)
y(t)
z(t)

 .

Die Vektorfunktion~r(t) beschreibt die Bahnkurve eines Punktes oder Körpers im Raum, auch Raumkurve
genannt (Abb. 1.25). Die Komponenten des Ortsvektors geben die x-, y- und z-Koordinate des Punktes zum
Zeitpunkt t an.

Abbildung 1.25: Bahnkurve in drei
Dimensionen

2. Tangente und Normale
Tangente an eine Raumkurve in einem bestimmten Punkt M, eine Gerade, die die Kurve in diesem Punkt
berührt. Analytisch ergibt sie sich durch die Ableitung der Raumkurve nach der Zeit in diesem Punkt. Damit
gibt sie den Geschwindigkeitsvektor eines Massenpunktes an. Anschaulich zeigt die positive Richtung der
Tangente in die momentane Richtung der Bewegung. Die Normale an eine Kurve in einem bestimmten
Punkt M ist eine Gerade senkrecht zur Tangente in diesem Punkt. Sie steht senkrecht zur momentanen
Richtung der Bewegung (Abb. 1.26).

Abbildung 1.26: Tangente und Normalebene
einer Bahnkurve. Tangente und Hauptnormale
liegen in der Schmiegungsebene, die senkrecht
auf der Normalebene steht
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■ Die Tangente an einen Kreis steht senkrecht auf dem Radiusvektor. Die Normale ist parallel zum
Radiusvektor.

➤ Im dreidimensionalen Raum gibt es in einem Punkt der Raumkurve mehr als eine Normale. Alle
Normalen durch den Berührungspunkt der Tangente bilden die Normalebene. Die Schmiegungsebe-
ne ist die Grenzlage einer Ebene, die durch M und zwei benachbarte Kurvenpunkte geht, wenn die
beiden äußeren Kurvenpunkte gegen M streben.

1.3.1 Geschwindigkeitsvektor
Geschwindigkeitsvektor,~v, gibt Richtung und Betrag der Geschwindigkeit des Massenpunktes an.

1. Mittlere Geschwindigkeit,
~v in einem Zeitintervall ∆t, definiert durch (Abb. 1.27)

~v =
~r(t2)−~r(t1)

t2 − t1
=

∆~r
∆t

=



∆x
∆t
∆y
∆t
∆z
∆t

 , ∆~r =

∆x
∆y
∆z

 .

Abbildung 1.27: Mittlere Geschwindigkeit~̄v

2. Momentangeschwindigkeit,
ergibt sich durch den Grenzübergang ∆t → 0 (Abb. 1.28):

Momentangeschwindigkeit LT−1

~v(t) = lim
∆t→0

~r(t + ∆t)−~r(t)
∆t

=
d~r
dt

=~̇r(t) =

 ẋ(t)
ẏ(t)
ż(t)


Symbol Einheit Benennung
~v(t) m/s Geschwindigkeitsvektor
∆t s Zeitintervall
t s Zeit
~r(t) m Bahnkurve
ẋ, ẏ, ż m/s Geschwindigkeitskomponenten

Die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors~v(t) sind die Ableitungen der Koordinatenfunktionen x(t),
y(t) und z(t) nach der Zeit. Sie geben seine Projektionen auf die x-, y- und z-Achse an:

vx = ẋ , vy = ẏ , vz = ż .

3. Eigenschaften des Geschwindigkeitsvektors
Der Betrag des Geschwindigkeitsvektors, v, gibt die pro Zeiteinheit zurückgelegte Wegstrecke an.
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Abbildung 1.28: Momentangeschwindigkeit
~v(t)

▲ Der Geschwindigkeitsvektor~v zeigt in die Richtung der Bewegung.
➤ Der Geschwindigkeitsvektor ~v(t) gibt die Änderung des Ortsvektors an, d~r =~v dt. Dabei ist es

möglich, dass sich der Ortsvektor ändert, sein Betrag aber konstant bleibt (Kreisbewegung). Für die
Änderung des Abstands vom Ursprung ergibt sich in Vektorschreibweise mithilfe der Produktregel
und der Kettenregel der Differenziation:

d|~r|
dt

=
d
√
~r 2

dt
=
~r ·~v
|~r|

.

Insbesondere bleibt der Abstand konstant, wenn~r ·~v = 0 ist, also wenn der Geschwindigkeitsvektor
senkrecht auf dem Radiusvektor steht. Eine Bewegung, bei der der Abstand vom Ursprung oder einem
anderen festen Punkt unverändert bleibt, ist eine Kreisbewegung.

Tangenteneinheitsvektor,~etan, ein Vektor der Länge Eins, der in die positive Richtung der Tangente an
eine Kurve zeigt. Man kann dann die Geschwindigkeit als

~v = v~etan , ~etan =
~v
v

schreiben.

4. Beispiel: Kreisbewegung in Ebene

Eine Kreisbewegung in der x-y-Ebene mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ω =
dϕ

dt
(ϕ (t) = ω t) ist

gegeben durch den Ortsvektor (Abb. 1.29)

~r(t) =

 x(t)
y(t)
z(t)

 =

 r cos ω t
r sin ω t

0

 .

Abbildung 1.29: Kreisbewegung. v bezeichnet
den Betrag der Geschwindigkeit
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Maßeinheit der Winkelgeschwindigkeit: [ω ] = rad/s.
Der Geschwindigkeitsvektor~v ist daher

~v(t) =~̇r(t) =

 ẋ
ẏ
ż

 =

−rω sin ω t
rω cos ω t

0

 .

Sein Betrag ist |~v(t)| =
√

ẋ2 + ẏ2 + ż2 = rω .

1.3.2 Beschleunigungsvektor
1. Beschleunigungsvektor,
~a, die zeitliche Ableitung des Geschwindigkeitsvektors. Er gibt die Änderung der Geschwindigkeit pro
Zeiteinheit an (Abb. 1.30). Analog zum Vorgehen bei der Geschwindigkeit kann man einen mittleren
Beschleunigungsvektor~a während eines Zeitintervalls ∆t,

~a(t) =
~v(t + ∆t)−~v(t)

∆t
,

und einen momentanen Beschleunigungsvektor durch den Grenzübergang ∆t → 0 einführen:

~a(t) =

ax(t)
ay(t)
az(t)

 = lim
∆t→0

~v(t + ∆t)−~v(t)
∆t

=
d~v(t)

dt
=

 v̇x(t)
v̇y(t)
v̇z(t)

 =

 ẍ(t)
ÿ(t)
z̈(t)

 .

Abbildung 1.30: Beschleunigungsvektor

Die Komponenten des Beschleunigungsvektors sind die zweiten Ableitungen der Koordinatenfunktionen
nach der Zeit:

ax = ẍ, ay = ÿ, az = z̈.

2. Beispiel: Beschleunigungsvektor bei Kreisbewegung
Bei einer Kreisbewegung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit ω ist der Beschleunigungsvektor

~a(t) =
d
dt

−rω sin ω t
rω cos ω t

0

 =

−rω
2 cos ω t

−rω
2 sin ω t
0

 = −ω
2~r(t) .

Beschleunigungsvektor und Radiusvektor sind antiparallel, der Beschleunigungsvektor zeigt zum Mittel-
punkt. Der Betrag der Beschleunigung ist

|~a(t)| =
√

ẍ2 + ÿ2 + z̈2 = rω
2
√

cos2 ω t + sin2
ω t + 0 = rω

2 .

3. Tangential- und Normalbeschleunigung
Tangentialbeschleunigung, ~atan und Normalbeschleunigung, ~anorm, die Projektionen des Beschleuni-
gungsvektors auf die Tangente bzw. der senkrecht dazu stehenden Normale (Abb. 1.31):

~a =~atan +~anorm .

Nach der Produktregel der Differenzialrechnung gilt:

~a =
d(v~etan)

dt
=

dv
dt
~etan + v

d~etan

dt
.

Der erste Term ist die Tangentialbeschleunigung,

~atan =
dv
dt
~etan , atan = v̇ .
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Abbildung 1.31: Tangential- und
Normalbeschleunigung~atan,~anorm

▲ Der Betrag der Tangentialkomponente der Beschleunigung ist die zeitliche Änderung des Betrags der
Geschwindigkeit.

Der zweite Term ist die Normalbeschleunigung,

~anorm = v
d~etan

dt
.

➤ Da der Betrag |~etan| des Tangenteneinheitsvektors im Zeitablauf unverändert gleich Eins bleibt, gilt:
d
dt

(~etan)2 = 2~etan ·
d~etan

dt
= 0 .

Die Zeitableitung des Tangenteneinheitsvektors steht senkrecht auf dem Tangenteneinheitsvektor.
Der zweite Term gibt die Normalkomponente der Beschleunigung an. Die von ~etan und d~etan/dt
aufgespannte Ebene ist die Schmiegungsebene der Bahnkurve.

4. Beispiel: Kreisbewegung
Für die Kreisbewegung mit konstanter Winkelgeschwindigkeit gilt

~a(t) =

−rω
2 cos ω t

−rω
2 sin ω t
0

 = −ω
2~r(t) ,

d. h., der Beschleunigungsvektor ist antiparallel zum Radiusvektor und damit zum Normalenvektor und
zeigt zum Mittelpunkt hin. Daher verschwindet die Tangentialkomponente,

~atan(t) = 0 ,

und die Normalkomponente ist

anorm(t) = rω
2 =

v2

r
,

wobei v = rω eingesetzt wurde.

5. Krümmung der Bahnkurve und Beschleunigung
Die Normalkomponente des Beschleunigungsvektors steht mit der Krümmung der Bahnkurve in Zusam-
menhang.
Krümmungsradius, R, in einem Punkt einer Bahnkurve, der Radius eines Kreises, der die gleiche Krüm-
mung hat wie die Kurve an diesem Punkt. Ein solcher Kreis schmiegt sich in diesem Punkt an die Bahnkurve.

▲ Die Normalkomponente des Beschleunigungsvektors ist

anorm =
v2

R
mit dem Krümmungsradius R der Bahnkurve. Sie zeigt zum Mittelpunkt des Krümmungskreises.
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➤ Eine Gerade hat den Krümmungsradius R = ∞ . Die Normalbeschleunigung verschwindet für die
Bewegung auf einer Geraden.

➤ Bei einer ungleichförmigen Kreisbewegung (Abb. 1.32) ist außer der Normalbeschleunigung (Zen-
tripetalbeschleunigung) ar auch die Tangentialbeschleunigung aϕ von Null verschieden:

~v(t) = r ϕ̇~eϕ , ~a(t) = ar~er + aϕ~eϕ ,

ar = −r ϕ̇
2 = −r ω

2 , aϕ = r ϕ̈ = r ω̇ .

Abbildung 1.32: Ungleichförmige
Kreisbewegung,~etan =~eϕ ,~enorm =~er

6. Orts-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektor in verschiedenen Koordinatensys-
temen

a) Kartesische Koordinaten

~r(t) = x(t)~ex + y(t)~ey + z(t)~ez

~v(t) = ẋ(t)~ex + ẏ(t)~ey + ż(t)~ez

~a(t) = ẍ(t)~ex + ÿ(t)~ey + z̈(t)~ez

b) Polarkoordinaten

~r(t) = r~er

~̇er = ϕ̇~eϕ , ~̇eϕ = −ϕ̇~er

~v(t) = ṙ~er + r ϕ̇~eϕ

~a(t) = (r̈ − r ϕ̇
2)~er + (r ϕ̈ + 2 ṙ ϕ̇ )~eϕ

c) Kugelkoordinaten

~r(t) = r~er

~̇er = ϑ̇~eϑ + sin ϑ ϕ̇~eϕ , ~̇eϑ = ϕ̇ cos ϑ~eϕ − ϑ̇~er , ~̇eϕ = −ϕ̇ cos ϑ~eϑ − sin ϑ ϕ̇~er

~v(t) = ṙ~er + r ϑ̇~eϑ + r sin ϑ ϕ̇~eϕ

~a(t) = (r̈ − r ϑ̇
2 − r sin2

ϑ ϕ̇
2)~er + (r ϑ̈ + 2 ṙ ϑ̇ − r sin ϑ cos ϑ ϕ̇

2)~eϑ

+(r sin ϑ ϕ̈ + 2 sin ϑ ṙ ϕ̇ + 2 r cos ϑ ϑ̇ ϕ̇ )~eϕ
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d) Zylinderkoordinaten

~r(t) = ρ~eρ + z~ez

~̇eρ = φ̇~eφ , ~̇eφ = −φ̇~eρ , ~̇ez = 0

~v(t) = ρ̇~eρ + ρ φ̇~eφ + ż~ez

~a(t) = (ρ̈ − ρ φ̇
2)~eρ + (ρ φ̈ + 2 ρ̇ φ̇ )~eφ + z̈~ez

1.3.3 Freier Fall und Wurf
Freier Fall, Wurf, bezeichnen ein- bzw. zweidimensionale Bewegungen unter dem Einfluss der Erdanzie-
hung. Eine solche Bewegung wird beschrieben durch die Bahnkurve

~r(t) =

(
x(t)
y(t)

)
und den Geschwindigkeitsvektor

~̇r(t) =

(
vx(t)
vy(t)

)
.

Dabei bedeutet die x-Koordinate den waagerechten Abstand vom Ursprung, die y-Koordinate die Höhe. Der
Beschleunigungsvektor ist in jedem Fall der Vektor der Fallbeschleunigung~g,

~̈r(t) =~g =

(
0
−g

)
.

➤ Die Annahme einer konstanten Beschleunigung ist nur gerechtfertigt, solange die Luftreibung ver-
nachlässigbar und wenn die Fallhöhe klein gegen den Abstand vom Erdmittelpunkt ist, so dass sich
die Gravitationsbeschleunigung während der Bewegung nur vernachlässigbar wenig verändert.

1. Freier Fall
Der Körper befinde sich anfangs in Ruhe und bewege sich unter dem Einfluss der Gravitation aus einer
Höhe h0 nach unten. Seine Bewegung wird (bei Vernachlässigung der Luftreibung oder im luftleeren Raum)
beschrieben durch den Ort auf der y-Achse (momentane Höhe) y(t) und die Fallgeschwindigkeit v(t) = vy(t)
bei einer Anfangshöhe h0:

x(t) = 0 , y(t) = h0 −
gt2

2
,

vx(t) = 0 , vy(t) = −gt .

Falldauer tF und Aufprallgeschwindigkeit v(tF) sind

tF =

√
2h0

g
, v(tF) = −

√
2h0g .

2. Senkrechter Wurf nach oben
Der Körper befindet sich anfangs in der Höhe h0 und erhält eine Geschwindigkeit v0 nach oben:

x(t) = 0 , y(t) = h0 + v0t −
gt2

2
,

vx(t) = 0 , vy(t) = v0 − gt .

Die maximale Steighöhe H wird zum Zeitpunkt TH erreicht, wenn die Geschwindigkeit vy(t) Null geworden
ist (Abb. 1.33):

H = h0 +
v2

0

2g
, TH =

v0

g
.


