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Kapitel 1: Notwendiges Grundwissen fiir Techniker

Ubungen

U1

02

U3

U4

Us

Berechnen Sie mithilfe des Sinus- bzw. Kosinussatzes die fehlenden GroBen (Seiten, Winkel) der
Dreiecke.

a) a=10° b) a=41° c) b=72 d) b=58
p=172° B=20° a=29 c=065
a=25 c=32 B=15° a=28I1°

e) a=17 f) a=30
b=15 b=41
vy =110° B=45°

Zwei Punkte A und B am Ufer eines Flusses sind 50 m voneinander entfernt. Am anderen Ufer
steht ein Baum C. Berechnen Sie die Flussbreite, wenn folgende Winkel gemessen werden:
o=72°B=85°.

Zwei Stahlseile, die an einer Decke einer /
Fabrikhalle befestigt sind, halten eine Lampe 440 250
von G = 3 kN. Berechnen Sie die Zugkrifte S,
und S, in den Stahlseilen. S, S1
7\
Zwei Dorfer liegen auf verschiedenen Seiten eines Sees. Eine Strafle verlduft von A zu einem wei-

teren Dorf C und ist 8,4 km lang. Eine zweite Strale verlauft von B nach C und ist 5,4 km lang.
Die beiden Straflen treffen sich im Dorf C unter einem Winkel von y = 57°40". Berechnen Sie die
Entfernung der beiden Dorfer A und B.

Zwei Traktoren ziehen mit F; = 3900 N und F, = 2100 N einen LKW unter einem Winkel von
o = 55° aus einem Graben. Bestimmen Sie die GroBe der Resultierenden R und den Winkel y, den
die Resultierende mit der Kraft F; bildet.

Aufgaben 1.3.2

Al

A2

A3

A4

Berechnen Sie mithilfe des Taschenrechners:

a) sin85° b) sin25° c) sin0,5° d) sin325°
e) sin98° f) sin1,0° g) cos45° h) cos35°
i) cos325° j) cos0,1° k) cos88° 1) cosl145°

Bestimmen Sie zu folgenden Werten die Winkel zwischen 0° und 90°, indem Sie mithilfe des
Taschenrechners eine Stelle nach dem Komma den Winkel angeben.

a) sino=0,7071 b) sina=0,1593 ¢) sina = 0,3660 d) sina=0,9567

e) cosa=0,7071 f) cosa =0,9880 g) cosa =0,6349 h) cosa=0,0231

i) sino=0,2146 j) cosa = 0,6885 k) sina=0,9510 1) cosa=0,6476

In einem rechtwinkligen Dreieck ABC ist ¢ = 8,5 cm und y = 30°.
a) Berechnen Sie die fehlenden Seiten und Winkel im Dreieck.
b) Berechnen Sie den Flacheninhalt des Dreiecks.

Eine Raute besitzt die Diagonalen e = 19 cm und f = 34 cm. Berechnen Sie alle Seiten und
Winkel.
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A5 Fir eine Eisenbahnstrecke soll ein 1 km langer

A6 Ein Dach hat Sparren der Lange s = 7,50 m

Geléndeeinschnitt (Skizze) ausgehoben
werden. Wie viel m? Erdreich miissen

ausgehoben werden?

600 750

7m

4 /

und ist unter dem Winkel o = 25° geneigt.
Welche Hohe hat das Dach? Wie breit ist der
gesamte Boden?

A7 Berechnen Sie die Kréfte F; und F,. Fa

60°

F2

A8 Berechnen Sie mithilfe des Sinus- bzw. Kosinussatzes die fehlenden Grofen (Seiten, Winkel) der

A9

Dreiecke.

a) a=10° b) a=41° c) b=72 d) b=58
B="72° B=20° a=29 c=065
a=25 c=32 B=15° a=281°

e) a=17 f) a=30
b=15 b=41
y=110° B=45°

Von einem Aussichtsturm erblickt ein Beobachter in 74 m Hohe einen Wagen unter einem Winkel
von o = 55°. Auf welcher Hohe des Aussichtsturmes befindet sich ein zweiter Beobachter, wenn er

den Wagen unter einem Winkel von 60° sieht? Berechnen Sie den Abstand zwischen Wagen und
Aussichtsturm.

A10 Zwei Orte A und B liegen auf einer Waldseite und sind 5,5 km voneinander entfernt. Auf der

anderen Seite des Waldes befindet sich ein See, der in Luftlinie gemessen, 3,5 km vom Ort A und
4.5 km vom Ort B entfernt ist. Berechnen Sie alle drei Winkel.
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A11 Um die Hohe eines Berges zu messen, wird in der Ebene eine Standlinie von AB = 150 m abge-
steckt. Mit einem Vermessungsgerit wird der Gipfel einmal unter einem Winkel von a = 20° bzw.
unter einem Winkel von § = 25° angepeilt. Berechnen Sie die Hohe des Berges iiber der Ebene.

Planskizze

A12 Eine Stahlkonstruktion wird mit G = 30 kN belastet.
Berechnen Sie die Stabkrifte S; und S,.

Zusammenfassende Aufgaben 8
Al a) Berechnen Sie die Neigungswinkel o und 3 des 3
Hochofens. -
b) Berechnen Sie das Volumen des Hochofens.
¢) Berechnen Sie die Oberfliche des Hochofens.
&
o
S p
-

A2 Ein Quader aus Stahl mit p = 7,8 kg/dm? mit den
MaBen 1=300; b =200 und h = 50 liegt auf
einer schiefen Ebene.

a) Berechnen Sie die Gewichtskraft F.

b) Die Kraft Fy; verursacht das Herabgleiten
des Stahlklotzes. Sie ist nur ein Viertel mal
so gro} wie die Gewichtskraft Fg. Berech-
nen Sie Fy; und den Winkel o, wenn die
Kréfteverhdltnisse angegeben sind. ®

¢) Berechnen Sie die Kraft Fy. F
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Einsatz des GTR (obiges Beispiel):

Man gibt unter Y1=und Y2= die beiden Terme

zu den beiden Funktionen Y1 = x? + 4x — 3 und
Y2 =3-0,5x2ein.

Unter CALCULATE | INTERSECTION und
dreimal ENTER erhilt man die beiden Graphen
und das Ergebnis des rechten Schnittpunktes.

R \
Inbersection l'"-.
=i 0F0ZERE [Y=z.MZ71E67

Ubung

U1 Berechnen Sie beide Schnittpunkte der Graphen von fund g und skizzieren Sie die Graphen von
fundg.
a) f(x)=2x>+x+2und g(x)=—x>+2x +4
b) f(x)=0,2x2—2x + 5 und g(x) = 1,5x — 0,1x?

Anwendungen

» Beispiel:

Der Aufhiingebogen einer Briicke hat die Form einer

Parabel. Der Koordinatenursprung liegt in der Mitte des

Briickenbogens. Die Spannweite der Briicke ist 56 m, die

Briickenhohe ist 9 m. Die mittleren Streben sind 7,50 m

auseinander, die beiden dufleren Streben sind 5,50 m vom

Briickenende entfernt.

a) Fertigen Sie eine Skizze an und ermitteln Sie aus den
Angaben die Gleichung der Parabel.

b) Berechnen Sie den gesamten Materialbedarf der 14 Streben in m.

V Losung:

a) In der allgemeinen Form f(x) = a? + bx + ¢ fehlt
wegen der Achsensymmetrie das Glied bx. Der
Schnittpunkt mit der y-Achse ist identisch mit
der Briickenhdhe von 9 m. Die Briickenenden
entsprechen den Nullstellen der Funktion von
x; =—28 bzw. x, = 28,
sodass a aus der Funktionsgleichung ermittelt
werden kann. Woome . = | = == - — S

fx)=ax2+cAc=9

A= - Spannbreite 56 m- 1
9

=0-0=a1a - 282 =2 =—_Z_

f(28)=0;0=a-28°+9=a=75; 734

f(x) = — 7oy X2+ 9

b) Die Strebenlédngen entsprechen den Funktionswerten. Da die achsensymmetrische Anordnung der
Streben fiir jede Strebenlénge gilt, muss fiir beide Briickenbdgen die mittlere Strebe zweimal, alle
anderen Streben viermal berticksichtigt werden.
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£0)=9
£(7,50) = — a7 - 7,502+ 9~ 8,35; f(15) =0, - 152+ 9= 6,42
£(22,50) — g, - 22,502 + 9~ 3,19

L=2-9+4-835+4-642+4-3,19=289,84
Der gesamte Materialverbrauch fiir die Stdbe betrdgt 89,84 m.

» Beispiel:

Zur Ortung einer verstreuten Wandergruppe schief3t diese eine Leuchtkugel mit der Anfangsgeschwin-
digkeit vy = 30 m/s senkrecht in die Luft (Erdbeschleunigung g = 9,81 m/s?). Ein Suchtrupp befindet
sich hinter einem 50 m hohen Hiigel. Es stellt sich die Frage, ob der Suchtrupp den Standort der
Wandergruppe aufgrund der Leuchtkugel orten kann.

a) Zur Berechnung der Steighohe der Leuchtkugel diene die Funktion der Form
h=ft)=vy - t—05 g >
Bestimmen Sie die Funktionsgleichung aufgrund der gegebenen Werte.

b) Berechnen Sie sowohl die Zeit, bis die Kugel den Boden wieder erreicht hat, und die Zeit, bis sie
ithre maximale Hohe (Scheitelpunkt) erreicht hat.

¢) Ermitteln Sie die maximale Steighdhe und skizzieren Sie den Graphen.

V Losung:

a) Dav,und g =9,81 m/s? gegeben sind, lisst sich die Steigfunktion h sofort angeben.
h=f(t)=30t- 0,5 - 9,81t
b) Aus der Physik ist bekannt, dass die Steigzeit bis zur maximalen Hohe gleich der Fallzeit bis zur
Bodenberiihrung ist. Das bedeutet mathematisch, dass sich die Leuchtkugel zu Beginn des Vorgan-
ges t =0 s und nach t = 6,12 s am Boden befindet. In der Halfte der Zeit, also nach t = 3,06 s, hat
die Kugel ihre maximale Héhe erreicht.

h=0;
0=t-(30-0,5-981t)=t;=0At,=6,12
o = 252 = 3,06 L0
¢) Wird t=3,06 in die Funktionsgleichung eingesetzt, 40-
so erhélt man die maximale Steighdhe. 357
ey =30 m/s - 3,06 s — 0,5 - 9,81 m/s? - 3,062s2 2‘5’
=45,87 m 204
Die Wandergruppe bleibt unentdeckt, weil der Hiigel mit 151
50 m die 45,87 m iiberragt. 101
(Schneller kommt man mit v = v, — gt usw. zum Ziel) °] . . | . : \ ¢
1 2 3 4 5
tmax=3,06
Ubung

U1 Ein Junge wirft einen Stein von einer 50 m hohen Briicke mit eine Anfangsgeschwindigkeit von
Vo =5 m/s senkrecht nach unten in einen Fluss.
a) Ermitteln Sie den Funktionsterm f(t). (Orientieren Sie sich am obigen Beispiel.)
b) Berechnen Sie die Zeit, bis der Stein ins Wasser fillt.
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b) Mithilfe der ersten Formel wird errechnet, dass sich die Erdbevolkerung nach ca. 50 Jahren, also im
Jahr 1980, verdoppelt hat. Die gesuchte Zahl fiir die Verdopplungszeit t erhélt man durch Logarith-
mieren und Aufldsen der Gleichung nach t. Wie viel Menschen lebten tatséchlich 1980 auf der Erde
(Tabelle)? (Siehe auch S. 114)

2,0 =1,014' Verdopplung
In2
t=1 1014~ 49,86 ~ 50 Jahre
1930 + 50 = 1980
Fiir die Verdopplungszeit t gibt es bei exponentiellem Wachstum eine allgemeine Formel.

_In2
In a

t

Zur Berechnung der Verdreifachung der Erdbevolkerung dienen die gleichen Uberlegungen wie
oben. Man setzt fiir a den ermittelten Wert ein und formt nach t um.
3-2,0=2,0-1,014¢

_ In3 ] -
=1 1,014 79,02; 1930 + 79 = 2009

Im Jahre 2009 ist die Erdbevolkerung auf das Dreifache angewachsen.
¢) Es wird die Differenz D der Jahre 2004 (14 Jahre) und 2005 (15 Jahre) berechnet. Die jéhrliche
Zunahme betragt:
D=2,0-1,014"-2,0-1,014'%= 0,034 (Mrd.)
d) Von 1939 bis 1945 fand in Europa der Zweite Weltkrieg statt. Er forderte ca. 55 Millionen Opfer.

Bevolkerungswachstum:

Nach neuesten Schitzungen des U.S. Bureau of the Census wichst die Erdbevolkerung ca. ab dem Jahr
2008 langsamer und ab dem Jahr 2012 wieder schneller, als es die Berechnungen mit der Exponential-
formel erwarten lassen.

2. Exponentielle Abnahme
Exponentielle Abnahmeprozesse verlaufen gewdhnlich nach dem folgenden Gesetz:

f(t) =f(0)a™t bzw. f(t)=f(0)e* ¢ mitk=Ina

f steht fiir den Bestand nach t Jahren, A = f(0) bezieht sich auf den Bestand zum Zeitpunkt t =0,
(Anfangsbestand), a ist die Abnahmekonstante (= Abnahmefaktor), es gilt a > 0.

» Beispiel: Luftdruck

In einer Wetterstation wird der Luftdruck p in hPa
(Hektopascal) mithilfe eines Wetterballons gemes-
sen. Dabei geht man davon aus, das der Luftdruck
in Meereshdhe h = 0 m ungeféhr p(0) = 1000 hPa
betrdgt und exponentiell abnimmt.

h (in m) 0 1000 | 2000 | 3000
p (in hPa) 1000 | 880 | 777 | 684

a) Bestimmen die Hohenformel, wenn bekannt ist,
dass der Luftdruck exponentiell abnimmt.

b) Berechnen Sie den Luftdruck auf der Zugspitze
(2960 m) bzw. auf dem MontBlanc (4800 m).

¢) Berechnen Sie die Hohe, die zu 850 hPa gehort.




Trigonometrische Funktionen 127

Ubung

U1 Bestimmen Sie alle Losungen folgender Gleichungen im Intervall [-2m; 27].
a) sinx=-0,5 b) cosx=0,8

Von f(x) = sin x zu g(x) = asin(bx —¢) +d

Die Graphen der Funktionen g(x) = asin(bx — ¢) + d bzw. h(x) = acos(bx — ¢) + d sind in Naturwissen-
schaft und Technik von besonderer Bedeutung. Sie lassen sich durch Verschiebungen und Streckungen
in Richtung der Koordinatenachsen aus den Graphen der Sinusfunktion f(x) = sin x bzw. f(x) = cos x
gewinnen.

Ein besonders wichtiger Funktionsterm zu g wird u. a.
im Physikunterricht behandelt. Es ist der zeitliche
Verlauf von Spannung und Stromstirke bei
Wechselstrom. Sein Graph wird mithilfe des Moni-
tors eines Oszillographen dargestellt. Man erkennt,
dass es sich um einen sinusférmigen Verlauf der
beiden Graphen handelt. In beiden Féllen sind die
Graphen Graphen spezieller Sinusfunktionen, in
denen die Spannung U sowie die Stromstérke I in
Abhingigkeit von der Zeit t dargestellt werden.

Man spricht auch vom sinusformigen Wechselstrom.

Die einzelnen GrofBen in den Funktionsgleichungen sind physikalische GroBen. Die beiden Grofien
und ¢ treten in beiden Gleichungen auf.
o ist die Kreisfrequenz des Wechselstromes. Sie errechnet sich: o = ZTE Dabei ist T die Dauer
einer Periode.(Schwingung)
¢ ist der Phasenwinkel, der von der Wahl des Nullpunktes auf der Zeitachse abhingt.
Es handelt es sich um Funktionsgleichungen einer harmonischen Schwingung.

Wechselspannung: u(t) = u, * sin (ot + @) Wechselstromstérke: i(t) = i * sin(@ t + @)
Es gilt:
u(t): Momentanwert der Spannung i(t): Momentanwert der Stromstéirke

up:  Maximalwert der Spannung (iiblich: 230 V)
ip:  Maximalwert der Stromstérke

. T
o: Kreisfrequenz; o = T
¢: Phasenwinkel

Bevor zum sinusformigen Wechselstrom noch genauer untersucht wird, sollen zunéchst die Einfliisse
der Parameter a, b, ¢ und d auf die Graphen der Funktionen g(x) = asin(bx — ¢) + d untersucht werden.

» Beispiele: 20000

2

1. g(x)=2sinx
Der Graph von f(x) = sin x wird mit dem Faktor a =2 in y-Richtung o 4\ W
gestreckt. Verdoppelung der Amplitude.

2. g(x) =sin 2x g
Der Graph von g schneidet die x-Achse doppelt so oft wie der Graph von s sneo
f(x) = sin x. Die Periode von g ist p = m.

b
©
"

L

=
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A9 Von einer Stichprobe kennt man den Mittelwert X = 1 und die Varianz o2 = 2,8. Berechnen Sie

H(2) und H(3).

A10 Gegeben ist die folgende Stichprobe:

X 10 30 50 70 90

110

130

150

180

H(x) 6 9 19 25 33

22

15

8

a) Teilen Sie die Stichprobe in Klassen ein und zeichnen Sie ein Histogramm.

b) Berechnen Sie Mittelwert, Varianz und Streuung.

¢) Ermitteln Sie das Intervall [X — 0;X + o] und geben Sie an, wie viel Prozent der Werte in die-

sem Intervall liegen.

Al1 In einem Unternehmen wurden ménnliche (X)

Bruttomonatslohn

und weibliche (Y) Arbeitnehmer zu den folgenden in 100 Euro Anzahl X | AnzahlY

Bruttomonatslohnen beschéftigt: 712 B 5

a) Bestimmen Sie h,, fiir die ménnlichen und weib- 13-19 10
lichen Arbeitnehmer. 20— 26 10 15

b) Berechnen Sie die durchschnittlichen Brutto- 2733 20 6
arbeitslohne der ménnlichen (X) und weiblichen 34— 40 18 6
(Y) Arbeitnehmer sowie die jeweilige Varianz 41-50 9 P

und Streuung. Beriicksichtigen Sie dabei jeweils
die Klassenmitten.
¢) Zeichnen Sie fiir X und Y das Histogramm.

d) Wie viel % der weiblichen Arbeitnehmer haben einen Bruttolohn zwischen 1300 und 2600 €?
e) In welchem Intervall liegen die mittleren 66 % der ménnlichen Arbeitnehmer?

3.2 Regressions- und Korrelationsrechnung

Bisher wurden statistische Erhebungen betrachtet, in denen genau ein Merkmal eine Rolle spielte. Im
Folgenden werden Probleme behandelt, in denen genau zwei Merkmale vorkommen, die hiufig in

einem bestimmten Zusammenhang stehen.

Der Benzinverbrauch eines Autos hiangt von der Motorstérke ab.
Das Gewicht eines Menschen héngt von der Korpergrof3e ab.

Die Beschiftigtenzahl eines Betriebes héngt u. a. von der Auftragslage ab.
Der Preis eines Gebrauchtwagens hiangt von seiner Fahrleistung ab.

Man erkennt an den Beispielen, dass die Abhdngigkeit stark bzw. schwach sein kann.

Im ersten Beispiel liegt zwischen den beiden Zufallsgrolen Motorstirke und Benzinverbrauch
sicher eine funktionale Abhdngigkeit, denn je starker die Motorleistung, desto hoher der Ben-
zinverbrauch.

Im vierten Beispiel kann man zwar eine Tendenz zwischen Preis und Fahrleistung vermuten —
bei hoher km-Leistung steigt der Preis. Dies kann aber nicht exakt vorhergesagt werden, denn
vor allem Alter und Zustand des Autos sowie Beliebtheit bei den Kaufern beeinflussen den
Preis. Man stellt in diesem Fall eine geringere funktionale Abhéngigkeit fest.

Fiir den Statistiker, der die Bezichung zwischen zwei gemeinsam auftretenden Merkmalen untersuchen
will, stellen sich hier zwei Fragen:
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1. Besteht zwischen den Merkmalen ein Zusammenhang und wie stark bzw. wie schwach ist
dieser Zusammenhang?

Mit der Bestimmung einer Maf3zahl fiir die Starke bzw. Schwiche des Zusammenhangs beschiftigt sich

die Korrelationsanalyse.

Man kann grob eingeteilt drei Félle unterscheiden.

1. Sind kleine Werte der einen Zufallsgrofe, e ® °
kleine wie auch grofle Werte der anderen °
Zufallsgrofle zugeordnet, so besteht offen- ° ° °
sichtlich kein funktionaler Zusammenhang. ° e o °
Es liegt keine Korrelation vor. Die Zufalls- cel. .
grofien sind unabhédngig voneinander (Punkt- d
wolke). X

2. Eine schwache Korrelation liegt vor, wenn y
jedem Wert der einen ZufallsgroBe relativ
niedrige wie auch relativ hohe Werte der ° °
anderen ZufallsgroBe zugeordnet werden, aber N
noch keine starke Beziehung zwischen den o ©
Zufallsgrofien erkennbar ist.

3. Eine starke Korrelation besteht dann, wenn y
z. B. hohe Werte der einen ZufallsgroBe auf
hohe Werte der anderen Zufallsgrofe und .
niedrige Werte der einen ZufallsgroBe auf o o
niedrige Werte der anderen Zufallsgrof3e .
treffen.

X

2. Welcher Art ist dieser Zusammenhang und durch welche mathematische Funktion kann er
wiedergegeben werden?

Mit der Bestimmung einer Funktion zur Beschreibung eines moglichen Zusammenhangs zwischen zwei

ZufallsgroBen beschiftigt sich die Regressionsanalyse.

Man kann grob zwei Fille unterscheiden.

1. Wird zwischen den beiden Variablen ein y
nahezu linearer Zusammenhang in den Daten o o
festgestellt, so wird man bei der Regressions- °
analyse eine lineare Funktion vermuten. Dabei °
sind grundsitzlich zwei Regressionsgleichun-
gen moglich:
Yi=aix; + by bzw. x; = ayy; + b,

2. Wird aus der Form der Punktwolke vermutet, y
dass ein nichtlinearer Zusammenhang besteht,
so kann man diesen ggf. durch eine ganzratio- °
nale oder eine Exponentialfunktion beschrei- oo
ben. Mégliche Regressionsgleichungen sind: o o
y; = axi2 + bx; + ¢ bzw. y; = ax;”
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4.4 Die Ableitungsfunktion f’

Mithilfe der Ableitung lassen sich die Steigungen von Funktionsgraphen an bestimmten Stellen x,,
berechnen. Auf der Seite wird deutlich, dass es je nach Wahl der Stelle x, unterschiedliche Steigungs-
werte gibt. Zwischen der Funktion fund der zugehorigen Ableitung f” gibt es einen Zusammenhang.
Man bezeichnet die Funktion f" auch als Ableitungsfunktion von f. Mit ' lassen sich bequem die Stei-
gungen an beliebigen Stellen der Funktion f berechnen.

» Beispiel:

Gegeben ist die Parabel mit der Gleichung f(x) = x2.

a) Bestimmen Sie durch Grenzwertbetrachtung die Ableitung von f an der Stelle x,,.

b) Berechnen Sie mithilfe der Ableitung die Steigungen der Parabel an den folgenden Stellen
x € {—=3;-2;—1;0; 1; 2; 3} und geben Sie die Gleichung der Ableitungsfunktion f’ an.

¢) Stellen Sie die Funktion fund ihre Ableitungsfunktion f’ grafisch dar.

V Losung:

a) Es wird der Differenzenquotient aufgestellt und die Variable x durch x, + h ersetzt.
1. Schritt: Differenzenquotient aufstellen
f(xo+h) —f(xo) _ (xo+h)2—x¢?

h h
Nach Ausmultiplizieren, Zusammenfassen und Kiirzen entsteht der fiir den Grenzwert vorbereitete
Term 2x + h.
Xo2 + 2xgh + h2 —x¢2  2x0h + h?2

Bei der Grenzwertbildung féllt h weg. Die Ableitung an der Stelle x, lautet 2x,,.
2. Schritt: Grenzwertbildung fiir h — 0:

fl(Xo) = hlijyn(] (ZXO + h) = 2X0

b) Werden die Werte fiir x in den Ableitungsterm 2x, eingesetzt, so ergibt sich die Wertetabelle.
Wertetabelle der Steigungen:
X =3 =2 =Il 0 1 2 3
£/(x) - | 4 | =2 0 2 4
Die gesuchte Ableitungsfunktion f” hat die Gleichung f'(x) = 2x.
¢) Zeichnet man in einem Koordinatensystem zu y
jedem xo-Wert (Tabelle) den zugehdrigen Wert f(x) = xzu
fiir die Steigung ein, so erhélt man den Graphen 4
einer neuen Funktion und zwar g(x) = 2x.
g wird im Folgenden mit f’ bezeichnet. \ 2
Ne .
-4 -2 4
f(x) =2
Merke

Ist von einer ganzrationalen Funktion f die Ableitungsfunktion f’ bekannt, so kann der Funktions-
wert f'(x) der Ableitungsfunktion f’ an jeder Stelle x € D(f) berechnet werden. Das heif3t, man kann
fiir jeden Punkt P(x|f(x)) des Graphen der Funktion f den Steigungswert f'(x) berechnen.
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Anmerkung:

Die Bestimmung der Ableitungsfunktion f’ bzw. die Berechnung der Ableitung einer Funktion f an einer
Stelle x € D(f) wird in der Mathematik als Differenzieren und das Gebiet, das sich damit beschiftigt,
als Differenzialrechnung bezeichnet. Die Definitionsbereiche der Funktionen fund f’ sind bei ganzrati-

onalen Funktionen immer R (D(f) = D(f") = R).

Ubungen
U1 Gegeben ist die Funktion f(x) = 3x — x.

a) Bestimmen Sie mithilfe des Differenzquotienten die Funktion f’, mit deren Hilfe in jedem
beliebigen Punkt die Steigungswerte ermittelt werden konnen.
b) Berechnen Sie den Steigungswert in den Punkten P (0/0) und P (1]2).

U2 Gegeben ist die Funktion f(x) = x2 — 4x.

a) Ermitteln Sie mithilfe des GTR die Steigungen in den Punkten P(1|f(1)) und P(5[f(5)).
b) Wie lautet die Ableitungsfunktion f'(x), wenn f'(1) = -2 und f'(5) = 6 betrégt.

Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Es gibt Funktionen, deren Graph in einem oder mehreren
Punkten ihres Definitionsbereiches keine eindeutig bestimm-
bare Steigung hat.

Der Graph von f hat in dem Punkt P(x|f(x¢)) einen ,, Knick“,
d. h., an dieser Stelle ,,springt* die Tangente von einer Lage
in eine andere, je nachdem, ob sich der Punkt Q bzw. Q*
von links oder von rechts dem Punkt P ndhert.

Die Funktion fist an der Stelle x( nicht differenzierbar,

es existiert keine erste Ableitung. Die Funktion f(x) ist im
Punkt P(x,|f(x()) aber stetig, wie zu erkennen ist.

Dies wird am folgenden Beispiel begriindet.

» Beispiel: f(x) = |x]|

Der Graph der Betragsfunktion besteht aus zwei
Halbgeraden, die im Koordinatenanfangspunkt
zusammenstofen. Die beiden Halbgeraden
,,schwenken® im Punkt P(0]|0). Thre Steigung ist
entweder —1 oder 1. Mithilfe des Differenzen-
quotienten kann man dies einmal fiir x < 0 und zum
anderen fiir x > 0 zeigen (rechts- und linksseitige
Ableitungen existieren, sind aber nicht gleich).

Die Betragsfunktion f'ist an der Stelle x, = 0 nicht
ableitbar, dies ist am Differenzenquotienten zu
erkennen. Die Funktion f(x) = |x| ist an der Stelle

fixp)

/ %

x = 0 nicht differenzierbar. Sie ist an der Stelle -2
x = ( aber stetig.

—xX; x<0

=X = {0 x50
=x=0 x—0

<=0 =-1; XZ“:X70=1

x<0:
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f'(x)=3x2-3;f"(x)=0=6x = xyw=0 y
£(x) = 6; £"(0) = 6. \ 3t
Da f"(xy) # 0 ist, hat f bei xy = 0 eine 2 f f

‘Wendestelle. /{

Man stellt fest, dass der Wendepunkt Py, des
Graphen von f im Koordinatenanfangspunkt

(Py(0]0)) licgt. 7

Wendepurnkt
1 2

\
—_
x

1
\Va

K f(x) = X3 — 3x
i,

Nicht jede zweifach differenzierbare Funktion besitzt eine Wendestelle.

» Beispiel:
Zeigen Sie, dass f(x) = 0,25x* — 2x keine Wendestellen hat.

V Losung:

Die erste Bedingung f”(xy) = 0 des Satzes ist erfiillt, aber nicht die zweite Bedingung f"'(x) # 0;
xyw = 0 ist keine Wendestelle von f.

f'(x) =x3-2; {"(x)=3x>

0=3x2 = xyw=0

f"(x)=6x; £"(0)=0

5.2.2 Kriimmung

Wo ist die Strafie links-, wo ist die Strae rechtsgekrimmt?
Worauf kommt es dabei an?

Offensichtlich dndert sich das Krimmungs-
verhalten eines Graphen von f im Wendepunkt,
wie im Schaubild zu erkennen ist. Der Graph der
Funktion f hat im Punkt P(xy/|f(xyw)) einen
Wendepunkt.

Fiir alle x < xy durchlduft der Graph von f eine -2

Rechtskurve. Fiir alle x > xy durchlduft der

Graph von f eine Linkskurve. Der Graph von f” ?
-6

X< Xw X> Xw

hat in xyy einen Schnittpunkt mit der x-Achse.
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Bezeichnung Schaltsymbol Pfeildarstellung
Ohm’scher Widerstand Im (2)
Z=R — — 1 B
‘ R R
Induktiver Widerstand
Z=X;=wL (w=2rf) — — m @
X,
‘ Re (2)
Kapazitiver Widerstand | | Im ()
! zZ
Z=Xc=,¢ (w=2rf) | | ‘
) Re (2)
iXe

In der Elektrotechnik wird der Ohm’sche Widerstand als Wirkwiderstand und der induktive und kapa-
zitive Widerstand als Blindwiderstand bezeichnet.

» Beispiel:

Ein Ohm’scher Widerstand (Wirkwiderstand) und

ein induktiver Widerstand (Blindwiderstand) sind

in einem Wechselstromkreis, durch den ein Strom
von i =5 A flieit, in Reihe geschaltet.

a) Skizzieren Sie das Widerstandsdiagramm in der
Gauf3’schen Zahlenebene und berechnen Sie den
Scheinwiderstand sowie den Phasenwinkel .

b) Berechnen Sie die Teilspannungen ug und u; .

R =20Q X, =10Q

1=5A

V Losung:

a) Man zeichnet entsprechend der obigen Skizze Im (2)
den Ohm’schen Widerstand auf der reellen
Achse und parallel zur imaginiren Achse an die 10 5
Pfeilspitze von R den induktiven Widerstand
ein.

IN

Es entsteht durch die Pfeile von R, Z und j Xy, 5 10 15 20 Re(2)
ein Dreieck mit dem Phasenwinkel ¢.

In einer Reihenschaltung addieren sich die Teilwiderstinde R und X;. Zur Berechnung des Schein-
widerstandes wird die Betragsdefinition benétigt (Z = 22,36 ().
Z=R+jXL

Z=+vR?+ X2 =202+ 102 = 22,36

R 20 ®
COS&p=Z=ﬂ:0,89:>kp:27,l





