1 Einleitung und Ubersicht

1.1 Erforderliche Nachweise und Nachweisverfahren

Fiir Tragwerke des Bauwesens sind die Tragfahigkeit, die Gebrauchstauglichkeit, die
Dauerhaftigkeit bzw. die Ermiidungsfestigkeit und die Lagesicherheit nachzuweisen.
Da die Bauteile im Stahlbau in der Regel schlank und diinnwandig sind, haben Trag-
fahigheitsnachweise fiir stabilititsgefdhrdete Konstruktionen beziiglich Biegeknicken,
Biegedrillknicken und Plattenbeulen groe Bedeutung und bilden daher einen wich-
tigen Schwerpunkt in statischen Berechnungen. In diesem Zusammenhang ist die
Ermittlung von SchnittgroBen, Verformungen und Verzweigungslasten eine zentrale
Aufgabe, deren Losung in dem vorliegenden Buch mithilfe der Finiten-Elemente-
Methode (FEM) behandelt wird.

Die Berechnungen und Nachweise miissen die gesetzlichen Anforderungen erfiillen
und dem Stand der Technik entsprechen. Fiir Stahlkonstruktionen bilden die Normen
DIN EN 1990, DIN EN 1991 und insbesondere DIN EN 1993 die wesentliche Grund-
lage. Tabelle 1.1 enthilt eine Zusammenstellung der Nachweise zur Tragfahigkeit
nach DIN EN 1993-1-1, [5].

Tabelle 1.1 Nachweise nach DIN EN 1993-1-1 zur Tragfahigkeit mit Eq < Rq

Nachweis- Tragwerksberechnung Querschnittsausnutzung

methode = Beanspruchungen Egq = Beanspruchbarkeiten Rq
NW 1 (sehr haufig) nach der Elastizitatstheorie nach der Elastizitatstheorie
Querschnitte der | = SchnittgroRen N, My usw. = Bemessungswert der
Klassen 1 bis 3 Streckgrenze fyrq
NW 2 (haufig) nach der Elastizitatstheorie nach der Plastizitatstheorie
Querschnitte der | = SchnittgroRen N, My usw. = Ausnutzung der plastischen
Klassen 1 und 2 Querschnittstragfahigkeit
NW 3 (selten) nach der Plastizitatstheorie nach der Plastizitatstheorie
Querschnitte der | = SchnittgroRen nach der FlieRB- = Ausnutzung der plastischen
Klasse 1 gelenk- oder FlieRzonentheorie Querschnittstragfahigkeit
NW 4 (selten) nach der Elastizitatstheorie nach der Elastizitatstheorie
Querschnitte der | = SchnittgroRen N, My usw. unter Berlcksichtigung des
Klasse 4 Beulens

Die Verwendung einer Nachweismethode setzt voraus, dass die einzelnen Quer-
schnittsteile (Stege und Gurte) die Druckspannungen aufnehmen koénnen, so dass kein
Beulen auftritt und eine ausreichende Rotationskapazitit vorhanden ist, s. Abschnitt
5.1.2. Hilfen fiir die Uberpriifung der c/t-Verhiltnisse finden sich in Profiltabellen, s.
z. B. [15]. Vollplastische SchnittgroBen fiir Walzprofile finden sich in den Profilta-
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bellen von [15], Interaktionsbeziehungen und Nachweise mit dem TeilschnittgréBen-
verfahren im Abschnitt 5.1.2 und in [15] und [12].

Der Index ,,d“ bei Eq und Rq in Tabelle 1.1 kennzeichnet, dass dic Beanspruchungen
mit den Bemessungswerten der Einwirkungen zu berechnen sind und es sich um die
Bemessungswerte der Beanspruchbarkeiten handelt. Auf die Berechnung der Be-
anspruchungen und Beanspruchbarkeiten wird im Abschnitt 1.4 , Lineare und nichtli-
neare Berechnungen® nédher eingegangen. In Tabelle 1.2 wird erldutert, wie die Nach-
weise in der Regel gefiihrt werden.

Tabelle 1.2 Hinweise zur Durchflihrung der Tragfahigkeitsnachweise

Nachweismethode Nachweise

NW 1 (QK 1 bis 3) mit Spannungen und der Streckgrenze bzw. dem FlieRkriterium

NW 2 (QK 1 und 2) mit plastischen Grenzschnittgréen bzw. Interaktionsbeziehungen

nach der FlieRgelenktheorie mit kinematischen Ketten
NW 3 (QK 1) oder schrittweise elastischen Berechnungen;
nach der FlieRzonentheorie mit EDV-Programmen

NW 4 (QK 4) mit Spannungen unter Berlicksichtigung des Beulens

1.2 Verfahren zur SchnittgroBenermittiung

Bekanntlich kénnen die SchnittgréBen in statisch bestimmten Systemen mithilfe von
Gleichgewichtsbedingungen und Schnittprinzipien ermittelt werden. Dies ist bei
statisch unbestimmten Systemen nicht moéglich und man benétigt daher andere Lo-
sungsverfahren, wie z. B. das Kraftgrofienverfahren, das das klassische Verfahren
der Baustatik ist. Es ist fiir die Handrechnung gut geeignet und sehr anschaulich, da
es dem ingenieurméBigen Verstidndnis unmittelbar zugénglich ist. Der Nachteil ist je-
doch, dass man fiir die unterschiedlichen baustatischen Systeme stets einen neuen Lo-
sungsansatz entwickeln muss und es dariiber hinaus fiir viele Aufgabenstellungen
ganzlich ungeeignet ist.

Bild 1.1 zeigt als Beispiel einen einfach statisch unbestimmten Biegetriger. Beim
KraftgroBenverfahren muss daher eine unbekannte Kraftgrofie bestimmt werden. Da-
nach kann der Momentenverlauf unter Verwendung der Gleichgewichtsbedingungen
bestimmt werden. Ausgangspunkt des Verfahrens ist stets die Wahl eines statisch be-
stimmten Hauptsystems. Da man dabei mehrere Moglichkeiten hat, sind die beiden
Systeme in Bild 1.1 ausgewihlte Beispiele. Allgemein werden drei Verfahren fiir die
SchnittgroBenermittlung unterschieden:

o Kraftgrofsenverfahren
o Weggrifenverfahren — FEM
o Ubertragungsmatrizenverfahren — FEM
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Wiéhrend beim Kraftgrofsenverfahren die Kraftgrofien die Unbekannten des entste-
henden Gleichungssystems sind, sind es beim WeggrdfSenverfahren die Weggrofien,
d. h. die Verschiebungen und Verdrehungen, weshalb es auch Verformungsgréfien-
verfahren genannt wird. Wenn man die baustatischen Systeme in finite Elemente
(Stabelemente) einteilt, ist das Weggroenverfahren in hervorragender Weise fiir eine
verallgemeinerte Formulierung geeignet und daher universell in einem weiten An-
wendungsbereich einsetzbar. IngenieurmifBig anschaulich ist es nicht und es ist stark
mathematisch-mechanisch ausgerichtet, weil hiufig grole Datenmengen zu verarbei-
ten und groBe Gleichungssysteme zu 16sen sind. Dies hidngt natiirlich vom statischen
System und der FE-Modellierung ab.

Baustatisches KraftgréRenverfahren: WeggréRenverfahren:  Ubertragungsmatrizen-
System: verfahrern:
m M, 'E.-"men 1Element | 1Element R
e N ) A .. - t
-.l' f 4|' Unbekannte M, Unbekannte ¢, Unbekarnte ¢ und ¥,
a b "
oder oder oder
Momentenverlauf:
Z - 10 Elemente | 10 Elemente +
S~ N W) T X ?
. * ‘Mnoten T
max M. =0,07q-£" Va
M, = —%q-f : Unbekannte V, Unbekannte wund ¢ Unbskannte wie bei
in den Knaten 1Element
—= 1Unbekannte —= 1bzw. 18 Unbekannte —= 2Unbekannte
Bild 1.1 Unbekannte Grofien beim KraftgroRen-, Weggréfien- und

Ubertragungsmatrizenverfahren fiir ein ausgewéhites Beispiel

Bild 1.1 zeigt beispielhaft die Anwendung des Weggrifienverfahrens. Unbekannte
GroBen sind bei diesem Verfahren die Verformungsgrofien in den Knoten, d. h. beim
untersuchten Biegetrdger die Verschiebung w und die Verdrehung ¢. Pro Knoten tre-
ten also zwei Unbekannte auf. Fiir das Beispiel ergeben sich dann unter Beriicksichti-
gung der geometrischen Randbedingungen eine bzw. 19 Unbekannte. Bei der FE-
Modellierung mit zehn Elementen treten relativ viele Unbekannte auf (19). Vorteil-
haft ist dabei aber, dass keine weiteren Handrechnungen erforderlich sind, weil ver-
fahrensbedingt alle Zustandsgrofen (Biegemomente, Querkréfte, Durchbiegungen,
Verdrehungen) in den Knoten, d. h. praktisch im gesamten Triger, berechnet werden.

Aufgrund des numerischen Aufwandes ist die weite Verbreitung der FEM unter Ver-
wendung des Weggrdfienverfahrens eng mit der stiirmischen Entwicklung leistungs-
fahiger Computer verbunden. Noch bis etwa 1985 war es eine wichtige Aufgabe,
Tragwerke so durch finite Elemente zu modellieren, dass der begrenzte Speicherplatz
ausreichte und Rechenzeiten nicht ausuferten. Heutzutage sind derartige Uberlegun-
gen nur noch bei aulergewohnlichen Tragwerken und Berechnungen von Bedeutung.
Andererseits stellt man haufig bei statischen Berechnungen fest, dass mit iibertriecben
feinen FE-Modellierungen oder ungeeigneten finiten Elementen ,,iiberfliissig viel Pa-
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pier erzeugt wird”“. Wie Bild 1.1 zeigt, kann es durchaus sinnvoll sein, Einfeldtrager
mit einem FEM-Programm zu berechnen, weil vom Programm direkt alle GroBen fiir
die erforderlichen Nachweise ermittelt werden und man mit geringem Aufwand die
entsprechenden Seiten fiir die statische Berechnung ausdrucken kann.

Als drittes Verfahren ist in der obigen Aufzihlung das Ubertragungsmatrizenver-
fahren aufgefiihrt. Es wird auch Reduktionsverfahren genannt und eignet sich fiir
durchgehende Stabziige, wie z. B. Durchlauftrager. Unbekannte des entstehenden
Gleichungssystems sind die unbekannten Schnitt- und Weggréfien am Beginn des
Stababzuges (siehe auch Bild 1.1), so dass sich bei Stiben maximal sieben Unbe-
kannte ergeben. Entsprechend gering ist der Bedarf an Speicherplatz und Rechenzeit.
Man hat mit dem Ubertragungsmatrizenverfahren friiher hiufig Vollwandtrigerbrii-
cken bemessen, da sich selbst bei Durchlauftrigern iiber mehrere Felder nur zwei
Unbekannte ergeben (Haupttriger, Abtragung der Vertikallasten). EDV-Programme,
die dieses Verfahren verwenden, sind heutzutage selten. Es findet sich aber teilweise
in aktuellen FEM-Programmen fiir Stibe und Stabwerke, wobei jedoch zuerst mit
einer relativ groben Einteilung in finite Elemente nach dem Weggrdfienverfahren
gerechnet wird. AnschlieBend werden die einzelnen Stibe meist in fiinf bis zehn Ele-
mente aufgeteilt und detaillierter mit dem Ubertragungsmatrizenverfahren unter-
sucht. Weitere Einzelheiten zu diesem Verfahren finden sich in Abschnitt 3.13.

1.3 Elementtypen und Anwendungsbereiche

Bei Berechnungen mit der FEM werden Tragwerke durch mdglichst zutreffende bau-
statische Systeme (Stabwerke, Platten, Scheiben usw.) idealisiert und dann in geeig-
neter Weise in finite Elemente eingeteilt, s. Bild 1.3. Man unterscheidet:

L|n|ene|emente (Stabelements)

—

Knoten

Magliche Knotenfreiwerte:

» Yerschiebungen u v und w

I s Yerdrehungen ®, bzw. 3, Q und a0

¢, bzw. &
fpz
s Verdrillung 5 bzw. w'"

Bild 1.2 Elementtypen und mégliche Knotenfreiwerte

Flachenelemente

Yolumenelemeant
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a) Stabelemente fir Rahmentragwerke (Stabtragwerke) ¢) Krummlinig berandete
I FEEEEENEEEENEEEEETEEEEEN 2 Flachenelemente flr
= = Stabquerschnitte

b.) Rechteckige Flachenelemente fir das I5Iattenbeulen

Bild 1.3 Beispiele zur Diskretisierung unterschiedlicher Problemstellungen des
Stahlbaus mit finiten Elementen

e Linienelemente (gerade oder gekriimmt)
o Flichenelemente (eben oder gekriimmt)
e Volumenelemente (quaderformig oder mit gekriimmten Oberfldchen)

In Bild 1.2 sind entsprechende Elemente beispielhaft dargestellt. Sofern Stibe oder
Stabwerke untersucht werden, kann es in einigen Anwendungsfillen sinnvoll sein, die
Stabquerschnitte mithilfe der FEM zu untersuchen.

Dabei werden je nach Aufgabenstellung

e Linienelemente (gerade oder gekriimmt) oder
e Flichenelemente (viereckig oder dreieckig, gerade oder gekriimmte Rénder)

verwendet.

Fiir die Berechnung von Tragwerken aus Baustahl werden fast ausschlieBlich Stab-
elemente verwendet (s. Bild 1.3a), die hdufig Bestandteil der folgenden baustatischen
Systeme sind:

einfeldrige und durchlaufende Biegetrager
Stiitzen und ebene Rahmen

ebene und rdumliche Fachwerke
raumliche Stabtragwerke

e Trigerroste

Die hier aufgefiihrten baustatischen Systeme kommen vornehmlich im Hoch-, Indus-
trie- und Anlagenbau vor. Sie erfordern aufgrund unterschiedlicher Beanspruchun-
gen Stabelemente mit bis zu sieben Verformungsgrofen in den Knoten (Knotenfrei-
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werte). Auf die Anzahl der erforderlichen Verformungsgroflen pro Knoten wird in
den Kapiteln 3 und 5 ndher eingegangen.

Stabelemente sind auch fiir die Berechnung von Briicken die iiblichen finiten Ele-
mente. Ob Vollwandtrager-, Fachwerkbalken-, Stabbogen- oder Schrigseilbriicken,
Flachenelemente (Scheiben, Platten, Schalen) werden nur selten verwendet. Ein we-
sentlicher Hintergrund dazu ist, dass die aktuellen Vorschriften fast ausschlieBlich auf
die Berechnung mit Stabtragwerken abgestimmt sind. Hinzu kommt, dass die Genau-
igkeit dieser Berechnungen von Ausnahmen abgesehen vollig ausreichend ist.

Ein durchaus interessanter Anwendungsbereich von finiten Flichenelementen im
Stahlbau ist das Plattenbeulen. Bild 1.3b zeigt beispielhaft den Obergurt eines Stabes,
der fiir die Untersuchung des Plattenbeulens in finite Elemente eingeteilt worden ist.
Das Thema wird in Kapitel 5 behandelt und dort ein rechteckiges Plattenelement fiir
die Berechnung von Eigenwerten und Eigenformen hergeleitet. Ansonsten werden
Flachenelemente bei wissenschaftlichen Untersuchungen und Entwicklungen gezielt
eingesetzt. Da, wie erwihnt, Flichenelemente nur selten und Volumenelemente
praktisch gar nicht im Stahlbau zum Einsatz kommen, soll hier zusammenfassend
Folgendes festgehalten werden:

e Tragwerke des Stahlbaus werden fast ausschlieBlich mithilfe von Stabele-
menten berechnet.

e Es werden unterschiedliche Stabelemente bendtigt, damit alle vorkommenden
Tragwerks- und Beanspruchungsarten zutreffend untersucht werden kénnen.

Finite Elemente fiir die Untersuchung von Stabquerschnitten werden in Kapitel 7
behandelt. Als Beispiel dazu ist in Bild 1.3c die FE-Modellierung eines gewalzten
[-Querschnitts durch krummlinig berandete Flichenelemente dargestellt.

1.4 Lineare und nichtlineare Berechnungen

Lineare Berechnungen (Theorie I. Ordnung) bilden in der Regel gedanklich und rech-
nerisch den Ausgangspunkt. Grundlage sind dabei folgende Annahmen:

e Der Werkstoff verhdlt sich im gesamten Tragwerk linearelastisch, d. h., es gilt
uneingeschrankt das Hookesche Gesetz.

e Der Einfluss von Tragwerksverformungen ist so gering, dass sie vernachlissigt
werden konnen und die Gleichgewichtsbeziehungen am unverformten System
formuliert werden diirfen.

e Strukturelle und geometrische Imperfektionen, d. h. Eigenspannungen, Vor-
kriimmungen und Vorverdrehungen, kdnnen vernachlissigt werden.

Nichtlineare Berechnungen erfordern in der Regel einen hoheren Aufwand als line-
are. Man unterscheidet physikalische und geometrische Nichtlinearititen. Bei der
physikalischen Nichtlinearitat wird die Annahme ,linearelastisches Werkstoffver-
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halten“ aufgegeben und das Plastizieren von Tragwerksteilen beriicksichtigt, weil
dann wirtschaftlichere, d. h. leichtere Konstruktionen ausgefiihrt werden koénnen. So-
fern das Plastizieren nur bei der Tragfdhigkeit der Querschnitte ausgenutzt wird, ist
diese Vorgehensweise der Nachweismethode 2 in Tabelle 1.1 zuzuordnen. Die
SchnittgroBen werden nach der Elastizitdtstheorie berechnet (,,elastische* Tragwerks-
berechnung) und maximal ein Lastzustand zugelassen, bei dem sich ein FlieBgelenk
bildet. Im Gegensatz dazu werden bei der Nachweismethode 3 plastische Tragfahig-
keiten der Querschnitte und des Systems ausgenutzt, d. h. es wird die Ausbreitung
von FlieBzonen oder die Ausbildung mehrerer FlieBgelenke zugelassen.

Wihrend das physikalisch nichtlineare Werkstoffverhalten iiberwiegend aus wirt-
schaftlichen Griinden beriicksichtigt wird, muss die geometrische Nichtlinearitiit
bei stabilititsgefdhrdeten Stahlkonstruktionen unter Sicherheitsaspekten unabdingbar
erfasst werden. Relativ groBe Verformungen fiithren dabei zu groBeren SchnittgroBen
und hoheren Beanspruchungen im Vergleich zu linearen Berechnungen, so dass ent-
sprechende Nachweise zum Biegeknicken, Biegedrillknicken oder Plattenbeulen ge-
fiihrt werden miissen.

Tabelle 1.3  Unterschiede zwischen Theorie I. und Il. Ordnung sowie der geometrisch
nichtlinearen Theorie nach [31]

Theorie I. Ordnung

Geometrisch

'(geometrlsc.h Theorie Il. Ordnung nichtlineare Theorie
lineare Theorie)
Gleichaewicht am unverformten am schwach am stark
9 System verformten System verformten System
Biegeknicken Vierhalten nach

dem Ausknicken
N_'(( )]*_N >N,

et

N h N
Stab unter —;ﬁﬂ"—
Druckbelastung < -

Stabunter | NPl N N, B rvges N
Druck- und A A K

Querbelastung N <= N, N < N, NZ N,
w<h w=h w > h
_ Nichtlineare
v Wirkliche Lineare kinematische Beziehungen kinematische
erzerrungen Bezi
eziehungen
. Aus linearen Aus nichtlinearen kinematischen Beziehungen
Virtuelle . ;
v kinematischen
erzerrungen Beziehungen - linearisiert - - nichtlinear -

Die Unterschiede zwischen der geometrisch linearen und nichtlinearen Theorie wer-
den mithilfe von Tabelle 1.3 erldutert. Bei der geometrisch nichtlinearen Theorie wird
das Gleichgewicht am verformten System formuliert und es werden dabei grof3e
Verformungen beriicksichtigt. Mit dieser Theorie erhédlt man genaue Ldsungen, die
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aber auch einen hohen Rechenaufwand erfordern. Mit der geometrisch nichtlinearen
Theorie konnen sehr groe Verformungen zutreffend berechnet und beschrieben wer-
den, die jedoch im Zusammenhang mit Baukonstruktionen schon aus Griinden der
Gebrauchstauglichkeit i. A. nicht auftreten und daher in der Regel ohne Bedeutung
sind. Im Stahlbau wird daher eine ,,Theorie II. Ordnung® eingesetzt, die eine Nahe-
rung der geometrisch nichtlinearen Theorie darstellt. Dabei werden das Gleichge-
wicht am verformten System formuliert und aufgrund von Linearisierungen nihe-
rungsweise nur méafBige Verformungen beriicksichtigt. Die Skizzen in Tabelle 1.3 ver-
mitteln anschaulich die Unterschiede bei den Verformungen. Dariiber hinaus werden
mit den letzten Zeilen Hinweise fiir theoretische Grundlagen gegeben. Sie beschrei-
ben, wie die Verzerrungen bestimmt werden, wobei Spannungen mit den ,,wirklichen
Verzerrungen* ermittelt werden und die ,,virtuellen Verzerrungen™ zur Formulierung
der virtuellen Arbeit in den Abschnitten 2.4.2 und 4.3 dienen. Die Zusammenhinge
zwischen linearen, linearisierten und nichtlinearen Beziehungen werden in Abschnitt
1.7 veranschaulicht.

Im Zusammenhang mit geometrisch nichtlinearen Berechnungen ist zu erwéhnen,
dass die Nachweise in den geltenden Vorschriften, wie z. B. DIN EN 1993-1-1, auf
einer Linearisierung nach Theorie II. Ordnung basieren. Diese Néherung ist daher die
Grundlage fiir die vorschriftengerechte Ermittlung von Verformungen, Schnittgro3en
und Verzweigungslasten (Eigenwerten). In der Regel sind Berechnungen nach Theo-
rie II. Ordnung im Hinblick auf baupraktische Anwendungsfille ausreichend genau,
da die Verformungen bei Tragwerken aus Stahl normalerweise relativ klein sind. In
seltenen Ausnahmefillen kénnen jedoch auch geometrisch nichtlineare Berechnun-
gen erforderlich sein. Dies ist immer dann der Fall, wenn grof3e oder sogar sehr grof3e
Verformungen auftreten. Beispiele dazu sind Kunstwerke, die sich im Wind bewegen
und bei denen sich die Einzelteile stark verformen.

Zusammenfassend soll hier Folgendes festgehalten werden:

e Nach wie vor wird die Nachweismethode 1 gemil3 Tabelle 1.1 am hiufigsten
verwendet. Fiir die Systemberechnungen wird dabei linearelastisches Werk-
stoftverhalten angenommen, auf dieser Grundlage Schnittgréen und Spannun-
gen ermittelt und dann Spannungsnachweise gefiihrt.

e Vermehrt kommt auch Nachweismethode 2 zum Einsatz, bei der die Trag-
fahigkeit bis zum Erreichen des ersten Flieligelenkes gesteigert werden kann.

e Bei stabilitdtsgefahrdeten Stahlkonstruktionen werden das geometrisch nichtli-
neare Problem linearisiert und die SchnittgroBen nach Theorie II. Ordnung be-
rechnet. Diese Linearisierung wird auch bei der Ermittlung von Verzweigungs-
lasten (Eigenwerten) verwendet.
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1.5 Bezeichnungen und Annahmen

Im Folgenden werden Bezeichnungen und Annahmen zusammengestellt, die fiir
Stabtragwerke benotigt werden. Teilweise gelten sie auch fiir Flichentragwerke und
die FE-Untersuchung von Querschnitten. Zu diesen Themen werden in den Kapiteln
6 und 7 weitere Bezeichnungen und Annahmen ergénzt. Grundlage fiir die Bezeich-
nungen sind DIN 1080 und DIN EN 1993.

Grofien im globalen X-Y-Z-Koordinatensystem

Stabtragwerke werden in Stabelemente eingeteilt, die in den Knoten miteinander ver-
bunden sind. Gemal Bild 1.2 kénnen auch innerhalb der Stabelemente Knoten ange-
ordnet werden (Zwischenknoten). Knoten werden im globalen X-Y-Z-Koordinaten-
system (KOS) durch ihre Koordinaten X, Y und Zx gemiB Bild 1.4 definiert. Darii-
ber hinaus werden auf dieses KOS alle globalen Verformungs- und Lastgréfen in den
Knoten bezogen. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit ist der Index k bei diesen Gré-
Ben in Bild 1.4 weggelassen worden.

0 (Ursprung, Nullpunkt) 0 (Ursprung, Nullpunkt)

/'ﬁ\\

Verformungsgréiien Lastgréien

Bild 1.4 Definition von Verformungs- und LastgréRen im globalen
X-Y-Z-Koordinatensystem

Die Verformungsgroflen im globalen KOS werden durch einen Querstrich gekenn-
zeichnet, der tiber den GroBen steht. Dieser Querstrich wird auch bei Vektoren und
Matrizen verwendet, sofern sie fiir das globale KOS gelten.

Groflen in lokalen x-y-z-Koordinatensystemen

Stabelemente werden auf lokale x-y-z-KOS bezogen und als Stabachse die x-Achse
durch den Schwerpunkt S definiert. Die Achsen y und z sind die Hauptachsen des
Querschnitts. Gemdl Bild 1.5 werden einige Verschiebungs- und Schnittgrofen auf



10

1 Einleitung und Ubersicht

den Schwerpunkt S und andere auf den Schubmittelpunkt M (y = ywm, z = zm) bezo-
gen. Fiir die Wolbkrafttorsion wird eine normierte Wolbordinate m verwendet.

Sta bachse =X

Stabachse x, Hauptachsen y und z, Schwerpunkt S, Schubmittelpunkt M

Bild 1.5

Stab im lokalen Koordinatensystem mit Verschiebungs- und Schnittgréen

Koordinaten, Ordinaten und Bezugspunkte

Definition positiver VerschiebungsgréfRen

X Stablangsrichtung im lokalen KOS
Yy, Z Hauptachsen in der Querschnittsebene (lokales KOS)
) normierte Wolbordinate
S Schwerpunkt
M Schubmittelpunkt
Verschiebungsgrofien
u, v, w Verschiebungen
in x-, y- und z-
Richtung (lokales
KOS)
ox=9 Verdrehung um
die x-Achse 4‘/
¢, =-w'  Verdrehung um B
die y-Achse
¢0,=Vv Verdrehung um
die z-Achse
v =Y Verdrillung der  Bild 1.6
x-Achse

im lokalen KOS

w',v'und 9’ sind Ableitungen der Verschiebungsfunktionen nach x, s. Bild 1.6.
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Spannungen
Ox, Oy, Oz

Txy, Txz, Tyz

Ov

Schnittgrofien

Normalspannungen
Schubspannungen

Vergleichsspannung

-

T
yﬁ/Fléchenelement
des Querschnitts

W

TXZ

Bild 1.7

Positive Spannungen

Bei der iiblichen Definition positiver SchnittgroBBen (Schnittgrofendefinition I) haben
die SchnittgroBen an der negativen Schnittfliche Wirkungsrichtungen, die zu den in
Bild 1.8 festgelegten Richtungen entgegengesetzt sind. Bei der Schnittgrofiendefini-
tion II sind die Wirkungsrichtungen an beiden Schnittfléichen wie in Bild 1.8 defi-
niert. Die beiden SchnittgroBendefinitionen sind in Bild 1.9 fiir einachsige Biegung
mit Normalkraft an einem Stabelement dargestellt. Dabei werden, wie bei der FEM
iiblich, zur Unterscheidung der Stabelemente und Knoten weitere Indizes verwendet.

N

Vy, V,
My, M,
Mx

Mxp, Mis

Mo,

M

Index el:
Index pl:

Index d:

Langskraft, Normalkraft
Querkrifte
Biegemomente

Torsionsmoment
DIN EN 1993: T

priméres und sekundéres
Torsionsmoment
DIN EN 1993: Ty, Tw

Wolbbimoment
DIN EN 1993: B

siche Tabelle 4.1
Grenzschnittgrofe nach
der Elastizititstheorie

GrenzschnittgroBe nach
der Plastizitétstheorie

Bemessungswert (design)

zusatzliche Schnittgréfie M, in M!
Bild 1.8 SchnittgréRen an der positiven

Schnittflache eines Stabes
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Knoten k: Knoten k+1:
Mye.k Yoo 1 « Mye,k+1
4—(T - : l)—l- Ubliche Definition (V2 1)
Ne J; Vae ket Ne a1

W

_Stabelement we

(T

Voarzeichendefinition O

Entgegengesetzte Gleiche
Richtungen! Richtungen!
Bild 1.9 Schnittgréen am Stabelement ,e“ fir einachsige Biegung mit Normalkraft,
SchnittgréBendefinitionen | und Il
Lastgrofien
Jx, Qy, gz Gleichstreckenlasten im lokalen KOS
Fx, Fy, Fz  Einzellasten im globalen KOS
my Streckentorsionsmoment (konstant)
ML Lastwolbbimoment
8
/ \1"
\\\\
y /J/ 2, \A X
Y‘uq///
Miw/’/’ ggf- II\Ji'lr:)Lin M!
q ¥ m by
9
Bild 1.10 Positive Wirkungsrichtungen und Angriffspunkte der lokalen LastgroRen

Querschnittskennwerte

A Flache

Iy, I Haupttragheitsmomente

Io Wolbwiderstand, DIN EN 1993: 1,
It Torsionstrigheitsmoment

Wy, W, Widerstandsmomente
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Sy, Sz statische Momente
im, Iy, I, T GroBen fiir Theorie II. Ordnung und Stabilitét, s. Tabelle 4.1

. I, +1,
p = A polarer Tragheitsradius

Biegeknicken und Biegedrillknicken

Ner ideale Drucknormalkraft (Elastizititstheorie, Eigenwert)

Ler Knicklénge fiir Biegeknicken

€ Stabkennzahl fiir Biegeknicken

Oler Verzweigungslastfaktor des Systems (Eigenwert)

Mery ideales Biegedrillknickmoment (Elastizitatstheorie, Eigenwert)
A Am bezogene Schlankheitsgrade

x> ALT Abminderungsfaktoren (LT: Lateral Torsional Buckling)

Weitere Bezeichnungen und Annahmen

Werkstoffkennwerte (isotroper Werkstoff) und Teilsicherheitsbeiwerte
Elastizitdtsmodul E = 21000 kN/cm?

Schubmodul G=E/(2-(1 +v)) = 8100 kN/cm?
Querdehnzahl, Poissonsche Zahl v =0,3
Wirmeausdehnungskoeffizient o =12-107% je K (fiir T < 100 °C)
Dichte p = 7850 kg/m’

o e < O

Die als Bemessungswerte angegebenen Materialkonstanten sind in der Regel fiir Be-
rechnungen anzunehmen.

G /\
fy o=, Zugversuch
- i
- i 'ﬁ..\
¢ - / »Bruch
s idealplastisch: Oy = f, gy = /%y
fY.Rd | .'I
| ]
| a’
- )
J|i\Iir1F',arelastisr;h: f, ra: Bemessungswert der Streckgrenze
I Ox=E-&x gy’ f,zugeordnete Gleichmaldehnung
[ }
| / .
| . £
s £ o

Bild 1.11 Spannungs-Dehnungs-Beziehung fir Baustahl
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fu

Eu

Eult

™
YF

Streckgrenze

Zugfestigkeit

GleichmaB3dehnung

Bruchdehnung

Beiwert fiir die WiderstandsgroBen (Material)
Beiwert fiir die Einwirkungen (Force)

Die Bezeichnungen fy, fu, €s und ym werden in Bild 1.11 anhand der Spannungs-
Dehnungs-Beziehung fiir Baustahl erldutert. Bei Stabilitdtsnachweisen in Form von
Querschnittsnachweisen mit Schnittgrofen nach Theorie II. Ordnung ist bei der
Ermittlung der Beanspruchbarkeit von Querschnitten der Wert ym = 1,1 anzusetzen, s.
auch Abschnitt 5.1.2.

Matrizen und Vektoren

s SchnittgroBenvektor

K Steifigkeitsmatrix

G geometrische Steifigkeitsmatrix
v VerformungsgrofBenvektor

p LastgroBenvektor

Index e: Element

Ein Querstrich iiber den Matrizen und Vektoren weist darauthin, dass sie fiir das glo-
bale Koordinatensystem (X, Y, Z) gelten.

Annahmen und Voraussetzungen

Sofern nicht anders angegeben, gelten folgende Annahmen und Voraussetzungen:

Es wird ein linearelastisches-idealplastisches Werkstoffverhalten gemil3 Bild
1.11 vorausgesetzt.

Auftretende Verformungen sind im Sinne der Stabtheorie klein, so dass geo-
metrische Beziehungen linearisiert werden kdnnen.

Die Querschnittsform eines Stabes bleibt bei Belastung und Verformung erhal-
ten.

Fiir zweiachsige Biegung mit Normalkraft werden die Bernoulli-Hypothese
vom Ebenbleiben der Querschnitte vorausgesetzt und der Einfluss von Schub-
spannungen infolge von Querkriften auf die Verformungen vernachlissigt
(schubstarre Stibe).

Bei der Wolbkrafttorsion werden die Wagner-Hypothese vorausgesetzt und
der Einfluss von Schubspannungen infolge des sekundiren Torsionsmomentes
auf die Verdrehung vernachldssigt.
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1.6 Grundlegende Beziehungen

Verschiebungen (lineare Stabtheorie)

Wie bei Staben allgemein iiblich sind y und z die Hauptachsen des Querschnitts und
o ist die normierte Wdlbordinate, [12]. Die Langsverschiebung us bezieht sich auf
den Schwerpunkt S und die Verschiebungen vm sowie wm beschreiben die Verschie-
bung des Schubmittelpunktes M. Fiir die Stabldngsverschiebung u eines beliebigen
Querschnittspunktes gilt folgende Beziehung:

U=ug—y- @, +z ¢, —o-y (1.1)

Der erste Anteil ist die Verschiebung infolge einer Normalkraftbeanspruchung, der
zweite und dritte resultiert aus den Biegemomenten und stellt die Verschiebung auf-
grund von Querschnittsverdrehungen @y und ¢, dar. Dabei kdnnen mit Gl. (1.1) nur
Verschiebungen erfasst werden, bei denen der Querschnitt eben bleibt. Der vierte An-
teil erfasst die Stabldngsverschiebung aus Torsionsbeanspruchungen in Abhingigkeit
von der Verdrillung . Bild 1.12 veranschaulicht die mit Gl. (1.1) verbundenen
Verformungen u des Querschnitts fiir positive Grofen @y, ¢, und y.

Biegung um die y-Achse Biegung um die z-Achse Torsion

47 Up =Zp - @y 'T?:pz Up =—¥p Pz ‘L Up = —0p -\

z Z Hauptachse z y: Hauptachse z @ normierte
Wdlbordinate

Seitenansicht:

“Up =Yp -SiNQ; = Yp -,

—Up =2Zp - SiNgQ, =2p -y
z

Bild 1.12 Langsverschiebung u eines Punktes P infolge zweiachsiger Biegung und
Torsion
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Die Verformungen v und w in der Querschnittsebene ergeben sich aus der Verschie-
bung des Schubmittelpunktes M sowie aus zusitzlichen Verschiebungsanteilen, die
aus der Verdrehung 3 resultieren, s. Bild 1.13:

v=vy —(z-2zy)-9 (1.2)
w=wy+(y—yy) 9 (1.3)

_} Ve 3)=(¥r yu) Vo Yu)=H '[GOS(B &) COS[:}]
Additionstheorem: cos((i + 3)=cos}-cos3 —sinfi-sin3
S vu(8)=r, [ -sinp-sin9 - cosp(1- coss]]

==(2ze —2)-sin8—(¥p — ¥y )-(1-cos8)
4—<_—IM =—(zp—2,) 9

Yo Yu Wt vz Wo(9)=(Z, 2,) (2, 2,)=r[sin(B19) sinp]
=Tp -OSf3 Additionstheorem: sin(B+38)=sinp-cosd+cosp-sind
=w.(9)=1, -[cosﬂ-sinﬂ—sinﬂ-ﬂ—cosﬂ}]

<P — =(¥p —¥y)-sin8—(z, —z,)-(1-cos9)
Z, —Zy, =0, -sin(f+9) = (Yo - ).q
=Are mJjo

Zp — 2y

=1, -sinp

Ve = Vi T VR(8) = vy —(zp —2)- 8

wp(9) }_,|. |

~vp(8) A Yp — Yy =l -cos(p+8)

W =Wy T WL () =w, {YP YM)'S

Bild 1.13 Verschiebungen v und w eines Punktes P

Verzerrungen (lineare Stabtheorie)

Die Verzerrungen werden durch geometrische Beziehungen mit den Verschiebungs-
grofien verkniipft. Nach [12] gelten fiir die lineare Stabtheorie die nachstehenden Be-
ziehungen, wobei fiir die Verschiebungen die Gln. (1.1) bis (1.3) beriicksichtigt wer-
den. AuBerdem gilt wegen der Vernachlissigung sekundirer Schubverformungen
Vi =9, Wy =—¢, und y=9".

8x=%=ué—Y'@;+Z'¢;—®'9" (1.4a)

sy:@:O (1.4b)
oy
ow

82:5:0 (1.4¢)
_au

ov 0 ,
Yy ay+ax{—(z—zM)—a‘;°]s (1.4d)
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ou ow o
=—+—= - -— |- ¥ 1.4
YXZ 82 aX ‘:(y yM) GZ:| ( e)
ov Oow
V= +——=-9+98=0 (1.49)
1574

Werkstoffgesetz und Spannungen

Mit dem Werkstoffgesetz wird der Zusammenhang zwischen Spannungen und Verzer-
rungen beschrieben. Unter Vernachlissigung der Querdehnungen ergeben sich mit
dem Hookeschen Gesetz, also dem Materialgesetz fiir isotropes, linearelastisches
Werkstoffverhalten, und den Verzerrungen der Gln. (1.4) folgende Spannungen:

GX:E~sx:E~(u's—y-go’z+z-(p'y—oa~8") (1.5)
o | .,
rxy=G-vxy=G-{—(z—zM>—ay]9 (1.6)
oo | .,
TXZ:G.'YXZ:G. (y_yM)_i 8 (17)
0z
Schnittgrofien

Die Spannungen kénnen zu resultierenden SchnittgroBen zusammengefasst werden.
Dabei ist zu beachten, dass die Normalkraft und die Biegemomente im Schwerpunkt
angreifen, wihrend die Querkrifte, die Torsionsmomente und das Wolbbimoment im
Schubmittelpunkt wirken, vgl. Bild 1.8.

Tabelle 1.4  SchnittgréRen als Resultierende der Spannungen

Bedingung  Schnittgrofie Definition

ZFX -0: Normalkraft N = J-O'X -dA
A

Zvy —0: Querkraft Vy = | 1y -dA
A

ZVZ =0: Querkraft V, =

A

Y'M, =0: Torsionsmoment M, = I[sz (Y=Ym) =Ty (2-2y )J -dA =M, + M,
A
{

ZMy —0: Biegemoment M, = | oy -z-dA
>'M,=0: Biegemoment M, = —_[ o, y-dA
A

Wolbbimoment M, = [0, -©-dA
A
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Aufteilung der linearen Theorie schubstarrer Stéibe in vier Teilprobleme

In Tabelle 1.5 sind vier Teilprobleme — zweiachsige Biegung mit Normalkraft und
Wolbkrafttorsion — der linearen Theorie schubstarrer Stibe zusammengestellt. Die
Tabelle enthilt eine Zuordnung der Lastgroflen, Verformungen und SchnittgroBen
sowie Angaben zum Gleichgewicht am Stabelement und zur Normalspannung ox.

Tabelle 1.5 Aufteilung der linearen Stabtheorie nach [12]

»,Normal- ,Biegung um die | ,Biegung um die I
kraft” z-Achse” y-Achse” »Torsion
LastgroRen |q,; F, ay; Fyi My g, F My My Myrs Mg
Verfor- u=ug V=Vy W =Wy 9
mungen U=-y-viy u=-z-wjy u=-0-9
v=—A2-2y)9
W = (y ~ym)- 9
Schnitt- N M, M, M,
gréfen v, v, M, =My, +M,q
Gleich- N' = —q, M, = -V, M, =V, Mi, =Mys
gewicht V) =-q, V: =-q, M, =-m,
M
Ox= E —& -y _y. z & )
A l, ly I,
=E-us =—E-y-vjy - E-z-w, =-E o9
1.7 Linearisierung

Wie im Abschnitt 1.4 erldutert, wird das Gleichgewicht bei geometrisch nichtlinearen
Berechnungen am verformten System formuliert. Dabei entstehen fiir die Beschrei-
bung von Verformungen und den damit zusammenhéngenden Verzerrungen nicht-
lineare Beziehungen in Form von trigonometrischen Funktionen. Allgemein lassen
sich diese nach [4] durch folgende Reihen entwickeln, was beispielhaft an einer Ver-
drehung ¢ veranschaulicht wird:

305 7
no=o_2 9 ¢ 1
sing =@ 3!+5! 7!+..., || < 0 (1.8)

2 4 6

1 9 e @&
cosp=1 2!+4! 6!+.., || < 0 (1.9)

Bei der Theorie II. Ordnung werden die auftretenden geometrischen (trigonometri-
schen) Beziehungen zur Beschreibung der Verformungen linearisiert, so dass die
Theorie damit ein Gleichgewicht am ,,schwach® verformten System widerspiegelt, s.
Tabelle 1.3. Definitionsgemdll werden als Néherung bei der Formulierung entspre-
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chender Gleichgewichtsbeziehungen hdchstens zweifache Produkte der Verformun-
gen beriicksichtigt, so dass im Sinne der Linearisierung maximal quadratische Terme
einer Verformung auftreten:

sing =@ (1.10)

2
coscpzl—% (1.11)

Da von kleinen Verformungen ausgegangen wird, entstehen durch die hoheren Rei-
henglieder Ausdriicke, die im Hinblick auf die Genauigkeit von untergeordneter Be-
deutung sind. Bei linearen Formulierungen (vgl. Tabelle 1.3) werden die trigo-
nometrischen Beziehungen stets durch das jeweils 1. Reihenglied beschrieben:

sing =@ (1.12)

cosp =1 (1.13)
In den Abschnitten 2.4.2 und 4.3 wird das Gleichgewicht fiir Stibe mithilfe des Prin-
zips der virtuellen Arbeiten formuliert. In den entstechenden Arbeitsgleichungen
werden entsprechende Linearisierungen vorgenommen. Um hierzu einen Uberblick
zu verschaffen, soll am Beispiel der inneren virtuellen Arbeit infolge der Normal-

spannungen an dieser Stelle vorab die Linearisierung verdeutlicht werden. Gemaf3
Abschnitt 2.4.2 leisten die Normalspannungen an den virtuellen Verzerrungen Arbeit:

6\Nint(cyx) :_J.J.SSX O -dA-dx :_J.J.ng 'E'SX -dA-dx (1.14)
x A x A

Die Dehnung einer Faser in der verformten Lage kann nach Abschnitt 4.3 und den
Gln. (4.28) bzw. (4.29) durch folgende kinematische Beziehung beschrieben werden:

e, =VI+2u +u? +v2 +w? —1 Eu'+%(v’2 +w'2) (1.15)

Die in Gl. (1.15) vorgenommene Néherung erfolgt mithilfe einer Reihenentwicklung
fiir die Wurzel und der Beriicksichtigung von Reihengliedern, die entsprechend der
vorherigen Ausfithrungen zu maximal zweifachen Produkten der Verformungen fiih-
ren, vgl. auch GI. (1.9) mit (1.11). Es handelt sich somit um eine linearisierte kine-
matische Beziehung. Die lineare Beziehung wird durch den linearen Anteil der GI.
(1.15) beschrieben:

g, =u (1.16)

Die virtuellen Verzerrungen 8ex ergeben sich aus der 1. Variation der Gln. (1.15)
bzw. (1.16). Da fiir die Variationsrechnung die Regeln der Differentialrechnung gel-
ten, ergibt sich mit der Produktregel:

e, = 8u'+ (V- v/ +dw'- w') (1.17)
de, = du’ (1.18)
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Wie bei den wirklichen Verzerrungen handelt es sich in GI. (1.17) um die linearisierte
und in GI. (1.18) um die lineare Beschreibung der virtuellen Verzerrungen.

Gemil Tabelle 1.3 werden bei der Theorie I. Ordnung (lineare Theorie) die wirkli-
chen und virtuellen Verzerrungen durch die linearen kinematischen Beziehungen
nach GI. (1.16) bzw. (1.18) beschrieben, was mit Gl. (1.14) zur folgenden inneren
virtuellen Arbeit der Normalspannungen fiihrt:

SWiy(c,)=—[ [du"-E-u'-dA-dx (1.19)
XA

Im Hinblick auf die Theorie II. Ordnung wird nach Tabelle 1.3 fiir die wirklichen
Verzerrungen der lineare Zusammenhang nach Gl. (1.16) beriicksichtigt, wahrend fiir
die virtuellen Verzerrungen der linearisierte Ausdruck nach Gl. (1.17) genutzt wird.
Die innere virtuelle Arbeit nach Gl. (1.19) ergibt sich damit zu:

SWiy(0,) =—[ [ 8¢, -0, -dA-dx
XA

:—II[SU'+(8V'-V'+SW’-W')]-GX -dA -dx
XA

1.20
=—_”[8u'-cx+(8V'-V’+8W'~W')-GX]-dA-dx (1:20)
x A

=—'”[SU'-E-u'+(8v’~v’+8w'~w')-6x]~dA-dx
XA

Mit Gl. (1.20) wird deutlich, dass die gewihlte Vorgehensweise erneut zu maximal
zweifachen Produkten der Verformungen fiihrt. Wiirden fiir die wirklichen Verzer-
rungen ebenfalls linearisierte (und nicht lineare) Ausdriicke beriicksichtigt, hétte dies
hohere Produkte der Verformungen zur Folge, die im Sinne der Theorie II. Ordnung
keine Beriicksichtigung fédnden. Im Vergleich zu Gl. (1.19) (der Theorie I. Ordnung)
sind in Gl. (1.20) zusédtzliche Anteile entstanden, die von den Normalspannungen ox
abhingen. Da im Zusammenhang mit den wirklichen Spannungen ox die linearen
Verzerrungen definiert sind, handelt es sich dabei formal um den Spannungszustand,
der der Theorie I. Ordnung entspricht. Im Zusammenhang mit Abschnitt 4.3 wird
deutlich, dass sich durch Ldsen der Flachenintegrale dA in Gl. (1.20) entsprechende
Schnittgrofen ergeben, die dann auch nach Theorie I. Ordnung in die entstehende
Steifigkeitsbeziehung (geometrische Steifigkeitsmatrix) der Theorie II. Ordnung ein-
flieBen.
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1.8 Software/Downloads

Fiir die Berechnungsbeispiele in dem vorliegenden Buch und fiir ergéinzende Untersu-
chungen wurden im Wesentlichen folgende EDV-Programme angewendet:

e FE-STAB

e FE-Rahmen

e FE-Beulen

e FE-STAB-FZ
e QSW-FE

e QSW-FEML

Hierbei handelt es sich um Programme, die von wissenschaftlichen Mitarbeitern des
Lehrstuhls fiir Stahl-, Leicht- und Verbundbau der Ruhr-Universitdt Bochum von
1998 bis 2012 erstellt wurden. Informationen zu FE-STAB, FE-Rahmen, FE-Beulen
und vielen weiteren Programmen finden sich auf www.ruhr-uni-bochum.de/stahlbau
und www.kindmann.de. Sie stehen dort auch zum kostenlosen Download zur Ver-
fligung. Erlauterungen zum Programm FE-STAB-FZ finden sich in Abschnitt 10.7.2.
Fiir Hinweise zu den Programmen QSW-FE und OQSW-FE ML wird auf [37] verwie-
sen.

Zu Vergleichszwecken und fiir weiterfithrende Untersuchungen sind auch Berechnun-
gen mit den folgenden Programmen durchgefiihrt worden:

e RSTAB Ing.-Software Dlubal GmbH, Tiefenbach

e RFEM Ing.-Software Dlubal GmbH, Tiefenbach

e BTII Friedrich + Lochner GmbH, Stuttgart

e DRILL FIDES DV-Partner GmbH, Miinchen

e ABAQUS ABAQUS, Inc., Providence, Rhode Island, USA
e ANSYS ANSYS, Inc., Canonsburg, Pennsylvania, USA
e SOFiSTiK SOFiSTiK AG, Oberschlei3heim

e LTBeam cticm, St Rémy les Chevreuse, Frankreich

e [EBPlate cticm, St Rémy les Chevreuse, Frankreich

Die Programme LTBeam und EBPlate stehen zum kostenlosen Download zur Ver-
fligung, s. www.cticm.com.

Anmerkung: Das Buch ,,Kindmann/Frickel: Elastische und plastische Querschnitts-
tragfahigkeit™ [12] steht unter www.kindmann.de zum kostenlosen Download zur
Verfiigung.



