17
Differentialrechnung mehrerer Variabler

In diesem Abschnitt behandeln wir die Differentialrechnung von Funktionen mit
mehreren unabhéngigen Verdnderlichen. Die Funktionswerte mogen dabei Ska-
lare oder allgemeiner Vektoren in einem endlichdimensionalen, normierten Vek-
torraum sein.

Wie auch bei Funktionen f: D — R in einer Variablen, d.h. D C R, geht der
Differenzierbarkeit von Funktionen in mehreren Veranderlichen die Stetigkeit
voraus, die wir im ersten Band in Abschn. 9.1 allgemein definiert hatten. Wie in
Definition 9.6 kann die Stetigkeit als Folgenstetigkeit definiert werden. Ist D C R”
und f: D — R, dann heifit f stetig an einem inneren Punkt x9 € D, wenn

lim f(x) = f(x°)

X=X

fiir alle gegen x° konvergenten Vektorfolgen aus D gilt. Das e-§-Kriterium (Satz
9.7) der Stetigkeit lautet

Ve>0: 36>0: VaeD: |lxa—agn <8 = [ fx) = f@&O)|gm <&,

wobei wir an den Normen die jeweiligen Rdume notiert haben. Verwenden wir
in R” und R™ jeweils die euklidische Norm (in endlichdimensionalen Raumen
sind alle Normen dquivalent), dann lautet das e-3-Kriterium

Ve>0: 36>0: VxeD:

y 1/2 m 1/2
<Z (xi—x?)2> <5 = < (fi(x)_fi(xo))2> <é.
i=1 i=1

Mehr noch als im Fall von reellen Funktionen einer Verdnderlichen ist der Nach-
weis der Stetigkeit einer Funktion mehrerer Variablen mit Hilfe des e-§-Kriteri-
um eine Kunst, die in der Regel nur fiir sehr einfache Funktionen gelingt.

Als einfaches Beispiel soll uns die Funktion f: R?> — R aus Beispiel 17.7,

Xy

Flx, y)= (x2+y2)2;
0; x=0

x#0,
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dienen, wobei wir & = (x, y)T geschrieben haben. Diese Funktion ist im Punkt
x0 = (22, yO)T = 0 nicht stetig, was wir mit dem Folgenkriterium zeigen wollen.
Der Funktionswert bei x° ist nach Definition f(x°) = f(0) = 0, aber fiir die Folge

X, = <1/n> ,
1/n

die offenbar gegen x° = 0 konvergiert, folgt

fx,) = XnYn n2 n 15
) =

5= S =S =70 — o, (n—> o).
Al (hen) M

In Abschn. 9.2 des ersten Bandes haben wir den Ableitungsbegriff sowohl fiir
skalare, wie auch fiir vektorwertige Funktionen einer reellen Variablen kennen-
gelernt.

Ist f: R D D — R eine skalare Funktion, so ist die Ableitung an einem inne-
ren Punkt x, des Definitionsbereichs D, vgl. Definition 9.1, definiert durch den
Grenzwert

fl(xo) .= lim M.

X% X — xO
Dieser Wert gibt die Steigung der Tangente an den Funktionsgraphen

graph(f):={(x, f(x))" : x € D}

im Punkt (x,, f(xy))T an.

Ist f: R D> D — R nun eine vektorwertige Funktion einer skalaren, unabhén-
gigen Variablen x, also f = (f}, ..., f,,)', so lisst sich die Ableitung (bei gleicher
Definition wie oben) einfach komponentenweise berechnen:

Fl@o) = (fl@o), s fl(x0) "

Geometrisch beschreibt die Ableitung f”(x,) in diesem Fall den Geschwindig-
keitsvektor der Kurve x — f(x) im Punkt x,. Die unabhidngige Variable wird
hierbei als Zeit interpretiert.

Fiir die Ubertragung des Ableitungsbegriffs auf Funktionen mit mehreren un-
abhéngigen Variablen ist diese Interpretation jedoch nicht sinnvoll. Die unab-
héngige Variable x spielt dann eher die Rolle eines Ortsvektors. Dagegen ist die
folgende Interpretation der Ableitung f”(x,) in diesem Fall niitzlich:

Ist f: R D D — R eine skalare, differenzierbare Funktion und ist x, € DO ein
innerer Punkt des Definitionsbereichs D, so ist f’(x,) die eindeutig bestimmte
Zahl a € R, fiir die die affin-lineare Funktion (Tangente) £(x) := a(x — %) + f(x)
die Funktion f in der Ndhe von x, ,am besten“ approximiert, d. h., genau fiir
a= f'(x) gilt

I f@) =) o fx) = flxg) —alx —xp)
im = lim =

0.
x=xg  |x— x| X=X % — %




17.1 Partielle Ableitungen

Mit Hilfe des Landau-Symbols, vgl. Definition 9.20, lésst sich diese Beziehung
auch folgendermaflen schreiben:

f&) = fxg) — alx — xg) = o(x — xp) -

Diese Charakterisierung der Ableitung f” (%) ldsst sich nun ohne groflen Miihe
auch auf Funktionen mit Vektorargumenten tibertragen.

Bevor wir diesen Weg in Abschn. 17.2 weiter verfolgen werden, sehen wir uns
zunichst eine andere, naheliegende Vorgehensweise an. Hierbei friert man zur
Differentiation nach dem Vektor # € R” alle Komponenten von « bis auf eine
Komponente ein und differenziert nun nach dieser verbliebenen skalaren Varia-
blen x;. Auf diese Weise erhilt man nun #n verschiedene Ableitungen, namlich fiir
jede der Variablen x;, i = 1, ..., n, nach denen differenziert wird. Welche Bedeu-
tung haben diese partiellen Ableitungen und in welchen Zusammenhang stehen
sie zu der oben beschriebenen Approximationseigenschaft an die Funktion f?

17.1 Partielle Ableitungen

Gegeben sei eine Funktion f: R” > D — R in # Variablen (x;, ..., x,).

Halten wir alle Variablen x;, ..., x;_; und x;,4, ..., x,, fest und differenzieren
nun nach der verbleibenden Variablen x;, so ergeben sich die partiellen Ablei-
tungen von f.

Definition (17.1)
Sei D C R” offen, f: D - Rund «° € D.

a) f heif3t in x° nach der i-ten Koordinate x; partiell differenzierbar, falls der

Grenzwert

9f o . f(x0+tei) - f(&%

—(x") :=lim

axl‘ t—0 t

0 0 0 0 0 o
_ lim Fa?+e,40) = f (9,40, ...,40)
t—0 :

existiert. e; bezeichnet hierbei den i-ten Einheitsvektor, i = 1, ..., n.

Der Grenzwert g—;(xo) heifst die partielle Ableitung von f nach der Varia-
blen , im Punkt 4% € D, vgl. Abb. 17.1,

b) Ist f in allen Punkten x° € D partiell differenzierbar nach «;, so heifit f par-
tiell differenzierbar nach der Koordinate x; und g—’{ bezeichnet die Abbil-

i

dung x° g—;(xo).

Trifft dies ferner fiir alle Koordinaten x;, i =1, ..., n,zu, so heifit die Funkti-
on f partiell differenzierbar.
Sind dartiber hinaus sémtliche partiellen Ableitungen g—i, i=1,...,n auf

dem Definitionsbereich D stetig, so heifit f stetig partiell differenzierbar,
oder eine C!-Funktion auf D.
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Abb. 17.1 Partielle Ableitungen einer Funktion z = f(x, y).

Bemerkungen (17.2)
a) g—}{(xo) ist gerade die iibliche eindimensionale Ableitung der ,partiellen”

Funktion

x> f(ad o Lx o x))

an der Stelle x?.
b) Sind die Funktionen f und g auf der offenen Menge D C R” partiell differen-
zierbar, so gelten die {iblichen Differentiationsregeln:

a%i (af(x)+ pgx) = ag—é(x) +ﬁ:—i<x), a, PER,

9 _ . 9%
a_xi(f () - g(x)) = axi(x) gx) + f(x) axi(x),

0 0
L () g f)- )

0 (f®Y) _ 9« 0%,
E@my' 2 » EWF0.

¢) Fir die partielle Ableitung g—}{(x) sind auch die Bezeichnungen D; f(x°) und
fx’,(xo) gebriuchlich. '



17.1 Partielle Ableitungen

Beispiele (17.3)
a) Die Funktion f: R? - R mit f(x, y, z) ;= 3xz+ y sin(x) + ze” ist auf R stetig
partiell differenzierbar mit
0 0 0
% =3z + ycos(x), % = sin(x) + ze” , é =3x+¢e’
b) Der Schalldruck einer raumlich eindimensionalen Schallwelle ist gegeben
durch die Funktion

p(x, t):=Asin(ax — wt) .

Die partielle Ableitung 3—‘; = aA cos(ax — wt) beschreibt dann zu einem fes-

ten Zeitpunkt ¢ die értliche Anderung des Schalldrucks. Analog beschreibt

g—f = —wA cos(ax — wt) an einem festen Ort x die zeitliche Anderung des

Schalldrucks.

¢) Die Zustandsgleichung eines idealen Gases lautet pV = RT. Dabei ist p der
Druck, V das Volumen und T die (absolute) Temperatur des Gases. Ferner
bezeichnet R die universelle Gaskonstante.
Jede der drei Grof3en p, V und T lédsst sich vermoge der obigen Zustandsglei-
chung als Funktion der beiden anderen Variablen auffassen:

RT RT 14
p=pV.T)="-, V=V(pD==, T=T(p V)=
)4 R

Durch Berechnung der zugehorigen partiellen Ableitungen und unter Ver-
wendung der Zustandsgleichung lasst sich folgern:

oV op _ oV
dp oT  oT '

Definition (17.4)
Sei D C R” offen, f: D — R seiim Punkt x° € D (nach allen Koordinaten) partiell
differenzierbar. Der Vektor

of of o\
Vi) = -—==(%,..,—2Z@x°
f&7) <0x1 (=) o (x )>
heif3t der Gradient der Funktion f im Punkt x°.
Dabei wird der symbolische Vektor V := (%, e %)T Nabla-Operator ge-
1 n

nannt. Er ist nach der Form eines hebridischen Musikinstrumentes benannt.

Fiir den Gradienten ist mitunter auch die Schreibweise grad f (x°) := V £ (x%)T
als Zeilenvektor gebrauchlich. Wir werden im Folgenden beide Schreibweisen
verwenden.
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Bemerkung (17.5)
Sind die Funktionen f,g: R” D D — R auf der offenen Menge D partiell diffe-
renzierbar, so gelten die folgenden Differentiationsregeln:

Viaf +Bg) =aVf+pVg
V(if-9=g-Vf+f Vg
v<i> _gVf-f-Vg

g g

Beispiele (17.6)
a) Fir die Funktion f(x, y):=€* - sin ¥ erhilt man

, gx)#0.

V f(x, y) = (" sin y, e* cos y)T = e*(sin y, cos y)T .

b) Es bezeichne r(x):=||x]||,:= \/x% + x% + ...+ x2 die euklidische Norm des
Vektors x. Durch Differentiation ergibt sich

‘)r—Lzﬁ, x£0
r

xS
! 2 X+ x

und damit Vr = %, x#0.
¢) In Verallgemeinerung des Beispiels b) erhdlt man mittels der Kettenregel fir
keZz:

Vrk = krk'Vr = k¥ 2x, x#0.

d) Wir betrachten zwei Korper (Satellit und Erde) mit den Massen m und M. Der
kleine Kérper befinde sich in x € R3 \ {0}, der grofie Kérper im Ursprung.
Beide Korper werden durch die Gravitation angezogen. Das Gravitations-
kraftfeld, dass auf den Korper in x wirkt, ist gegeben durch K = —ymMax /r3.
Dabei ist y die Gravitationskonstante. Aufgrund der Beziehung c) sehen wir
nun, dass es eine Funktion @ gibt, ndmlich O(x) :=ymM/r, fir die VO = K
auf R3 \ {0} gilt. Man sagt, @ ist ein Potential fiir das Gravitationsfeld K.

Erstaunlicherweise lassen sich jedoch nicht alle Eigenschaften der Differential-
rechnung einer Variablen ohne Weiteres auf den Fall partieller Ableitungen von
Funktionen mehrerer Verdnderlichen iibertragen. So geniigt beispielsweise die
partielle Differenzierbarkeit i. Allg. nicht, um hiermit die Stetigkeit einer Funkti-
on f(x,...,x,) garantieren zu kénnen. Man vergleiche dagegen Satz 9.23a) fiir
Funktionen einer Variablen.

Beispiel (17.7)
Sei die Funktion f: R? — R, gegeben durch

_*y
Fo =] G2+ PP
0, fir (%, y) =(0,0),

fir (x, ) # (0,0)
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f ist auf ganz R? partiell differenzierbar mit f,(0,0) = f,(0,0) = 0, sowie

of y P
ox (24922 (a4 923
af x xy>

= —4
ay ¥+ (x4 )3

fir (x, y) # (0, 0).

Andererseits ist die Funktion f aber in (xg, y9) = (0,0) nicht stetig! Wir
haben bereits zu Anfang des Kapitels gesehen, dass der Grenzwert der Folge
f(1/n,1/n) fir n - oo die Unstetigkeit in (x, yo) = (0, 0) zeigt.

Um aus der partiellen Differenzierbarkeit einer Funktion auf deren Stetigkeit
schlieflen zu konnen, benétigt man eine zusétzliche Eigenschaft, beispielsweise
die Beschranktheit aller partiellen Ableitungen dieser Funktion. Diese Bedingung
ist gerade in Beispiel 17.7 verletzt!

Satz (17.8)
Ist f: R” D D — R in einer Umgebung eines inneren Punktes x° € D par-
tiell differenzierbar und sind die partiellen Ableitungen Z—J{, i=1,...,n dort

beschrinkt, so ist f im Punkt x° stetig.

Beweis.
Zu einem hinreichend kleinen & > 0 und || — x°|| , < & bilden wir:

f@®) = f&) = [fGr,ox) = f (%50 5,1, %0 )]
+[f (e, 80) = f (35,20, a0)]

+[f (enad, o a) = £ (69,49, ..,20)] .

Fiir jede der obigen Differenzen betrachten wir f als Funktion nur einer Varia-

blen, nédmlich: f(xy, ..., %, 1, - ), f&1,-os %y 0y =20, 0, fC, 20,0, &0).
Alle diese partiellen Funktionen einer Variablen sind nach Voraussetzung diffe-
renzierbar und damit auch stetig in der Nahe von x%, j = n,n — 1, ..., 1. So-
mit ldsst sich auf die obigen Differenzen jeweils der erste Mittelwertsatz, vgl.
Satz 10.8, anwenden und man erhélt mit geeigneten Zwischenstellen &, ..., {,:
0,_ 9 0
f@) = f@) ===, ....%,.1,&,) (x,—x))
ox,,
of
+— , (%15 oo ®yp s 60) (2,1 —2%_))
n—
of
+ o (&1,%9, .., 2%) (%7 —49) .
X1
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Nun sind die partiellen Ableitungen nach Voraussetzung in der Umgebung
lx — x°||, < & beschriankt: Man erhilt daher aus der obigen Relation eine Ab-
schatzung der Form:

| fx) = f& < Cplwy =20+ ...+ C, |5, — &0 .

Daher folgt f(x) — f(«°) fiir ||x — x°||, — 0, also die Stetigkeit von f in x.
[

Bemerkung (17.9)

Die Voraussetzungen des Satzes 17.8 sind erfiillt, falls f stetig partiell differen-
zierbar ist. Die partiellen Ableitungen g—f, i=1,...,n sind dann namlich auf-

grund der Min-Max-Eigenschaft von stetigen Funktionen, vgl. Satz 9.13, auf ei-
nem Kompaktum ||x — x°|| , < & beschrinkt!
Stetig partiell differenzierbare Funktionen sind mithin immer auch stetig.

Hohere Ableitungen

Definition (17.10)

Eine skalare Funktion f sei auf einer offenen Menge D C R” partiell differenzier-
bar. Die partiellen Ableitungen sind dann selbst wieder Funktionen = f :D >R,

und wir kdnnen uns fragen, ob diese wiederum partiell dlfferen21erbar sind. Ist
dies der Fall, so erhalten wir hiermit die partiellen Ableitungen zweiter Ord-
nung der Funktion f.

Induktiv definieren wir fiir iy, ..., iy € {1,...,n}:

Pf _ o (9f

ok k-1
f = L # , k Z 2 .
ox; 6x axil 0x; ox; . axil

Lg-1 ig-1°

Die Funktion f heifit k-fach partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ablei-
tungen der Ordnung k

ak
f =D. D.

0x; 0x;,_ ... 0x; T e
k-1 1

Dilf:fxil""xik’ {il,...,ik}c{l, ...,I’Z}

gemaf3 der obigen Definition auf D existieren.

Sind diese partiellen Ableitungen zudem alle stetig, so heifst die Funkti-
on f k-fach stetig partiell differenzierbar, oder eine CX-Funktion auf D,
k=1,2,3...

Dariiber hinaus werden stetige Funktionen iiblicherweise auch als C?-Funk-
tionen bezeichnet. Ferner heifien Funktionen, die beliebig oft stetig partiell dif-
ferenzierbar sind, C*°-Funktionen.



17.1 Partielle Ableitungen

Fiir C2-Funktionen ist die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen zweiter
Ordnung berechnet werden, unerheblich. So erhélt man beispielsweise fiir die
Funktion f(x, y):=x3sin y + x*y?

92

f( y) = —x(xscosy+2x4y)=3x2cosy+8x3y
azf 2 o 3,2 2 3
ayax(x,y)za(ax sin y +4x°y“) =3x"cos y + 8x°y .

Tatséchlich ist aber die Stetigkeit der partiellen Ableitungen hierbei eine unent-
behrliche Voraussetzung.

Satz (17.11): Vertauschbarkeitssatz von Schwarz"
Ist f: R” D D — R eine C?-Funktion auf der offenen Menge D, so gilt fiir alle
iLjell,...,n}

> f > f
= , VYxeD.

Beweis.

Da fiir die Aussage des Satzes offenbar nur die Koordinaten x; und x; eine Rolle

spielen, gentigt es, 0. B.d. A. den Fall # = 2 sowie i = 1 und j = 2 zu betrachten.
Sei also (x9, yo) € D und ¢ > 0 so klein gewdhlt, dass

Q:={(x,9):lx—x"<e Aly-y°|<e}cD.
Fiir (x, y) € Q mit x # % und y # y° berechnen wir den Ausdruck

A, y) = f(x,9) = f&0, ) = fx, 90+ f&°, 50
Unter zweifacher Anwendung des Mittelwertsatzes in einer Variablen finden
wir
A ) = (f(x ) = FG&0 ) = (f(x 9% = f(x, %)
= Z,(9) = Z1(5")
=Z 1) (y = »°)
d d
= <—f (x,77) — —jj (xo» ’71)) (y- )’O)

>f

= %9 —— (&, 1) (x = x%) (3 = »°)

mit Zwischenwerten &, =0+ 6, (x —x%) und 7, = Y+ 6,(y— y°),0< 6,, 6, < 1.

1) Hermann Amandus Schwarz (1843-1921); Halle, Ziirich, Gottingen, Berlin.

9
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Eine andere Zusammenfassung der Terme in A(x, y) ergibt
A, ) = (f@9) = [, 9) = (f&°, 9) = f&°, ")
=1 Zy(x) = Z,(x°)
= Z}(§)(x — %)
= <_f (62’ ) :7}: (62; y0)> (x —xo)
2

—57%@¢wxx—ﬁxy—ﬁ>

mit Zwischenwerten &, = x° + 0, (x —x%) und 77, = »° +52(y —-9),0<6,, 52 <L
Da x # x% und y # »° vorausgesetzt wurde, folgt

92 52
dxz{ &om) = f (52»’72)

Bilden wir nun den Grenzwert dieser Ausdriicke fiir (x, y) — (x°, y°), so erhilt
man aufgrund der Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen

’f o_af
(m)y(x,y) 3y 0% 2, 5%). [ |

Folgerung (17.12)
Ist f eine CK-Funktion, k > 2, so kann man die Reihenfolge der Differentiatio-
nen zur Berechnung der partiellen Ableitungen von f bis zur k-ten Ordnung

beliebig vertauschen
ok f B ok f
0x; 0x;  ...0x;  0x;0x;  ..0x;
wobei (ji, ..., ji) eine beliebige Permutation von (i, ..., iy) ist.

Beispiele (17.13)

a) Dass die Stetigkeit der partiellen Ableitungen eine wichtige Voraussetzung fiir
Vertauschbarkeit der Ableitungsreihenfolge ist, zeigt das folgende Beispiel.
Die Funktion

o 22— 2
flx, y)= x2 + y2
0, fir (x, y) =(0,0)

, fur (x,9)#(0,0)

ist auf R? stetig und zweifach partiell differenzierbar. Eine explizite Berech-
nung der partiellen Ableitungen erster und zweiter Ordnung ergibt jedoch

92
f2y(0,0) = fm>—
02f



17.1 Partielle Ableitungen
b) Will man fiir die Funktion
fx,9,2)= yzz sin(x®) + (cosh y+17 e"z)z2

die partielle Ableitung dritter Ordnung f,,, berechnen, so kann man auf-
grund des Satzes von Schwarz zunichst nach z differenzieren:
2

09?()31 [cosh y+ 17ex2] =6yx? cos(x>).

9
frye=55> =3y [y? sin(x®)] + 2z -

Viele physikalische und ingenieurwissenschaftliche Probleme fithren auf soge-
nannte partielle Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Dies sind Glei-
chungen, in denen neben der gesuchten Funktion (mit physikalischer Bedeutung
Druck, Temperatur, ...) auch deren partielle Ableitungen nach Ort und Zeit
bis zur zweiten Ordnung auftreten. Eine besondere Bedeutung kommt dabei

dem sogenannten Laplace”-Operator in den Ortsvariablen %, ..., x,, zu, der
folgendermafien definiert wird
n
()2
A=Y 2. (17.1)
; ox?
L
Fir eine skalare Funktion u = u(x, t), die vom Ort & = (x4, ..., xn)T und der

Zeit t abhéngt, ist also

So lassen sich beispielsweise die Transversalschwingungen einer Membran, die
Ausbreitung von Schallwellen und auch andere Schwingungsprobleme durch ei-
ne skalare Funktion # = u(x, t) beschreiben, die der sogenannten Wellenglei-
chung

Yu, . . (17.2)

xlxl e Xn¥n

Q)
«m

Aulx, £) — & ity 1) = (17.3)

geniigt. Die Konstante c ist hierbei die Wellengeschwindigkeit. Die Ableitungen
des Laplace-Operators wirken dabei wie in (17.2) nur auf die Ortsvariablen x.

Die Temperaturverteilung in einem isotropen, starren Koérper wird durch die
sogenannte Wirmeleitungsgleichung

Aux, £) — %ut(x, 1) = o, ) (17.4)

beschrieben. Hierbei bezeichnet u(«, t) die (normierte) Temperatur des Korpers
am Ort x und zur Zeit ¢. p(«, t) steht fiir die Dichte von zusdtzlichen Wéarmequel-
len, und k bezeichnet die innere Temperaturleitfihigkeit. Genauer gilt k = 1 /(pc)
mit A: Warmeleitfahigkeit, p: Dichte und c: spezifische Warme. Wiederum wir-
ken die Ableitungen des Laplace-Operators nur auf die Ortsvariablen.

2) Pierre Simon Marquis de Laplace (1749-1827); Paris.

11
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Betrachtet man die beiden Gln. (17.3) und (17.4) im homogenen und stationa-
ren Fall, also ¢ = 0 und u, = 0, so gehen beide Gleichungen in die sogenannte
Laplace-Gleichung oder Potentialgleichung

Au(x) =0 (17.5)

fiir die Funktion u = u(x) iiber. Die Losungen dieser partiellen Differentialglei-
chung heifSen harmonische Funktionen.

Beispiele (17.14)

a) Wir berechnen den Laplace-Operator Au fiir eine Funktion u = u(r), die nur
vom Abstand r des Punktes # vom Ursprung abhéngt.
Mit r = ||#]|, und Beispiel 17.6b) findet man

o= 5 o= 3 o

i=1 0%; i=1 i

n 2 2
2 {u"(r) +u (r)r—/r}

i=1

”(I")
i=1 1

=u'(r)+ n%u'(r) .

b) Mit Hilfe der Darstellung von Au(r) aus a) folgt nun direkt (einsetzen!), dass
die Funktion

Inr, fur n=2
u(r) = {rZ—n

, fuir n>2

eine radialsymmetrische Losung der Laplace-Gleichung auf R” \ {0} bildet.
¢) Ebenso folgt mit a), dass die Funktion

u(x, t):= 1 cos(r—ct), r=I|«l,, «x€ R3 \ {0},
r

die Wellengleichung (17.3) 16st.

Vektorwertige Funktionen

Im Folgenden betrachten wir vektorwertige Funktionen f: D — R, wobei
D c R"” offen sei und m, n > 1.

Definition (17.15)
Die Funktion f heifit partiell differenzierbar in 2O e D, fallsfirallei=1,...,n
die Grenzwerte

of o . S (x+te) - fx%)
— (x”):=lim
ox; t—0 t

14

existieren.



17.1 Partielle Ableitungen

Die partiellen Ableitungen lassen sich demnach komponentenweise berechnen

T
08 o (200 2 ) w7

)
6xl ; 0x;

Sind alle partiellen Ableitungen j: L auf D erklart und dort stetig, so heifdt
J

f stetig partiell differenzierbar, oder eine C!-Funktion.
Analog nennt man £ eine CK-Funktion, k € N, U {0}, wenn jede Komponen-

tenfunktion f; von f eine CX-Funktion ist, vgl. Definition 17.10.

Fasst man die partiellen Ableltungen —f (Spaltenvektoren) zu einer Matrix zu-

sammen, so erhilt man die sogenannte ]acobl '—Matrix, auch Funktionalmatrix
genannt, der Funktion f

W0y, VAGOT
0%,
Jf&°) = : (17.7)
0fm
W(xo), s (xo) V£, (x%)T

Definition (17.16)
Im Fall m = n nennt man eine Funktion f: R” > D — R” ein Vektorfeld auf D.
Ist f zudem eine CX-Funktion, so heifit f ein C¥-Vektorfeld, k € Ny U {co}.
Beispiele fiir Vektorfelder sind etwa die Geschwindigkeits- und Beschleuni-
gungsfelder stromender Fliissigkeiten oder Gase, elektromagnetische Felder oder
der Temperaturgradient eines bestimmten Volumens (Korpers).
Ist f: R” D D — R eine skalare, partiell differenzierbare Funktion, so ist der
Gradient V f ein Vektorfeld auf D, das sogenannte Gradientenfeld von f.

Fur Vektorfelder sind neben der Jacobi-Matrix zwei weitere Ausdriicke in den
partiellen Ableitungen erster Ordnung von besonderer Bedeutung, die Divergenz
und die Rotation. Wir geben im Folgenden die formalen Definitionen und die
resultierenden Rechenregeln an. Auf die anschauliche Bedeutung dieser Gréfien
werden wir erst spiter im Zusammenhang mit der Integration von Vektorfeldern
eingehen konnen.

Definition (17.17)
Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld f: R” > D — R", D offen, definieren
wir die Divergenz durch

z of;
div f («°):= 2 2L (x9).
= 0%

Formale Schreibweise: div f (x) = vt ) =(V, f(x)).

3) Carl Gustav Jacobi (1804—1851); Konigsberg, Berlin.

13
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Bemerkungen (17.18)

a) Fir partiell differenzierbare Vektorfelder f, g: D — R” und eine partiell dif-
ferenzierbare skalare Funktion ¢: D — R gelten die folgenden Rechenregeln:
Linearitit: div(a f +Bg) = adiv f + Bdivg,

Produktregel: div(¢f)=(Ve, f)+ @div f .

b) Ist f: D — R eine C2-Funktion, so findet man fiir den Laplace-Operator von

f die Darstellung

Af =div(Vf).

Beispiele (17.19)
a) Fur x € R”, r = ||#]|, und k € N berechnet man mittels Produktregel und

Beispiel 17.6

. x\ _ 1 1 ..
d1v<r—k> = <Vr—k, x> + Fdlvx

= (—kr_(k”)x, x> + rikn _n-k .

rk

Speziell fiir kK = n = 3 folgt, dass alle Vektorfelder der Form

Kx)=c xeR®, ¢=const.,

X
ll%]3
sogenannte zentrale Kraftfelder, divergenzfrei sind, vgl. Beispiel 17.6¢).

b) Mit Hilfe der Produktregel und des obigen Beispiels ldsst sich Au(r) fiir eine
radialsymmetrische Funktion # auch folgendermafSen berechnen, vgl. auch
Beispiel 17.14

Au(r) = div(Vu(r)) = diV(”,(r)§>
- <Vu’(r), §> +u'(r) diV(%)

= (W%, 2)wintL
r r r

=u"(r)+ n—;lu’(r) .

Definition (17.20)
Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld f: R D D — R3, D offen, definieren

wir die Rotation durch
T
rotf(xo):=<a_f3_a_f2 %_%, a_f2_a_f1>

0xy O0x3 ~ Ox3 Ox;  0x; 0%y

xO
Formale Schreibweise:

€ 5] (2]

d d d
t = V X = | — —_ —_—
ro f f axl axz axg

Ho o S
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Bemerkungen (17.21)

a) Fiir partiell differenzierbare Vektorfelder f,g: D — R3 und eine partiell dif-
ferenzierbare skalare Funktion ¢: D — R gelten die folgenden Rechenregeln:
Linearitit: rot(a f + fg) = arot f + frotg
Produktregel: rot(pf)= (Vo)X f + @rot f.

b) Fiir eine C2-Funktion @: D — R, D C R3 offen, folgt aufgrund des Vertausch-
barkeitssatzes von Schwarz:

rot(Vp) =0.
Gradientenfelder sind also stets rotationsfrei!

Beispiele (17.22)
a) Fiirx € R3\ {0}, r:=||x]|, und k € N findet man mit Hilfe der Produktregel:

X 1 1
rot<r—k> = V<r_’<> Xx + x rotx
k 1
——ﬁxxx+r—kO—0.
Insbesondere sind also zentrale Kraftfelder rotationsfrei! Man vergleiche hier-
zu auch das Beispiel 17.19.

b) Fiir einen festen Vektor @ € R3\ {0} beschreibt die Funktion v(x) := @ X x das
Geschwindigkeitsfeld der Drehung des R? um die Achse @ mit der konstanten
Winkelgeschwindigkeit w = ||a]|.

Die explizite Berechnung der Rotation ergibt rot v(x) = 2a.

17.2 Das vollstandige Differential

Fiir die Differentialrechnung mehrerer Verédnderlicher ist insbesondere die ein-
gangs erwihnte Approximationseigenschaft

f@) = flxg) + f(x0) (x — %) + 0(x — %)

wesentlich. Sie gestattet es, die Funktion f in der Ndhe des Punktes x, durch eine
affin-lineare Funktion, im eindimensionalen Fall eine Gerade, anzundhern. Diese
Eigenschaft lasst sich unmittelbar auf den Fall mehrerer unabhéngiger Variablen
tibertragen:

Definition (17.23)

Sei D c R” offen, x° € D und f: D — R™. Die Funktion f heif$t im Punkt x°
differenzierbar, auch vollstindig oder total differenzierbar, falls es eine lineare
Abbildung

C:R">R", Lx—a")=A -2

mit einer Matrix A € R gibt, fiir die die folgende Approximationseigenschaft
gilt

@) = fx%) +A@x — 2% + o(flx — 2|,
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d. h.

i T® @) - A —a®) _
1m =
x—x0 [l — 20|

Die lineare Abbildung # heifst dann das Differential der Funktion f im Punkte
x° und wird mit d f(x°) bezeichnet.

Die zugehorige Matrix A ist gerade die in (17.7) definierte Jacobi-Matrix, bzw.
Funktionalmatrix A = J f(x°).

Bemerkung (17.24)

Im Fall einer skalaren Funktion, also m1 = 1, ist A = a ein Zeilenvektor und
a(x — x°) ein Skalarprodukt: (a’,x — x°). Wie wir sehen werden, ist @ dann
gerade der Gradient, @ = V f(x%)T.

Der folgende Satz zeigt, dass das Differential und damit die Jacobi-Matrix ein-
deutig bestimmt ist, und gibt den Zusammenhang zu den partiellen Ableitungen
von f an.

Satz (17.25)
Sei f: R” > D — R™, D offen und x° € D.

a) Ist f in 0 differenzierbar, so ist f auch stetig in x°.

b) Ist f in «° differenzierbar, so ist das Differential und damit auch die Ja-
cobi-Matrix eindeutig bestimmt und durch (17.7) gegeben.

c¢) Ist f eine C!-Funktion auf D, vgl. Definition 17.15, so ist f auf D auch
(vollstandig) differenzierbar.

Beweis.
zua): Ist f in &0 differenzierbar, so folgt lim,_, .0 || f(x) — f(x°) — A(x —x)| =
0 und damit auch mittels Dreiecksungleichung

Ifx)— FEON <N f @) — (&%) = A@x =20 + [[A@x —20)]| = 0

fiir & — «0, also lim,_, .0 f(x) = f(x0).
zub): Mit x =x0+tei , |tl <eundi € {1, ..., n} folgt

f®) = f&) - A@x -

llx — 2l
_ f(a+te;) = f(x°) _ tAe;
2] |¢]
¢ f (2% +te;) — (&%)
(L)

-0 (t—0).
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Damit folgt aber auch

0 0

x” +te;) — f(x”)
lingf( ;) S =Ae;, i=1,...,mn.
t—

Nach Definition 17.15 ist f also partiell differenzierbar, und fir die par-
tiellen Ableitungen gilt:

0 fx

0 .
— ) =ay;, i=1,...,n, k=1,...,m.
()x,( ) ki

Damit ist A gerade durch die Jacobi-Matrix (17.7) gegeben.

zu c): Da f nach Definition 17.23 genau dann differenzierbar ist, falls jede Kom-
ponentenfunktion f differenzierbar ist, geniigt es 0. B. d. A., die Behaup-
tung fiir eine skalare Funktion f: D — R zu zeigen.
Analog zum Beweis von Satz 17.8 findet man durch das Einschieben sich
aufhebender Terme und Anwendung des Mittelwertsatzes

f@) = f&) = f@xp, o x) = f (% %,01,%0)

+ f (%1, 80) = f (305,20, 40)
+f(x1, %, x0) = f (9,49, ..., 40)
Z - (€0 (x x9)

mit § := (1, ..., Xy, &) + Oy — 2, 40, 5, 2T, 0< O < 1.

Damit wird:
f@®) = f@&) -V fa) x—x Z ( P —f< °>> (d — 27)

und mittels Dreiecksungleichung

|f(x) = f(x%) =V f@&)T(x — «0)]

”x_xO”oo
-3 (L L >_
;(a 400 ) s
(fk)——f(xo) fir x— x°.
ak

Nach Definition 17.23 ist f damit also differenzierbar und fiir die Jacobi-
Matrix gilt J f(x°) = V f(x9)T. [}
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Beispiele (17.26)
a) Fir f(xy,x,):=x,e?*2 erhilt man die Jacobi-Matrix:

Jf(x1,%,) =V fxy, x9)" =2 (1, 2x)).

X1X9%X3

b) Fur f(xq, xy,x3):=
) S 1,2, %3) <sin(x1 + 2%y + 3x3)

> erhilt man die Jacobi-Matrix:

XoX3  X1X3 X1%2
Jf(xq,%9,%3) = eRZY
coss 2coss 3coss

Dabei bezeichnet s:=x; + 2x, + 3x5.

c¢) Fiir eine affin-lineare Funktion f(x):=Ax + b mit A € R und b € R

. a .
erhilt man wegen a—f =Ae;,i=1,...,n
[

Jfx)=A, VxeR”".

d) Fiir ein quadratisches Polynom f(x):=xTAx + bTx + c mit A € R"", b
R” und ¢ € R erhélt man mit der verallgemeinerten Produktregel, vgl. hierzu
Band 1, Satz 9.23,

Z—fi = eiTAx +xTAe; + b,
=xT(A+AV)e; +b;.
Damit ergibt sich fiir die Jacobi-Matrix
Jf@®)=Vf@x' =aTA+A)+b".

Bemerkung (17.27)
Fiir eine differenzierbare Funktion f: R” D> D — R™ gilt nach Definition 17.23

fx+Ax) = f(x)+ Jf(x)- Ax + o(J| Ax]|])
0
LAED) % (£)Ax; + o(l|Ax])

Vernachléssigt man fir kleine Vektoren Ax den Fehler o(]| Ax||), so ergibt sich ,,in
erster Naherung” fiir die Anderung in y = f(x):

= 0
Ay:=fx+An) - f@) ~ Y, a—f @)Ax, . (17.8)
k=1 %%k

Man vergleiche hierzuauch Band 1, Abschn. 10.4, insbesondere Bemerkung 10.39.

Beispiel (17.28)
Die Oberfliche eines quaderformigen Werkstiicks mit den Kantenldngen x, y
und z ist gegeben durch S:=2(xy + xz + yz).
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Es werde gemessen: x = 10cm, y = 12cm, z = 20 cm. Die Messgenauigkeit
betrage hierbei: |Ax|, |Ay|, |Az| <0.1cm.

Mit diesen Daten erhilt man fiir die Oberfliche S = 1120 cm? und fiir den (ab-
soluten) Fehler in S ergibt sich nach (17.8) in erster Naherung

AS=2(y+2)Ax + 2(x + 2)Ay + 2(x + y)Az
= |AS| < (64+ 60 +44)-0.1cm? = 16.8cm? .
Damit hat man S = (1120 + 17) cm?.

Bemerkung (17.29)
Ausgehend von der Néherung (17.8) Ay ~ ZZ=1 % (x)Ax schreibt man fiir die
k

Ableitung einer Funktion f: R” D D — R™ im Punkt x° € D (offen)

0 0
df(x%) = of % dx; +... + f (%) dx, . (17.9)
0%1 0x,
Die Grofien dx, ..., dx,, heifSen die Differentiale der Koordinaten %y, ..., x,,.

Ferner ist df (x°) das (vollstandige) Differential der Funktion f im Punkt 4, vgl.
Definition 17.23.
Interpretiert man die Differentiale dx; nun als Projektionen

0

dx;(x — x%):= x; — X, (i-te Koordinate) ,

so wird aus der rechten Seite von (17.9) gerade eine lineare Abbildung mit

n
of
df (%) (x — a°) = ; 3x; @0 (x;=x0) = JF(a®) - (x —x°) .
Mit dieser Interpretation stimmt (17.9) also genau mit der Definition 17.23 tiber-

ein.

Im folgenden Satz fassen wir die wichtigsten Differentiationsregeln zusammen.

Satz (17.30): Differentiationsregeln

a) Linearitat
Sind f,g: D — R™, D C R” (offen), in % € D differenzierbare Funktio-
nen, so ist auch (a f + Bg) in «° differenzierbar (a, 3 reell), und es gilt fiir
die Differentiale d(a f + Bg) (x°) = a df (x°) + S dg(x°) bzw. fiir die Ja-
cobi-Matrizen

J(af + Bg) (x°) = a] £(5°) + BT g(x°) .

b) Kettenregel
Ist f: Dy - R™inx” € D, C R” (offen) differenzierbar und ist g: D, —
R* differenzierbar in y*:= f(x°) € D, C R™ (offen), so ist auch die Hin-
tereinanderausfithrung g o f in x° differenzierbar. Fiir die Differentiale gilt
d(go f)(°) = dg(»°) o df (x°) und fiir die Jacobi-Matrizen analog

J(go )&% = Jg(f(x%) - Jf(x°).
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Beweis.
zu a): Dies folgt unmittelbar mit den Grenzwertsétzen aus der Definition 17.23.
zub): Aufgrund der Voraussetzungen gelten die Approximationseigenschaften:

@) = f&O)+ &) (2 — %) + 1 (%)

. . . (17.10)
g)=g0y")+Jgry)(y—y)+ry(y),
mit
_n@ =0, lim _r =
x—a0 |l — 20| 7= lly = 5°ll
Insbesondere folgt aus der ersten Beziehung:
If @) = fFE = 1T f &) @ =)+ ri@) |
< WTFEON e — &0 + [y @)l
ILf ) = f&O 0 llr ()l
—— o <O+ —~
[l — x| [l — 20| -
Hiermit sieht man, dass W fiir x —» &° beschrinkt ist.
Setzt man nun die erste der Beziehungen (17.10) in die zweite ein, so erhilt
man:
g(f ) = g(f ")+ Jg(y") - Jf(x°) - (x — &)
+7g(5%) - ri(®) + ry(9) -
=:;,(x)
Hieraus folgt fiir x # % und y:= f(x):
ri(x) ry(y)
r(x) = Jg(y") r a 2 J’O
ll — x0| lle — 1 [l — 0
0y_T1®) 0
Jg(y )” 7 falls y=fx)=y
= _ 0
1e®) m(x)o N r2<y>0 f®) fo(x M ot
llx =11 [ly = »°ll llx — %0

Wegen der Stetigkeit von f in x° geht auch y — 9 fiir x — x°. Damit
ergibt sich:

r(x)
x—a0 ||x — x°||

Insgesamt ist hiermit gezeigt, dass (go f) in x° differenzierbar ist und
dass fiir die Jacobi-Matrix J(g o f)(x°) = Jg(f(x%)) - J f(x°) gilt. [}
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Bemerkung (17.31)
Mitunter wird die Kettenregel auf den folgenden Spezialfall angewendet:
Esseic: I - D C R” eine in ¢, € I differenzierbare Kurve. Dabei ist I C R ein
Intervall und D C R” eine offene Menge. Ferner sei f: D — R eine in x := c(t,)
differenzierbare skalare Funktion.
Aufgrund der Kettenregel ist dann auch die Hintereinanderausfithrung

foc:I->R, (foo)(t)= flci(t),...,c,(t)

in t, differenzierbar und fiir die Ableitung gilt
o]
(f o) (tg)=T f(elty))- Je(tg) =V f(e(tp)) ¢ ()= Z —f(C(to)) XACHE
=1 dxk

Beispiel (17.32)
Ein Massenpunkt bewege sich mit der zeitlich verédnderlichen Masse m(t) =
mq — at und der (skalaren) Geschwindigkeit v(¢) = v, + B£3. Wir fragen nach
der zeitlichen Anderung der kinetischen Energie T = %mvz.

Natiirlich konnte man die obigen Funktionen m und v einsetzen und die resul-
tierende Funktion T'(¢) direkt differenzieren. Man kann aber stattdessen auch die

Kettenregel anwenden:

ar _ T (M®)_ (1, —a ) _ 2 1 9
P =VT(m,v) <V,(t)>—<2v , mv> <3ﬁt2)_3ﬁmw 20{1/ .

Wenn man hierin nun die Funktionen m und v einsetzt, ergibt sich:

dT
7 = 3B0mo —ab) (vo +B) £ - g (vo+B2%)" .

Richtungsableitungen

Bei der Definition der partiellen Ableitungen in Definition 17.1 haben wir eine
Funktion f von mehreren Variablen ,lings einer Koordinatenrichtung® einge-
schrankt und diese partielle Funktion einer Variablen ¢ — f(x° + te;) im Punkt
t = 0 differenziert.

Es ist klar, dass man die Einschrinkung auf eindimensionale Teilbereiche des
Definitionsbereichs nicht nur lings der Koordinatenrichtungen ey, ..., e, vor-
nehmen muss, sondern allgemeiner eine Funktion von mehreren Verénderlichen
auch ,lings beliebiger Richtungen” ¢ — f(x° + tv) differenzieren kann. Dies ist
im Ubrigen ein Spezialfall der in Bemerkung 17.31 beschriebenen Situation.

Definition (17.33)
Fiir eine Funktion f: D — R, D C R” offen, x9 € D und einen Vektor v € R” \ {0}
heift
F@+ ) = f(x0)
t
die Richtungsableitung, auch Gateaux”—Ableitung, von f in Richtung v.

0y.—1;
D, f(x )—il_l;%

4) René Gateaux (1889-1914); Bar-le-Duc, Rom.
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Bemerkungen (17.34)
a) Die obige Definition ldsst sich auf Funktionale f: V O D — R von allge-

meinen normierten Vektorrdumen V tibertragen. In diesem Zusammenhang
wird die Richtungsableitung auch mit J f(x°, v) bezeichnet und erste Varia-
tion von f im Punkt #° und in Richtung v genannt.

b) Ist der Richtungsvektor v ein Einheitsvektor, also ||v|| = 1, so beschreibt

D, f(x°) den Anstieg bzw. die Steigung der Funktion f im Punkt &° in Rich-
tung v.

¢) Wihlt man als Richtungsvektoren v die kanonischen Einheitsvektoren e; in

den Koordinatenrichtungen, so erhélt man fiir die Richtungsableitungen ge-
rade die partiellen Ableitungen von f:
of

Deif(xo)z d_xi(xo)' i=1,...,n.

d) Ist f im Punkt «° differenzierbar, so gilt

d
D, f(*") = = (f 2 ©)(0)

mit c(¢) := 2% + tv. Da c als affin-lineare Funktion differenzierbar ist, existieren
simtliche Richtungsableitungen von f in x° und mit der Kettenregel folgt

D, f(x%) =V )T ©0) =V x)Tv. (17.11)

Es sei nochmals darauf hingewiesen, vgl. Satz 17.25, dass die Voraussetzung
der Differenzierbarkeit von f erfiillt ist, falls f stetig partiell differenzierbar
ist. Die blof3e partielle Differenzierbarkeit von f geniigt hierfiir nicht.

Satz (17.35): Eigenschaften des Gradienten
Sei f: D — R mit D C R” offen im Punkt x° € D differenzierbar.

a) Der Gradientenvektor V f(x°) € R” steht senkrecht auf der Niveaumenge
N :={xeD: f(x) = f(x°)}.

Im Fall #» = 2 nennt man die Niveaumengen auch Hohenlinien, im Fall
n = 3 Aquipotentialflichen, vgl. Abb. 17.2.
b) V f(x°) gibt die Richtung des steilsten Anstiegs von f im Punkt x° an.

Beweis.
zua): Seic(t), —¢ < t < ¢, eine differenzierbare Kurve mit c(0) = «°, die ganz

in der Niveaumenge N f(xo) verlduft. Die Existenz solcher Kurven wird

spiter fiir differenzierbare und in &° regulire Funktionen mit Hilfe des
Satzes iiber implizite Funktionen sichergestellt.
Nach Definition der Niveaumenge N ¢ («9) gilt dann

fle®) = f(x°) =const., Vie]l-gel.
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y-Achse

Abb. 17.2 Hohenlinien und Gradientenvon f(x, y) = x - X+,

Differenziert man diese Identitdt nach ¢ mittels Kettenregel, so folgt in
t=0:

vV aHTd0)=0.

Dies bedeutet gerade geometrisch, dass der Gradient V f(x°) auf allen
Tangentialvektoren ¢’(0) an die Niveaumenge N Jc(o\co) in &9 senkrecht
steht.

zu b): Die Steigung von f in Richtung eines Einheitsvektors v, ||v|| = 1, ist durch
die Richtungsableitung

D, f(x%) =V f@x")Tv

gegeben. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung fiir das obige Skalarpro-
dukt ergibt die Abschitzung

1D, f &) < NV £ @Ol -

Ist V f(x%) = 0, so verschwinden folglich auch alle Steigungen D,, f(x°),
d.h., 20 ist ein stationdrer Punkt von f.

Im Fall Vf(x°) # 0 werden die Schranken der obigen Abschitzung
+||V £ (x°)||, auch angenommen, und zwar wird fiir die Richtungsvek-
toren

IO )
TIVL@EOl,

Im Fall des positiven Vorzeichens wird D,, f (x°) maximal, im Fall des ne-
gativen Vorzeichens minimal.

V f(x°) weist also in Richtung des stirksten Anstiegs von f und —V £ (x°)
in Richtung des stdrksten Abstiegs von f. [ |
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Bemerkungen (17.36)

Die obige Eigenschaft des Gradienten 17.35b) lésst sich vorteilhaft fiir die nume-
rische Berechnung der lokalen Minima einer Funktion f verwenden. Auf dieser
Eigenschaft beruhen im Wesentlichen die verschiedenen Varianten des Gradi-
entenverfahrens, die auch Verfahren des steilsten Abstiegs (steepest descent
methods) genannt werden.

Krummlinige Koordinaten

Die Kettenregel ist ein wichtiges Hilfsmittel, um Ableitungsausdriicke einer
Funktion f auf neue Koordinatensysteme umzurechnen. Dabei werden neben
den linearen Koordinatentransformationen, die wir bereits in Kap. 5 des ersten
Bandes kennengelernt haben, auch allgemeinere nichtlineare Transformationen
zugelassen. Man spricht dann von krummlinigen Koordinatensystemen.

Dazu sei x = @(u) eine C!-Abbildung ®@: U — V zweier offener Bereiche
U, V C R". Wir nehmen an, dass die Jacobi-Matrix J@(u°) an jeder Stelle u° € U
regulir ist. Wie wir spiter sehen werden, ist @ dann lokal bei u° eine bijektive
Transformation.

Durch eventuelle Einschrankung von U und V lésst sich also erreichen, dass
®: U — V bijektiv ist. Ferner sei auch die Umkehrabbildung @~!: V — U eine
Cl-Abbildung. Auch diese Eigenschaft lisst sich aus der Regularitit der Jacobi-
Matrix ableiten.

Wie in Abb. 17.3 angedeutet, ldsst sich die Wirkung der Koordinatentransfor-
mation ¥ = @(u) fir n = 2 dadurch veranschaulichen, dass man die Bilder der
Koordinatenlinien #; = const., i =1, 2, betrachtet. Beispielsweise erhélt man fiir
Polarkoordinaten

X1 =rcos@p, xy=rsing, r>0, -T<@<m

als Bilder der Koordinatenlinien r = const. konzentrische Kreise um den Ur-
sprung und als Bilder der Koordinatenlinien ¢ = const. Halbgeraden.

Wir interessieren uns nun dafiir, wie sich Ableitungsausdriicke von Funktio-
nen bei Koordinatentransformationen x = @(u) auf die neuen Koordinaten u
umrechnen lassen.

AT T TN
~L1 -

(a)

Abb. 17.3 Nichtlineare Koordinatentransformation.
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Allgemein gilt nun fiir alle # € U die Identitét @ (®D(u)) = u. Diese Identitit
wird nun nach u differenziert. Mit der Kettenregel erhélt man

JOlx) - JO(u)=1,, x=Du)
und damit
Jo ') =(Jom)™, x=®w). (17.12)

Sei nun 7 eine Funktion in der Variablen «, 7: V — R und es bezeichne
f(u):= _?(<D(u)) die ,gleiche” Funktion, allerdings ausgedriickt in den neuen
Koordinaten .

Die Differentiation dieser Funktion mittels Kettenregel ergibt:

o _$ T 0% Sy 0T
ou; 4 = ox;

= ox; Odu;
Dabei wird die Matrix G(z) := (g//) € R"" definiert durch

00, ) .
gl=—==, Gw= ") =Jow)". (17.13)

Fiir die obige Beziehung schreiben wir auch abkiirzend:

n
0 i 0

— = — od V,=GV,. 17.14
™ ;gax,. oder V, =GV, (17.14)

Die Umkehrung dieser Relationen erhilt man durch eine analoge Untersu-
chung fiir ®~! anstelle von ®:

n
aix; gij% oder V,=G7lv,. (17.15)
=1 J
wobei
@) =eH " =Ue)y T =go . (17.16)

Beispiel (17.37)
Das Polarkoordinatensystem ist gegeben durch die Transformation

xz:@(u):(rcosqo) ’ u=(me),

rsin @ r>0, - n<@e<ro.

Damit erhilt man fiir die Jacobi-Matrix von @:

cos@ -—rsing
JO(u) =< . > ,
sing rcosg
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und somit

. Ccos @ _1 sin @
. cos @ sin @ r
(gll) = < ) , (gL]) = 1

—rsing rcos@ .
singp —cos@
r

Nach (17.15) ergibt sich also fiir die Umrechnung der partiellen Ableitungen:

0%, or r op (17.17)
9 _ sin 9 + 1 cos 9 '
0%y (pdr r (pd(p '

Beispiel (17.38)
Gegeben sei die Funktion _?(x, y):= yy/x2 + y2. Die Umrechnung in Polarko-
ordinaten ergibt f(r, @) = r?sin @ und damit die partiellen Ableitungen f, =
2rsinpund f, = r? cos @. Die Anwendung von (17.17) ergibt nun
fx=cos(p) f, — % sin(g) f,, = %
~ 1 y?
fy =sin(e) f, + - cos(p) f, =71+ -

Diese Ergebnisse stimmen offenbar mit den Resultaten, die man durch direkte
partielle Differentiation von f erhilt, tiberein.
Die Beziehung (17.17) lasst sich verwenden, um auch andere Differentialopera-

toren des R? auf Polarkoordinaten umzurechnen. So erhilt man beispielsweise
fiir die zweiten partiellen Ableitungen:

i = cosz((P)aa_zz - sin%p) o + sin” ¢ i + sin(2¢) 9 + sin” 9
14

axf r  0rdg r2  dg? 2 0@ r or
2 ., 0% sin(2p) 9> cos’p 92 sin(2p) 9  cos’g 9

— =sin“ p—+ + —_— = —+ —
0x§ or? r 0rog r2  dg? 2 dg r or

Damit ergibt sich die folgende Umrechnungsformel fiir den Laplace-Opera-
tor in Polarkoordinaten:

2 2 2 2
_9o o _o 10 10 (17.18)
ox?  ox3 Or* r?op>  ror

Man vergleiche hierzu auch das Beispiel 17.14.

Beispiel (17.39)
Die Kugelkoordinaten des R3 sind gegeben durch die Koordinatentransforma-
tion

r cos @ cos 6 u=( @ 0),
x=®Dw)=|rsinpcosf|, r>0, —-nm<e<rm,
rsin 6 —n/2<0<m/2.
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Fiir die Jacobi-Matrix und die Transformationsmatrizen (J @(u))* und (J @ (u))~ T
ergibt sich

cospcosf —rsingpcos@ —rcospsinf
JO(u) =|sinpcosd rcospcosf —rsingsind]|,

sin 6 0 rcos @

@ =(Jo)m)',

sin @ 1 .
cospcosf — —=cos@sinf
rcos 6 r
. Cos 1 . .
(gij) =|singpcos b @ —=singsinf
rcos r
sin 6 0 1 cos 0

r

Mit (17.17) folgt dann fiir die partiellen Ableitungen erster Ordnung:

9 _ COS @ COS Gi _sine o0 _1 Cos @ sin 6i

0x1 ? or rcos@op r ? 00
d . d cos® 0 1 . . d

- - 0— + ——= 60— 17.1

o, sin @ cos F Iy -y sin @ sin 50 (17.19)
0 0o 1 0

— =sinf— + - cos 60— .

%5 sin o + ; Ccos 20

Mit einer etwas aufwendigeren Rechnung findet man mit Hilfe der obigen Be-
ziehungen die Umrechnung des dreidimensionalen Laplace-Operators in Kugel-
koordinaten:

02 1 0> 10> 20 tanf o
ANeZ y——— 2 4 -2 22 2% 17.20
or2  rlcos20adp? r200% ror r2 06 ( )

17.3 Mittelwertsatze und Taylorscher Satz

Wir betrachten zunichst die Verallgemeinerung des ersten Mittelwertsatzes, vgl.
Satz 10.8, auf skalare Funktionen von mehreren unabhingigen Variablen.

Satz (17.40): Mittelwertsatz

Sei f: D — R eine auf einer offenen Menge D C R” differenzierbare, skalare
Funktion. Ferner seien @, b € D zwei Punkte in D, fiir die die Verbindungs-
strecke

[a,b]:={a+tb—a):tel01]}
ganz in D liegt. Dann gibt es eine Zahl 6 € ]0, 1[ mit

fb)— f(@)=Vfa+06b-a)'b-a).

27
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Beweis.

Mit einer geeigneten Parametrisierung der Verbindungsstrecke [a, b] lasst sich
die Behauptung sofort auf den Fall einer unabhéngigen Verénderlichen zuriick-
fithren. Dazu definieren wir die Verbindungsstrecke

cty=a+tb—-a), 0<t<1.

Die Komposition #h(t):= f(c(t)) ist stetig auf [0,1] und nach der Kettenre-
gel 17.30 auch differenzierbar auf dem offenen Intervall ]0, 1[. Damit sind die
Voraussetzungen des ersten Mittelwertsatzes 10.8 fiir skalare Funktionen einer
Variablen erfiillt, und wir erhalten

f(b) = f(a) = h(1) — h(0)
=K® - 1-0, 0<0<1

=Vfa+0b-a)(b-a). [

Bemerkungen (17.41)
Gilt die Voraussetzung des Mittelwertsatzes [a, b] C D fir alle Punktepaare
a, b € D, so heifit die Menge D konvex, vgl. Abb. 17.4.

Konvexe Mengen und konvexe Funktionen, vgl. auch Abschn. 10.1, spielen in-
nerhalb der angewandten Analysis, insbesondere in der Optimierungstheorie, ei-
ne wichtige Rolle.

Bei konvexen Definitionsbereichen gilt der Mittelwertsatz also nach Definition
fiir beliebige Punkte @, b € D.

Beispiel (17.42)
Gegeben ist die Funktion f(x;, xy):=cosx; + sinx,. Es gilt f(0,0) = f(/2,
r/2) = 1.

Nach dem Mittelwertsatz muss es daher ein 6 € ]0, 1[ geben mit der Eigen-

0=vf <e<§f§>>T C@
(in(05) . cos(05)) (272)
7 (cos (62) —sin (62))

In der Tat ist diese Gleichung fiir 6:= % erfillt.

Abb. 17.4 Konvexe und nichtkonvexe Menge.
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Leider lasst sich der Mittelwertsatz in obiger Gleichungsform nicht auf den Fall
vektorwertiger Funktionen {ibertragen. Dies liegt im Wesentlichen daran, dass
der Mittelwertsatz fiir jede Komponente einer vektorwertigen Funktion die Exis-
tenz eines entsprechenden Zwischenwertes 6 garantiert. Man kann jedoch nicht
erwarten, fiir alle Komponenten ein universelles 6 zu finden. Das folgende Bei-
spiel verdeutlicht dies.

Beispiel (17.43)
Gegeben ist die Funktion f(t) := (cos ¢, sin )T auf dem Intervall 0 < ¢ < 77/2. Es

5m-()-0)-()

Wiirde der Mittelwertsatz fiir vektorwertige Funktionen gelten, miisste es dem-
nach ein 8 € 10, 1[ geben mit

7 <6£> ‘ (E B 0) _n —sin(01/2) _(1
2 2 2 \ cos(0m/2) 1)
Die Gleichheit dieser beiden Vektoren ist jedoch fiir kein 8 erfiillt, da der erste

Vektor die Lénge /2, der zweite aber die Liange \/5 besitzt.

Anstelle des Mittelwertsatzes gibt es fiir vektorwertige Funktionen jedoch eine
etwas schwichere Variante, den sogenannten Mittelwert-Abschitzungssatz.

Satz (17.44): Mittelwert-Abschatzungssatz
Die Funktion f: D — R sei differenzierbar auf der offenen Menge D C R”.
Ferner seien a, b Punkte in D mit [a, b] C D.

Dann existiert ein 6 € ]0, 1[ mit

If(B)— f@l, <] fla+0b-a)-(b-a)ll,.

Beweis.
Zu einem festen Vektor v € R™ \ {0} definieren wir die skalare Hilfsfunkti-
on g(x):=vT f(x). Die Funktion g ist dann auf D differenzierbar mit

Vgx)=Jf(x) v.
Die Anwendung des Mittelwertsatzes 17.40 auf g liefert:
30€10,1[: g(b) - g(a)=Vg(a+6b—-a) (b-a).
Hierin wird nun g und Vg eingesetzt:
vi(fb) - f@)=v']fa+0b-a) (b-a).
Mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, vgl. Satz 3.8, folgt hieraus:
VIfB) = f@) | < IVla | T f(a+6b—a) (b -a)ll,.
Speziell fiir v:= f(b) — f(a) ergibt sich hieraus die Behauptung. [ |
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Bemerkungen (17.45)
a) Die Abschétzung in Satz 17.44 lasst sich abschwiéchen zu den folgenden Ab-
schédtzungen
@) NfB) - f@ly <N fla+6b-al,-|Ib-all,,
i) NfB) - f@ly< sup IJF®)ly- 16— ally,
xEla,b]
wobei die Matrixnormen analog zum quadratischen Fall, vgl. Definition 7.41,
definiert werden.
Zumeist wird der Mittelwert-Abschétzungssatz in einer dieser Formen zitiert.
b) Ist D ¢ R” konvex und offen und ist die Funktion f: D — R differenzierbar
mit
L= sup [[Jf@®ll; <o,
x€|a,b)
so ist f Lipschitz-stetig auf D mit der Lipschitz-Konstanten L (bezogen auf
Il - Il2), vgl. Definition 10.42.

Bemerkungen (17.46)
Der Mittelwert-Abschiatzungssatz gilt in der abgeschwichten Form Bemer-
kung 17.45 (ii) auch fiir beliebige Vektornormen und der jeweils zugehorigen
Matrixnorm, vgl. Definition 7.41
IfB) = f@ll < sup [[Jf@I-[1b—all.
xEla,b]
Man beweist dies etwa mit Hilfe der Integraldarstellung
1

Sb) - f(a)= J/f(ﬂ+t(b—ﬂ))df “(b—a)
0
sowie der Abschitzung || IOIA(t)dtll < Iol lA()| dt.

Satz (17.47): Satz von Taylor®

Die Funktion f: D — R sei eine (skalare) C”*!-Funktion auf einer offenen

und konvexen Menge D C R”. Ferner sei #° € D (Entwicklungspunkt).
Dann gilt fiir alle ¥ € D die folgende Taylor-Entwicklung

f@®) = T,,(x2°) + R,,,(x; 2°)
MWm%=Z%ﬂm—wﬂwvw%
j=0 /"

(Taylor-Polynom m-ten Grades)

R, (x,4°) [(x — 29TV £(x0 + O(x — x0))

_ 1
(m+1)!
(Restgliedformel nach Lagrange®)

mit einem geeignetem 6 = O(x, °) € 10, 1[.

5) Brook Taylor (1685-1731); Cambridge.
6) Joseph Louis Lagrange (1736—1813); Turin, Paris.



17.3 Mittelwertsditze und Taylorscher Satz

Erlduterung (17.48)
Die Differentialoperatoren [(x — x)T V) mit V = (%, e %)T sind hierbei fol-
gendermaflen zu bilden: ! "

" j
0Tt/ _ _ .0y 0
[@—x)VP—(Eﬂm xﬂam>.

i=1

Die rechte Seite ist hierbei formal auszumultiplizieren. Dabei sind die entstehen-
den Ausdriicke nach den partiellen Ableitungen (Differentialoperatoren) zu sor-
tieren. Die resultierende Linearkombination der partiellen Ableitungen ist an-
schliefend auf die Funktion f anzuwenden, und die partiellen Ableitungen sind
dann in 29 bzw. in 4% 4+ 8(x — &%) auszuwerten. Man beachte also: Erst wird dif-
ferenziert, dann werden die Ableitungen an den entsprechenden Argumenten
ausgewertet.
Fir n = 2 ergeben sich beispielsweise so die folgenden Ausdriicke

[(x — 29TV £(x0) = f(x0)

of of
[ =) 'VI' f(a%) = (% —x]) ox, @) + (x; - 23) o, ")
0 2\’
[~ 2 TVP fa) = <<x1 g+ (52 =) @) S&
20 f
= (xl — x(l)) a—x% (xo)
2 f
+2 (%, —9) (xy—9) 3x 0% *°)
202 f
+ (2 — 29) ag@%'

Beweis (zu Satz 17.47).

Mit x € D gehort aufgrund der vorausgesetzten Konvexitit auch die gesamte
Verbindungsstrecke [, x] zum Definitionsbereich D. Da D ferner offen ist, gibt
es also ein &; > O und ein &, > 1 mit

W +tx—aeD, Vi —g<t<e,.

Die Taylor-Entwicklung der Funktion A(¢) := f(x? + t(x — 1)), —&; < t < &,,
zum Entwicklungspunkt ¢, = 0 liefert somit

mn:Z%me

|mwﬂwy 0<6<1.
P !

_ 1
(m+1)
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Wir driicken hierin nun die Ableitungen von / durch die partiellen Ableitungen
von f aus:

h(1) = f(x)
h(t) = Fx° + t(x — %) = [(x — a0V £ (20 + t(x — 2°))

’ _ “ af 0 _ 0 _ 0
W (t) = ; oy, (7 +ie =) (x; —29)
c 0 af 0 0
= X =X — (@ + tx—x"))
i; ( 1> axil
=[x = a2V f(&° + t(x — &°))

() = 2 l(xil ) Z (xiz - xi) a;:ﬁ @+ t(x - x°>)]

i1=1 ip=1 i1y

= <§n:1(xh - x?1> %)(izz;(xiz— xig> a;}—lz> F & + t(x — %))

i1=

= [ =)V f(a + t(x — &)
Man erkennt hieran, dass auch allgemein gilt:
W) =[x —a®)TVY fF@®+tx—a%), j=1,2,...,m+1.

Setzt man diese Ausdriicke nun in die obige Taylor-Entwicklung von / ein, so
folgt gerade die Behauptung des Taylorschen Satzes. [ |
Beispiel (17.49)

Wir bestimmen das Taylor-Polynom T,(x, x°) zweiten Grades der Funktion

f(x,9,2) =xy*sinz

zum Entwicklungspunkt 20 =(1,2,0)T.
Zunichst stellen wir die bendtigten partiellen Ableitungen in einer Tabelle zu-

Syy =2xsinz
Sy =2xycosz

sammen:

Ableitungen Auswertung in x°

f=xy’sinz 0

fo=y*sinz 0

fy=2xysinz 0

f,=xy*cosz 4

fxx = 0 0

Sry =2ysinz 0

4

0

4

0

- 2 g
fo, = —xy°sinz
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Weiter gilt mit den Abkiirzungen 9, :=

0, = ai und analog fiir die hoheren
Ableitungen g

9
ox’
[(x—2)'V]=(x - 1), + (y —2)0, + 20,
[ —a)'VP = (-1 0, +(y—279,,+2°0,,
+2x—-1)(y - Z)Bxy +2(x—1)z0d,, +2(y —2)z dyz .

Damit folgt:
Tz(x;x0)=0+%[(x—l)-0+(y—2)-0+z-4]

+%[(x—1)2-0+(y—2)2-0+z2-o
F2x—1)(y=2)-04+2x —1)z-4+2(y —2)z - 4]
=4z+%(8(x—1)z+8(y—2)z)
=4z(x+y—-2).

Beispiel (17.50)
Gesucht ist das Taylor-Polynom T;(x;x°) dritten Grades fiir die Funktion
f(x, y):=cos(x)e? zum Entwicklungspunkt x° = (0, 0)T.

Bei gleichem Vorgehen wie in Beispiel 17.49, also Berechnung der partiellen
Ableitung bis zur dritten Ordnung, Auswertung im Entwicklungspunkt und Ein-
setzen in die allgemeine Formel aus Satz 17.47 erhalt man:

Ty(x;2%) =1+ y+ % (> + yH) + % (=3x%y +5°).

Alternativ hitte man fiir dieses Beispiel auch die bekannten eindimensionalen
Reihenentwicklungen fiir cos x und fiir e’ verwenden kénnen. Beim Ausmulti-
plizieren braucht man dann nur alle Polynomterme maximal dritten Grades zu
bertiicksichtigen:

xz x4 yZ y3
f(x,y)=<1—2—!+4—!—...> <1+y+2—!+§+...

1, 13 15 1, T4
:1 - — JR— J— O ,
FYFSY Ay o m Xyt Ge, 1)

Bemerkungen (17.51)
a) Setzt man fiir den Abstand zum Entwicklungspunkt v:=x — «9, so lisst sich
der Differentialoperator

Ty = Yy
[(x ’”V]‘;”Laxi

als Richtungsableitung D, in Richtung v interpretieren, vgl. (17.11). Die in

der Taylor-Entwicklung auftretende Potenz D/, entspricht dann der j-fachen
Anwendung dieses Differentialoperators D,,.
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Damit lasst sich die Taylor-Entwicklung auch folgendermafien schreiben:
m
GESIEDY ]—D’f( %) o

j=0

— 1) 'Dl’f’“f(xo + 6v) (17.21)

mit 0 < 8 < 1. Man erkennt die formale Ahnlichkeit zur eindimensionalen
Taylor-Entwicklung Satz 10.13.

Eine weitere wichtige Darstellung der Taylor-Entwicklung erhélt man mit Hil-
fe von Multiindices, die spiter in Definition 25.22 wieder auftauchen. Ein
Multiindex ist ein n-Tupel

a:=(a;,day,...,a,) ENT,

dessen Ldnge wir als

n
lal:=) a
i=1

definieren. Aus Griinden der Bezeichnungskonsistenz miissten wir eigentlich
a und nicht a schreiben, denn « ist ja ein Vektor, aber das ist bei Multiindices
ganz uniiblich. Ist x € R”, dann sei

a'_ a]‘ . a2 cee an
xi=a)t i wy e xy,

Als Fakultit eines Multiindex setzen wir
al=alay! --a,!.

Mit Hilfe der Multiindices kdnnen wir nun die a-te Ableitung einer Funktion
f: D — R definieren:

0%10%2 ... 9% ()Ial

0% f(x):= f@®) = —f().

a a [ a a [
x,10x)? e 0x,," 0x ' 0x,? -+ 0x,,

Ist # =2 und x = (x, y), dann lauten die moéglichen Multiindices bis zur Ab-

leitungsordnung 2

Lénge |a| =0: (0,0),
Lange |a| =1: (1,0),(0,1),
Liange |a] =2: (2,0),(1,1),(0,2)

und die zugehorigen partiellen Ableitungen sind

009 f(x, y) = f(x,9),

9 d

o0 £(x, y) = _f(x, y), 0OV f(x, y) = %(x, )
9 9

020 f(x, y) = a—;;(x, 7, Y fx y) = gy @, )
02

6(0’2)f(x, y) = a—y];(x, ¥),
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aber 91 f(x, y) kann auch - f 5—-(x, ) sein, weshalb diese Ableitung doppelt

zu zéhlen ist. Das Taylor- Polynom Ty (x, x°) lautet dann

2 a 0
Ty(x, %) = Z A )(x—xo)“,

a0 a!
also
Ty (%, xo)
=000 £(x, y°) + 010 £(x0, y)(x — %) + 0OV £ (5%, yO)(y —»°)
+ %a@"”f(a& ¥ — 20 + % +2-90D £,y — 1) - (y = %)
+ %0(0’27 &2, Yy —9%)?
= f(=° 9+ %(xo, ¥ (x —2%) + ﬂ(xo, )y =)

92

0 0
262 aa(x )y =y +

2N(y 2.

Die Taylor-Reihe einer Funktion f: D — R in Multiindex-Schreibweise lautet
dann

9% 0
@)= ’;(," Jx - a0

|«]>0

c) Das Restglied der Taylor-Formel lautet explizit geschrieben:

0
R,,(x, x° ( n 1)' 2 Z fxl1 - (x OV, v

i=1 Ipe1=1

(17.22)

Ist daher C eine gemeinsame Schranke fiir alle partiellen Ableitungen der
Ordnung (m + 1) in einer Umgebung von &°, so gilt dort:

IR (5560 < 25— a0 (17.23)
" = (m+1)! o
Insbesondere folgt fiir die Approximationsgiite des Taylor-Polynoms einer
C™*1_Funktion:

f®x) = T,,(x;x°) + O(J|x — &0 1) . (17.24)

Fiir viele Untersuchungen von Funktionen mehrerer Veranderlicher ist es insbe-
sondere von Bedeutung, das Verhalten der Terme zweiter Ordnung in der Taylor-
Entwicklung beurteilen zu konnen. Hierzu ist es sinnvoll, die zweiten partiellen
Ableitungen f,. %, («9) einer Funktion f zu einer Matrix zusammenzufassen.
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Definition (17.52)
Die Matrix der zweiten partiellen Ableitungen

Fom @) o, (6
V2 f(a0):= : : € R

Fom @) o fon (00)

heifit Hesse-Matrix” der Funktion f im Punkt x°. Sie ist die Jacobi-Matrix des
Gradienten V f (x) von f. Mitunter wird sie auch mit H f(x°) oder mit D? f(x°)
bezeichnet.

Aufgrund des Schwarzschen Vertauschungssatzes 17.11 ist die Hesse-Matrix ei-
ner C2-Funktion stets symmetrisch.

Die ersten drei Summanden der Taylor-Entwicklung einer C3-Funktion f lau-
ten hiermit:

f@) = f&)+VFa)Tx -0

17.25
+ % (@ = 2TV £(x°) (x = &%) + O(llx — &%) . e

7) Ludwig Otto Hesse (1811-1874); Konigsberg, Halle, Heidelberg, Miinchen.



