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Ich werde oft gefragt, wie das Leben eines Forschers, eines
Mathematikers aussieht, worin unser Alltag besteht, wie sich
unser Werk entwickelt. Diese Frage versucht die vorliegende
Arbeit zu beantworten.

Die Erzihlung verfolgt die Entstehung eines Fortschritts in
der Mathematik, und zwar von dem Augenblick an, in dem
man beschlief3t, sich ins Abenteuer zu stiirzen, bis zu dem
Moment, wo der Aufsatz, der das neue Ergebnis — das neue
Theorem — verkiindet, von einer internationalen Zeitschrift
zur Veroffentlichung angenommen wird.

Zwischen diesen beiden Zeitpunkten nimmt die Suche der
Forscher, weit davon entfernt, eine geradlinige Bahn zu ver-
folgen, wie so oft im Leben einen langen Weg voller Riick-
wirtsbewegungen und Windungen.

Abgesehen von einigen unbedeutenden Umgestaltungen,
die den Erfordernissen der Prisentation geschuldet sind,
stimmt alles in der Erzahlung mit der Wirklichkeit tiberein
oder zumindest mit dem, wie ich sie empfunden habe.

Einige lingere Passagen auf Englisch werden am Ende des
Bandes tbersetzt.

Ich danke Olivier Nora, der dieses Projekt bei einer tiber-
raschenden Begegnung angeregt hat; ich danke Claire fiir
ihre aufmerksame, wiederholte Lektiire und ihre Vorschlage;
ich danke Claude fiir seine schonen Illustrationen; ich danke
Ariane Fasquelle und dem Team von Grasset fiir die Qualitat
ihres Zuhorens und ihrer Verlagsarbeit; schlieflich danke ich



Clément fiir eine unvergessliche Zusammenarbeit, ohne die
es den Gegenstand dieses Buches nicht gibe.

Leser und Leserinnen, die mir ihre Fragen und Kommen-
tare auf elektronischem Wege mitteilen wollen, sind herzlich
willkommen.

Cédric Villani
Paris, Dezember 2011



Kapitel 1

Lyon, 23. Mdrz 2008

Ein Sonntag um 13 Uhr; das Labor wire menschenleer, wenn
es nicht zwei geschiftige Mathematiker gibe. Eine vertrau-
liche Verabredung fiir eine ungestorte Arbeitssitzung in dem
Biiro, das ich seit acht Jahren im dritten Stock der Ecole Nor-
male Supérieure von Lyon innehabe.

Auf einem bequemen Sessel sitzend, klopfe ich energisch
auf den groflen Schreibtisch, wobei ich die Finger wie Spin-
nenbeine auseinanderspreize, wie es mir mein Klavierlehrer
einst beigebracht hat.

Zu meiner Linken befindet sich auf einem extra Tisch ein
Computer. Zu meiner Rechten steht ein Schrank, der ein paar
hundert Biicher iiber Mathematik und Physik beherbergt.
Hinter mir befinden sich, sorgfaltig auf langen Regalen aufge-
reiht, Abertausende von Aufsatzseiten, die in einer altehr-
wiirdigen Zeit raubkopiert wurden, in der die wissenschaft-
lichen Zeitschriften noch kein elektronisches Format hatten;
aullerdem Reproduktionen zahlreicher Forschungsarbeiten,
die in einer Zeit raubkopiert wurden, in der mein Gehalt es
mir nicht gestattete, meinen Durst nach Biichern zu stillen.
Es gibt auch einen guten Meter Entwiirfe, die wihrend vieler
Jahre akribisch archiviert wurden; und ebenso viele hand-
schriftliche Notizen, Zeugen unzihliger Stunden, die ich mit
dem Anhoren von Forschungsberichten verbracht habe. Auf
dem Schreibtisch vor mir steht Gaspard, mein Notebook,
benannt zu Ehren von Gaspard Monge, dem groflen Mathe-
matiker der Revolutionszeit; und ein Stapel Blitter, die mit
mathematischen Symbolen bedeckt sind, welche in allen acht



Winkeln der Welt hingekritzelt und fiir diese Gelegenheit zu-
sammengestellt wurden.

Mein Mitstreiter, Clément Mouhot, steht mit funkelnden
Augen und einem Stift in der Hand neben der groflen weillen
Tafel, die die gesamte Wand vor mir bedeckt.

— Nun sag’ schon, warum ich kommen sollte, worum geht
es bei deinem Projekt? In deiner Mail hast du ja nicht allzu
viele Einzelheiten erwahnt ...

— Ich fange wieder mit meinem alten Damon an, nattirlich
ist das sehr ehrgeizig, nimlich die Regularitit fiir die inhomo-
gene Boltzmann-Gleichung.

— Bedingte Regularitit? Du meinst, modulo minimaler Re-
gularititsschranken?

— Nein, unbedingte.

— Sapperlot! Nicht in einem storungstheoretischen Rah-
men? Glaubst du, dass wir dafiir schon bereit sind?

— Ja, ich habe wieder damit angefangen, ich habe recht
gute Fortschritte gemacht, ich habe zwar einige Ideen, aber
hier komme ich nicht weiter. Ich habe die Schwierigkeit an-
hand mehrerer vereinfachter Modelle analysiert, aber selbst
das einfachste funktioniert nicht so richtig. Ich habe ge-
glaubt, die Sache mit einer Art Maximumprinzip in den Griff
zu bekommen, aber nein, alles brach zusammen. Ich muss
dartiber reden.

— Also los, ich hore dir zu.

Meine Ausfiihrungen ziehen sich in die Lange: das Ergeb-
nis, das mir vorschwebt, meine Ansitze, die verschiedenen
Teile, die ich nicht miteinander verkntipfen kann, und das
logische Ritsel, das sich nicht auflost, die Boltzmann-Glei-
chung, die widerspenstig bleibt.

Die Boltzmann-Gleichung, die schonste Gleichung der
Welt, wie ich zu einem Journalisten gesagt habe! Ich bin in sie
hineingestiirzt, als ich noch klein war, d.h. wihrend meiner



Dissertation, und ich habe sdmtliche Aspekte von ihr unter-
sucht. In der Boltzmann-Gleichung findet man alles: die
statistische Physik, den Zeitpfeil, die Mechanik der Fluiden,
die Wahrscheinlichkeitstheorie, die Informationstheorie, die
Fourieranalyse ... Manche sagen, dass niemand auf der Welt
besser als ich die mathematische Welt kennt, die von dieser
Gleichung erzeugt wird.

Vor sieben Jahren habe ich Clément in dieses geheimnis-
volle Universum eingefiihrt, als er unter meiner Betreuung
seine Dissertation begonnen hat. Clément hat wissbegierig
gelernt, er ist gewiss der Einzige, der alle meine Arbeiten zur
Boltzmann-Gleichung gelesen hat; jetzt ist er ein angesehe-
ner, selbstandiger, brillanter und begeisterter Forscher.

Vor sieben Jahren habe ich ihm in den Sattel geholfen,
heute brauche ich seine Hilfe. Ich habe mit einem iiberaus
schwierigen Problem zu tun, und ganz alleine schaffe ich es
nicht; zumindest muss ich meine Anstrengungen jemandem
erzihlen konnen, der die Theorie durch und durch kennt.

— Nehmen wir an, dass streifende Kollisionen vorhanden
sind. Einverstanden? Ein Modell ohne Cut-off. Dann verhalt
sich die Gleichung wie eine fraktionire Diffusion, die zwar
degeneriert ist, aber doch eine Diffusion, und sobald wir
Schranken fiir die Dichte und Temperatur haben, kann man
es mit einem Moser-Schema versuchen, das angepasst werden
muss, um der Nichtlokalitit Rechung zu tragen.

— Moser-Schema? Hmmm ... Warte mal, ich werde mir
Notizen machen.

— Ja, ein moserahnliches Schema. Der Schliissel ist, dass
der Boltzmannoperator ... es stimmt, dieser Operator ist bi-
linear, er ist nichtlokal, aber trotzdem hat er die Form einer
Divergenz. Und das ist es, was das Moser-Schema in Gang
setzt. Du nimmst eine Anderung an der nichtlinearen Funk-
tion vor, du erhdhst die Potenz ... Und tatsichlich brauchen



wir etwas mehr als die Temperatur, man muss die Matrix der
Momente 2. Ordnung kontrollieren. Aber trotzdem ist das
Wesentliche die Positivitit.

— Wiarte, nicht so schnell, warum gentigt die Temperatur
nicht?

Ich gebe eine lange Erkldrung; wir diskutieren, wir werfen
Zweifel auf. Die Tafel wird iibersdt mit mathematischen Sym-
bolen, Clément will mehr tiber die Positivitit wissen. Wie
kann man die strenge Positivitit ohne Regularititsschranke
beweisen? Ist das iiberhaupt moglich?

— Wenn Du es genau betrachtest, ist es gar nicht so krass.
Die Kollisionen fiihren zu unteren Schranken, der Transport
in einem beschrinkenden Bereich ebenfalls, das geht in die
richtige Richtung; die beiden Effekte sollten sich verstirken,
es sel denn, man hatte wirklich Pech. Zeitweise hatte Bernt es
versucht und sich festgefahren. Nun, eine ganze Reihe von
Leuten hat es versucht, zwar ohne Erfolg, aber es bleibt plau-
sibel.

— Bist du sicher, dass die Fortpflanzung ohne Regularitat
zur Positivitat fithrt? Ohne Kollisionen transportierst du
doch den Dichtewert, dann wird das nicht noch mehr posi-
tiv ...

— Ja, aber wenn man tber die Geschwindigkeit mittelt,
verstarkt das die Positivitit ... etwa so wie die Lemmata der
kinetischen Mittelwerte, aber da ist es keine Regularitat, da
ist es Positivitit. Es stimmt zwar, dass niemand es unter die-
sem Blickwinkel intensiv untersucht hat. Da fallt mir ein ...
schau mal, vor zwei Jahren hat mir ein chinesischer Post-
doktorand in Princeton eine Frage von ungefahr dieser Art
gestellt. Du nimmst eine Transportgleichung, sagen wir
auf dem Torus, du setzt null Regularitit voraus, du willst
beweisen, dass die raumliche Dichte streng positiv wird.
Ohne Regularitit! Er konnte es fiir den freien Transport be-
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weisen oder fiir etwas Allgemeineres in einem kleinen Zeit-
intervall, aber bei einem groferen Zeitintervall war er auf-
geschmissen ... Damals habe ich seine Frage an andere
Leute weitergegeben, aber keine tiberzeugende Antwort be-
kommen.

— Aber warte mal, was machst du mit dem bldden freien
Transport?

Freier Transport, das ist der Fachbegriff zur Bezeichnung
eines idealen Gases, in dem die Teilchen nicht miteinander
interagieren. Ein so sehr vereinfachtes Modell, dass es kaum
noch realistisch ist. Dennoch ist es oft sehr lehrreich.

— Na ja, mit der expliziten Losung miusste es klappen,
warte, wir versuchen mal, es zu finden.

Jeder von uns macht sich auf die Suche, Dong Lis Gedan-
kengang wiederzufinden. Es ist kein grofles Ergebnis, son-
dern eher eine kleine Ubung. Aber vielleicht wird uns das
Verstindnis der Losung dieser kleinen Ubung auf den Weg
bringen, um das grofle Ritsel zu 16sen. Und dann ist es ja auch
ein Spiel! Nach einigen Minuten stillen Gekritzels bin ich der
Gewinner.

— Ich glaube, ich hab’s.

Ich gehe zur Tafel, um die Losung anzuschreiben, wie in
einer Stunde, in der die Ubungen korrigiert werden.

— Man zerlegt die Losung nach Torusrepliken ... in jedem
Teil andert man Variablen ... heraus kommt eine Jacobi-Ma-
trix, du nimmst die Lipschitz-Regularitit ... und schlieflich
findest du eine Konvergenz gemald 1/# (»eins liber t«). Das ist
zwar langsam, klingt aber gut.

— Wie, dann hast du aber keine Regularisierung ... die
Konvergenz wird im Mittel erreicht ... im Mittel ...

Clément denkt angesichts meiner Rechnung laut nach.
Plotzlich verklart sich sein Gesicht, er ist ganz erregt und
deutet mit dem Zeigefinger in Richtung Tafel:
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— Aber dann sollte man untersuchen, ob das nicht fiir die
Landau-Dampfung niitzlich sein konnte!

Ich bin verbliifft. Drei Sekunden Schweigen. Ein undeut-
liches Gefiihl von etwas Bedeutendem.

Ich verlange Erkliarungen. Clément wird unsicher, gibt sich
Miihe, erklart mir, dass dieser Beweis ihn an eine Diskussion
erinnert, die er vor drei Jahren tiber diese Dinge mit einem
anderen chinesischen Forscher namens Yan Guo in Provi-
dence an der Ostkiiste der Vereinigten Staaten hatte.

— Bei der Landau-Dimpfung sucht man nach einer Rela-
xation fiir eine reversible Gleichung ...

— Ja, ja, ich weil}, aber spielt denn die Interaktion keine
Rolle? Man sollte nicht an Wlassow denken, hier geht es nur
um den freien Transport!

— Vielleicht sollte die Interaktion doch eine Rolle spielen,
ja, und dann ... musste die Konvergenz exponentiell sein.
Glaubst du, dass 1/¢ optimal ist?

— Klingt doch gut, oder?

— Aber wenn die Regularitat stirker wire? Waire das nicht
besser?

— Hmrmrm.

Ich brumme vor mich hin. Eine Mischung aus Zweifel und
Konzentration, aus Interesse und Frustration.

Nach einigen Augenblicken Schweigen, starrer Blicke
und zusammengepresster Lippen geht der Austausch wei-
ter ... So spannend sie auch sein mag, hat doch die mythi-
sche (und mystische?) Landau-Dampfung nichts mit unse-
rem urspriinglichen Forschungsprojekt zu tun; nach einigen
Minuten gehen wir zu etwas anderem tber. Die Diskussion
geht lange weiter. Nach und nach setzt sich unsere Reise
durch mathematische Fragen fort. Wir machen Notizen, wir
argumentieren, wir entriisten uns, wir lernen, wir berei-
ten einen Angriffsplan vor. Als wir uns trennen, steht die

12



Landau-Diampfung trotzdem auf der langen Liste der zu er-
ledigenden Hausaufgaben.

Die Boltzmann-Gleichung

—+7J Vef = [v—0,| ( D) —f(v) f(v.)|dv.do,
RS Js2

wurde um 1870 entdeckt. Sie modelliert die Entwicklung eines
verdiinnten Gases, das aus Abermilliarden von Teilchen bestebt,
die miteinander zusammenstofien: Man stellt die statistische
Verteilung der Positionen und Geschwindigkeiten dieser Teil-
chen durch eine Funktion f (¢, x, v) dar, die zum Zeitpunkt t die
Dichte der Teilchen angibt, deren Position (ungefibr) x und
deren Geschwindigkert (ungefibr) v ist.

Der dsterreichische Physiker Ludwig Boltzimann entdeckte den
statistischen Begriff der Entropie oder Unordnung eines Gases:

—//flogfd:rdv;

Mit seiner Gleichung bewies er, dass die Entropie von einem be-
liebigen Anfangszustand aus im zeitlichen Verlauf nur zuneb-
men und niemals abnebmen konnte. Bildlich gesprochen wird
das Gas, wenn es sich selbst iiberlassen bleibt, spontan immer
ungeordneter, und diese Entwicklung ist irreversibel.

Mit dem Amwachsen der Entropie fand Boltzmann erneut
ein Gesetz, das einige Jabrzehnte zuvor experimentell entdeckt
wurde und unter der Bezeichnung Zweiter Hauptsatz der
Thermodynamik bekannt war; aber er erweiterte dieses Gesetz
durch mehrere aufergewohnliche begriffliche Beitrige. Zundchst
ersetzte er ein empirisches Gesetz, das experimentell beobachtet
und zu einem Prinzip erboben wurde, durch einen auf Argu-
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menten berubenden Beweis; dann fiibrte er eine duferst frucht-
bare mathematische Interpretation der geheimnisvollen Entro-
pie ein; und schlieflich brachte er die — unvorhersagbare,
chaotische und reversible — Mikrophysik mit einer vorbersagba-
ren und irreversiblen Makrophysik in Einklang. Durch diese
Beitrige verdient Boltzmann einen erlesenen Platz im Pantheon
der theoretischen Physik sowie die immer wieder neue Auf-
merksamkeit der Philosophen und Erkenntnistheoretiker.

Ludwig Boltzmann

Boltzmann definierte dann den Gleichgewichtszustand eines
statistischen Systems als einen Zustand maximaler Entropie und
begriindete damit das unermessliche Gebiet der statistischen
Gleichgewichtsphysik: Der ungeordnetste Zustand ist der
natlirlichste.

Der eroberungslustige junge Boltzmann machte nach und
nach einem gequdlten alten Mann Platz, der sich 1906 das Leben
nahm. Seine Abbandlung der Theorie der Gase, die immer noch
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aktuell ist, erscheint im Nachhinein als eines der wichtigsten
wissenschaftlichen Werke des 19. Jabhrbunderts. Aber seine Vor-
hersagen, die durch die Erfabrung bestitigt wurden, warten in-
mer noch auf eine vollstindige mathematische Theorie; eines
der feblenden Teile des Puzzles ist die Untersuchung der Regu-
laritat der Losungen der Boltzmann-Gleichung. Trotz dieses
fortbestehenden Ritsels oder vielleicht auch zum Teil deswegen
ist die Boltzmann-Gleichung jetzt Gegenstand einer bliibenden
Theorie; sie beschiftigt eine internationale Gemeinschaft von
Mathematikern, Physikern und Ingenieuren, die sich zu Hun-
derten auf Konferenzen zum Thema Rarefied Gas Dynamics
und bei vielen anderen Anlissen versammeln.
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