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342 7 Funktionen und Kurven

Speziell; (f—l o f) (x) = x, x € D(f) und (f o f‘1> (x)=x,x eD(f 1
Esgilt: gof # fog (nicht kommutativ)
Bei drei Funktionen: ho(go f) = (hog)o f (assoziativ)

4 Beispiele

1) ggwy=u*> fifx)=1—cos*x=u
(g0 @) = g(f(x)) = (1 —cos*x)?
(2) g(u) = v/u,D(g) = R>o, W(g) = R>¢ und
f(x) =cosx =u,D(f) =R, W(f) =[-1,1]
Die Bedingung fiir eine Verkettung W(f) N D(g) # 0 ist erfiillt.

g o f = +/cosx existiert fiir D(g o f) = {x | cosx > 0} ¢
7.3 Grenzwerte, unbestimmte Ausdriicke
7.3.1 Grenzwert einer Funktion ")

Eine reelle Funktion f, die in der Umgebung von x, evtl. mit Ausnahme
von x( definiert ist, hat an der Stelle xy den Grenzwert (Limes) L € R
genau dann, wenn es zu jeder beliebigen reellen Zahl € > 0 eine reelle
Zahl & > 0 derart gibt, sodass fiir alle x € D(f) mit 0 < |x — xp| < &
gilt: |[f(x) —L| < e

Schreibweisen: lim f(x) = L oder lim f(xo +h) =L
X—rXq h—0

Im Allgemeinen hingt 6 von € ab: 6 = d(¢).

Alternative Definition

Fiir jede gegen x( konvergierende Folge (x,) mit x, # xo und x, € D(f)
strebt die Folge der zugehorigen Funktionswerte ( f (xn)) gegen denselben
Grenzwert L.

¢ Beispiel

x2

-1
Die Funktion f(x) = I ist an der Stelle x = 1 nicht definiert. W&hlt man

aber eine ,,Anschleichfolge* (x,) mit Gliedern, die sich der kritischen Stelle 1
immer weiter anndhern (sie aber nie betreten), stellt man mit einem einfachen
Taschenrechnertest fest, dass die zugehorigen Funktionswerte f(x,) immer

D Grenzwert einer Folge siehe 2.4.2



7.3 Grenzwerte, unbestimmte Ausdriicke 343

niher an die Zahl 2 heranriicken, was zu der Vermutung lim,_,; f(x) = 2
Anlass gibt. Durch Faktorisierung des Zihlers wird diese Vermutung zur

Gewissheit:
2
-1 -1 1
lim i S DDy =2 ¢
=1 x—1 x—1 x—1 x—1

Einseitige Grenzwerte einer Funktion

L ist rechtsseitiger (linksseitiger) Grenzwert, wenn die Funktionswerte
fiir x von oben gegen xg, (x von unten gegen x() der Zahl L beliebig nahe
kommen. Der Definitionsbereich enthélt rechts (links) die Umgebung
von x.

Schreibweisen

Rechtsseitiger Grenzwert, x > x
Lt =L = lim f(x)= lim f(x) = lim f(x) = lim f(x) 7
x—x0+0 —Xo+ f{;’;‘g XN\Xo

= f(xo +0) = f(xo+)
Linksseitiger Grenzwert, x < x
L =L = lim f(x)= lim f(x) = lim f(x) = lim f(x)
—X0— X—X0 X/‘XO

x—xp—0
x<Xp

= flxo — 0) = f(xo—)
Rechts- und linksseitiger Grenzwert sind genau dann gleich L, wenn der
Grenzwert der Funktion gleich L ist:

Jim f() = lim f() =L lim fx) =

Rechnen mit Grenzwerten

Unter der Voraussetzung, dass die in den Regeln auftretenden Grenzwerte
existieren, gelten die Grenzwertsdtze (a,c € R)

lim (f() £ () = lim f(x) % lim g(x) D =D(f)ND(g)
lim (f()-g(0) = lim f(x)- lim g(x) D =D(f)ND(g)
hm ( -f(x)) = c-xli_gcl f(x)

) lime g £()
S0 g(0)  limyy, g()

hm \/ f(x) = af hm f(x) hm f(x)) <xli_>r§1 f(x))

fiir xlgl;g gx)#0
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: f(x) _limy, f(x) . _ :
xl;n;ﬂa =a 0 xl;ngo (loga f(x)) = log, (xlingo f(x))
lim [£(0] = | lim ()
X— X0 X—X0
lim f(x) =L= lim |[f(x)| = |L| gilt nicht umgekehrt!
X—XQ X—rX0
xh_)rgclo flg) =f (xlgl;o g(x)) f stetige Funktion

Gilt: Vx € Ug(xp) \ {x0}: g(x) < f(x) < h(x) und
lim g(x) = lim h(x) = L, so folgt: lim f(x) = L (Zangenregel)
X—Xq X—XQ X—Xp

() < g0 = lim f(x) < lim g(x)

Uneigentliche Grenzwerte

Eine reelle Funktion f, die in der Umgebung von xg, evtl. mit Ausnahme
von xq definiert ist, hat an der Stelle x( den uneigentlichen Grenzwert co
genau dann, wenn es zu jeder noch so groflen reellen Zahl M > 0 eine re-
elle Zahl § > 0 derart gibt, sodass fiir alle x € D(f) mit0 < [x —xg| < &
gilt: f(x) > M

Schreibweisen: lim f(x) = oo oder lim f(xg + h) = oo
X—rXQ h—0

Analog fiir den uneigentlichen Grenzwert —oo.

Geometrische Deutung

Die Funktion hat bei x = x eine senkrechte Asymptote (griech. ,,Nicht-Zu-
sammenfallende®).

4 Beispiele
. 1 1
hm—zzoo lim — =00 lim — =-—00 ¢
x—0Xx x—0+ X x—0— X

Grenzwerte von Funktionen fiir x — +o00

Eine Funktion f hat fiir x — co den Grenzwert lim f(x) = L, wenn
X—00

fiir jede Folge der Urbilder (x,) mit x, — oo, x, € D(f) die Folge der
Bilder ( f (xn)) denselben Grenzwert L hat. Analog fiir x — —oo0.

Siehe auch 8.3.1.7 (Asymptoten).



