Am Anfang stand die Algebra

In diesem Kapitel ...
Sich mit Vorzeichen und Klammern anfreunden
Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz kennenlernen
Mit Briichen und Prozenten rechnen
Potenzen, Wurzeln und Logarithmen lieben lernen

Mehr als einen Term ausmultiplizieren

E inmal ganz von vorn. Dieses Kapitel behandelt die Grundlagen der Algebra. All diese Aus-
driicke und Aufgabenstellungen sind Ihnen in Ihrem Leben — oder auch nur im Mathema-
tikunterricht — sicherlich tiber den Weg gelaufen. Haben Sie sich noch nie so richtig mit
ihnen anfreunden konnen? Oder ist Thre Freundschaft ein bisschen eingerostet? Kein Pro-
blem. Dieses Kapitel bietet Ihnen die wunderbare Méglichkeit, sich wieder kennenzulernen.

Mit Vorzeichen rechnen

In diesem Abschnitt erfahren Sie, wie man Zahlen mit Vorzeichen addiert, subtrahiert, multi-
pliziert und dividiert, egal, ob alle Zahlen das gleiche Vorzeichen haben oder ob sie gemischt
vorkommen.

Zahlen mit Vorzeichen addieren und subtrahieren

Eins plus eins ergibt zwei. Diese wohlbekannte Rechnung ist das Paradebeispiel fiir eine Addi-
tion von zwei positiven Zahlen. Auch wenn Sie sich noch nie dariiber Gedanken gemacht
haben, es gilt allgemein:

(+a) + (+b) = +(a + b)
Die Addition zweier negativer Zahlen funktioniert ahnlich. Sie schuldeten Claudia schon sechs
Euro und mussten sich noch einmal fiinf Euro ausleihen. Nun schulden Sie ihr elf Euro.

(-a) + (-b) =—(a + b)

Wenn die Vorzeichen zweier Zahlen unterschiedlich sind, kann man die Zeichen erst einmal
aufder Acht lassen und zunichst die Differenz der beiden Zahlen ermitteln. Das ist die Diffe-
renz zwischen ihren Betrdgen (wobei der Betrag einer Zahl die Zahl ohne ihr Vorzeichen ist).
Die Zahl, die weiter von 0 entfernt ist, legt das Vorzeichen der Losung fest.

(+a) + (=b) = +(la| — b|), wenn das positive a weiter von 0 entfernt ist

(+a) + (=b) = —(|b] — la|), wenn das negative & weiter von 0 entfernt ist
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Und zum Schluss die Rechenregeln fiir die Subtraktion: Verwandeln Sie die Subtraktion in
eine Addition und schon haben Sie die Aufgabe geldst.

(+a) - (+b) = (+a) + (-b)
(+a) - (+a) + (+b)
(—a) - (—a) + (-b)
(-a) -

—a (—a) + (+b)

(-0) =
(+b) =
(-b) =

Zahlen mit Vorzeichen multiplizieren und dividieren

Multiplikation und Division von Zahlen mit Vorzeichen sind wirklich sehr einfach — voraus-
gesetzt, Sie konnen multiplizieren und dividieren. Die Regeln sind nicht nur leicht, sondern
fiir beide Rechenarten auf3erdem die gleichen.

et Beim Multiplizieren und Dividieren von Zahlen mit Vorzeichen gilt: Wenn beide
\‘i:“owvo’ Vorzeichen gleich sind, ist das Ergebnis positiv; wenn die beiden Vorzeichen
unterschiedlich sind, ist das Ergebnis negativ:

(+a) - (+b) = +ab(+a)/(+b) = +(a/b)
(+a) - (—b) = —ab(+a)/(-b) = —(a/b)
(—a) - (+b) = —ab(—a)/(+b) = —(a/b)
(—a) - (=b) = +ab(—a)/(—b) = +(a/b)

Algebraische Eigenschaften — eine Skizze

Die Mathematiker haben die Regeln und Eigenschaften in der Algebra entwickelt, damit jeder
fleifige Student, engagierte Wissenschaftler, neugierige Schiiler und gelangweilte Streber,
die an derselben Aufgabe arbeiten, alle dieselbe Losung erhalten — egal, wo sie sich befinden
oder wann sie die Aufgabe l6sen. Natiirlich wollen Sie nicht, dass sich die Regeln taglich
andern (und wir wollen auch nicht jedes Jahr ein neues Buch schreiben!). Sie brauchen Regel-
mafdigkeit und Sicherheit — und das gewihrleisten die strengen Regeln und Eigenschaften
der Algebra, die wir IThnen in diesem Abschnitt vorstellen.

Bewahren Sie Ordnung — mit dem Kommutativgesetz
Das Kommutativgesetz gilt fiir die Operationen der Addition und Multiplika-
tion. Es besagt, dass Sie die Reihenfolge der Terme in einer Operation dndern
konnen, ohne dass sich das Endergebnis dadurch dndert:

v/ Kommutativgesetz der Addition:a + b =b +a

v/ Kommutativgesetz der Multiplikation: a -6 =b - a
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Wenn Sie 2 und 3 addieren, erhalten Sie 5. Wenn Sie 3 und 2 addieren, erhalten Sie ebenfalls
5. Wenn Sie 2 mit 3 multiplizieren, erhalten Sie 6. Wenn Sie 3 mit 2 multiplizieren, erhalten
Sie ebenfalls 6.

Algebraische Ausdriicke treten normalerweise in einer bestimmten Reihenfolge auf, die prak-
tisch ist, wenn Sie es mit Variablen und Koeffizienten (Multiplikatoren von Variablen) zu tun
haben. Zuerst kommt der Ziffernanteil, gefolgt von den Buchstaben in alphabetischer Reihen-
folge. Aber die Eleganz des Kommutativgesetzes ist, dass 2xyz dasselbe ist wie x2zy. Es gibt
keinen Grund, den Ausdruck in der zweiten, scheinbar durcheinandergeratenen Darstellung zu
schreiben, aber es ist gut zu wissen, dass Sie die Reihenfolge bei Bedarf beliebig andern konnen.

Harmonie in der Gruppe — mit dem Assoziativgesetz

nur fiir die Operationen der Addition und Multiplikation. Das Assoziativgesetz
besagt, dass Sie die Gruppierung von Operationen verandern konnen, ohne dass

@ Wie das Kommutativgesetz (voriger Abschnitt) gilt auch das Assoziativgesetz
sich dadurch das Ergebnis dndert:

v’ Assoziativgesetz der Addition: a + (0 +¢) = (@ +b) + ¢
v’ Assoziativgesetz der Multiplikation: a(b - ¢) = (@ - b) ¢

Mithilfe des Assoziativgesetzes der Addition oder Multiplikation konnen Sie Ausdriicke verein-
fachen. Wenn Sie dann bei Bedarf auch noch das Kommutativgesetz anwenden, haben Sie
damit eine sehr michtige Kombination an der Hand. Wenn Sie (x + 14) + (3x + 6) verein-
fachen wollen, lassen Sie zunichst die Klammern weg (dank des Assoziativgesetzes). Anschlie-
3end vertauschen Sie die beiden mittleren Terme unter Anwendung des Kommutativgesetzes
der Addition. Schlieilich ordnen Sie die Terme mithilfe von Klammern neu an und kombinie-
ren die zusammengehorigen Terme:

(x+14)+ (3x+6)
=x+14+3x+6
=x+3x+14+6

= (x+3x) + (14 4+ 6)
=4x+20

Die Schritte sind hier duferst detailliert beschrieben. Sie haben die Aufgabe wahrscheinlich
sofort im Kopf gelost. Wir haben die Schritte so gezeigt, um zu verdeutlichen, wie Kommuta-
tivgesetz und Assoziativgesetz kombiniert werden. Jetzt konnen Sie sie auf komplexere Auf-
gabenstellungen anwenden.

Das Distributivgesetz — Werte verteilen

einer Klammer mit dem Koeffizienten auflerhalb der Klammer multiplizieren
konnen, ohne den Wert des Ausdrucks zu verandern. Sie brauchen dazu eine
einzige Operation, die Multiplikation, die sich tiber die Terme erstreckt, die Sie
addieren und subtrahieren:

@ Das Distributivgesetz besagt, dass Sie jeden Term in einem Ausdruck innerhalb
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v’ Distributive Multiplikation iiber die Addition:a - 6 +c)=a-b +a-c
v Distributive Multiplikation iiber die Subtraktion:a- (b —c)=a-b-a-c

1
Wenn Sie das Distributivgesetz auf die Aufgabenstellung 12 - (— + 2 anwenden, machen

3
2 3 4
Sie sich das Leben leichter: Sie verteilen die 12 tiber die Briiche, indem Sie jeden Bruch mit
12 multiplizieren, und fassen dann die Ergebnisse zusammen:

1 2 3
12'(5*5‘1)
2 3

1
=12-3+12-3-12.%

6 1 2 3
= /1/2 R _|_/1/24 R /47
1 1 1
=6+8-9
=5
Es ist viel einfacher, die Losung mithilfe des Distributivgesetzes zu finden, als alle Briiche auf
denselben Nenner 12 zu bringen, sie zu kombinieren und dann mit 12 zu multiplizieren.

Das Distributivgesetz wird auch in umgekehrter Reihenfolge angewandt, wenn Sie eine Zahl
ausklammern. Dabei ziehen Sie einen Faktor, der in einer Summe oder Differenz in jedem
Term vorkommt, nach vorne und setzen die verbleibenden Teile in eine Klammer:

65-24+65-43+65-23+6,5
=65-24+43+23+1)
=6,5-10
=65
Auch hier ist der Vorteil klar erkennbar: Statt vier Multiplikationen mit Dezimalzahlen durch-

zufiihren, muss man dank des Ausklammerns nur eine einzige Multiplikation vornehmen.
Diese Vorgehensweise ist die Umkehrung des Distributivgesetzes und heif3t fakforisieren.

Mit dem Distributivgesetz beziehungsweise dem Faktorisieren werden Glei-
chungen vereinfacht — mit anderen Worten, Sie bereiten sie auf die Losung vor.

Was Sie iiber Briiche wissen sollten

Wenn Sie ein Analysis-Buch auf einer beliebigen Seite aufschlagen, dann wird Ihnen mit
ziemlicher Sicherheit ein Bruch begegnen. Sie kénnen nicht fliichten. Fiir den Umgang mit
Briichen brauchen Sie ein paar Regeln.
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Ein paar schnelle Regeln

Die erste Regel ist ganz einfach, aber sehr wichtig, weil sie in der Welt der Analysis immer
wieder vorkommt:

®

Man erkennt ganz leicht, warum 0 undefiniert ist, wenn man betrachtet, wie die Division
funktioniert:

Der Nenner eines Bruchs darf née 0 sein. So hatg den Wert 0, aber § ist unde-
finiert. 5 0

°_ 4
2

Diese Berechnung besagt, dass 2 viermal in 8 passt; mit anderen Worten: 2 + 2 + 2 + 2 = 8.

Aber wie viele Nullen brauchten Sie, um 5 zu erhalten? Dies funktioniert nicht, deshalb kon-

nen Sie 5 (oder irgendeine andere Zahl) nicht durch 0 dividieren.

Und noch eine schnelle Regel:

Das Reziprok einer Zahl oder eines Ausdrucks ist ihr multiplikatives Inverses —
eine verriickte Methode zu sagen, dass irgendetwas mit seinem Reziprok multi-
pliziert gleich 1 ist. Um das Reziprok eines Bruchs zu erhalten, kehren Sie ihn

. 3. 4 . 6
um. Das Reziprok von n ist also 3 das Reziprok von 6 (was man auch als 1

. ! . .
schreiben kann) ist 6 und das Reziprok von x — 2 ist

x—=2

Briiche multiplizieren

Das Addieren ist tiblicherweise einfacher als das Multiplizieren, aber bei Briichen gilt das Um-
gekehrte — los geht es also mit der Multiplikation.

Die Multiplikation von Briichen ist ein Kinderspiel — Sie multiplizieren alles Obenstehende
miteinander und dann alles Untenstehende miteinander:
23 6 3

a
=— oder -

ciac
54 20 10 b d b

Briiche dividieren

Die Division von Briichen umfasst einen zusatzlichen Schritt: Sie kehren den zweiten Bruch
um und multiplizieren dann — etwa so:
3 4
10 "5
3

5 15
10 4~ 40
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Jetzt kiirzen Sie Zihler und Nenner mit 5 und erhalten:
3

8

Beachten Sie, dass Sie auch vor der Multiplikation hitten kiirzen konnen. Weil 5 einmal in 5
passt und in 10 zweimal, konnen Sie eine 5 kiirzen:

3 5" 3

210 4 8 3

Beachten Sie auRRerdem, dass die urspriingliche Aufgabenstellung auch als 14—0 dargestellt wer-

den konnte. =
5

Briiche addieren

Sie wissen, dass Folgendes gilt:

2 3_2+3_5

77 1 7
Diese Briiche konnen Sie addieren, weil sie einen gemeinsamen Nenner haben. Dasselbe funk-
tioniert mit Variablen:

a b a+b

c C C

Beachten Sie, dass dort, wo in der obigen Gleichung eine 2 stand, in der unteren Gleichung
ein a steht; wo in der obigen Gleichung eine 3 stand, steht in der unteren Gleichung ein b,
und ebenso verhalt es sich fiir 7 und c.

Variablen verhalten sich immer wie Zahlen.

Wenn Sie sich also fragen, was mit der oder den Variablen in einer Aufgabenstellung zu tun
ist, dann fragen Sie sich, wie die Aufgabe aussihe, wenn anstelle der Variablen Zahlen stiin-
den. Anschlieend gehen Sie mit den Variablen in der Aufgabenstellung wie mit den Zahlen
um. Schauen Sie sich dazu folgendes Beispiel an:

a_ c

b d
Sie konnen diese Briiche nicht addieren, wie im obigen Beispiel gezeigt, weil es hier keinen
gemeinsamen Nenner gibt. Angenommen, Sie versuchen, die Aufgabe mit Zahlen statt mit

. . . . 2 3 . . .
Variablen zu 16sen. Wissen Sie noch, wie man 5 + 3 addiert? Wir werden hier, auch wenn es

moglich ist, nicht jede Zeile der Losung kiirzen. Sie werden gleich sehen, warum.
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1. Suchen Sie den kleinsten gemeinsamen Nenner (eigentlich funktioniert bei der Addition
von Briichen jeder gemeinsame Nenner) und wandeln Sie die Briiche entsprechend um.

Der kleinste gemeinsame Nenner ist 5 mal 8 oder 40. Wandeln Sie also die Briiche in

40stel um:

2,328 35

5 8 58 85
_2-8 .35
5.8 5-8

8 - 5 ist dasselbe wie 5 - 8, deshalb kdnnen Sie die Reihenfolge umkehren. Diese Briiche
sind 40stel, wir mochten hier aber die 5 - 8 in den Nennern voriibergehend beibehalten.

2. Addieren Sie die Zahler und behalten Sie den gemeinsamen Nenner unverindert bei:

2-843-5 . . ., 16+15 31,
=~ %3 (Sle sehen, dass dies gleich T oder 0 1st.>

Jetzt konnen Sie wieder die urspriingliche Aufgabenstellung betrachten, g+ 2 Hier steht
statt der 2 ein a, statt der 5 ein b, statt der 3 ein ¢ und statt der 8 ein d. Jetzt fithren Sie genau

dieselben Schritte aus wie bei der Addition von g + % Sie konnen sich jede der Zahlen in der
oben gezeigten Losung als die Zahl auf einer Miinze vorstellen und die Variable ist der Kopf
auf der anderen Seite. Angenommen, Sie haben eine Miinze mit einer 2 auf der einen Seite
und einem a auf der anderen Seite; eine weitere Miinze hat eine 8 auf der einen Seite und ein
d auf der anderen Seite und so weiter. Jetzt gehen Sie nach den Schritten aus der vorigen
Losung vor, drehen die Miinzen um, und schon haben Sie die Losung fiir die urspriingliche
Aufgabenstellung. Und hier die Losung:

ad + cb
bd
Briiche subtrahieren

Bei der Subtraktion von Briichen gehen Sie genau wie bei der Addition vor, aufder dass Sie
hier subtrahieren statt addieren. Mit Einsichten wie diesen kann man wirklich gutes Geld ver-
dienen.

Prozent berechnen

Das Wort Prozent hort man eigentlich jeden Tag, meist in einem der folgenden Zusammen-
hinge:

v/ Die Regenwahrscheinlichkeit betragt 40 Prozent.
v/ Der DAX ist um zwei Prozent gestiegen.

v/ In Ihrem Test waren 99 Prozent der Antworten richtig.
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Prozent kann man mit Briichen, die einen Nenner von 100 haben, ausdriicken.
Um wie viel Prozent es sich handelt, steht dann im Zahler: so viel von Hundert.
Das Prozentzeichen ist %.

80

1 16,5
2

In den folgenden Formeln geht es um Prozent und Prozentsatze. Driicken Sie Prozent immer
als Dezimalzahlen aus, damit sie leichter zu multiplizieren und zu dividieren sind. Dabei ver-
schieben Sie das Dezimalkomma des Prozentsatzes zwei Stellen nach links. Wenn kein Dezi-
malkomma vorkommit, stellen Sie es sich ganz rechts vor.

Steuern und Rabatte beurteilen

Sie konnen sowohl die Steuern, die Sie zahlen, als auch den Rabatt, der auf eine Sache ge-
wihrt wird, mit Prozentrechnen ermitteln.

4
v

4

Preis ohne Steuern = Kosten der Sache/(1 + Steuersatz als Dezimalzahl)

Ermafigter Preis = urspriinglicher Preis - (1 — Preisermafigung in Prozent als Dezimal-
zahl)

Urspriinglicher Preis = ermafligter Preis/(1 — Preisermifdigung in Prozent als Dezimal-
zahl)

Jeder Kunde wird mit ErmiRigungen konfrontiert. Es lohnt sich aber, zuerst das Angebot zu
tiberpriifen. Sehen Sie sich dazu folgende Beispiele an.

4

Der Preis des 24.000-Euro-Autos, das Sie schon lange kaufen mochten, wurde um acht
Prozent heruntergesetzt. Wie viel kostet es jetzt? Und wie viel wiirde es ohne die 19 Pro-
zent Mehrwertsteuer kosten?

Ermafdigter Preis = 24.000 - (1 —0,08) = 24.000 - 0,92 = 22.080 Euro
Preis ohne Steuern = 24.000/(1 + 0,19) ~ 20.168,07 Euro

Der Preis der Schuhe, fiir die Sie sich interessieren, ist zuerst um 40 Prozent und dann
noch einmal um 15 Prozent herabgesetzt worden. Wie viel haben sie urspriinglich gekos-
tet, wenn Sie sie jetzt fiir 68 Euro kaufen kénnen?

Berechnen Sie zuerst, wie viel die Schuhe vor der zweiten Herabsetzung und dann, von
diesem Wert ausgehend, was sie vor der ersten Herabsetzung gekostet haben.

e Preis nach der ersten beziehungsweise vor der zweiten Herabsetzung:
68/(1 - 0,15) = 68/0,85 = 80 Euro
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e Preis vor der ersten Herabsetzung beziehungsweise Originalpreis:
80/(1 - 0,40) = 80/0,60 = 133,33 Euro

Die zweimalige Rabattierung von 40 Prozent und anschlief3end von 15 Prozent ist nicht
das Gleiche wie ein Rabatt von 55 Prozent. Ein Rabatt von 55 Prozent auf 133,33 Euro
hitte 60 Euro ergeben.

Potenzen machen stark

Sie sind in der Analysis vollig hilflos, wenn Sie die Potenzregeln nicht kennen:

v =1
Diese Regel gilt immer, egal um welches x es sich handelt — einen Bruch, eine negative
Zahl, irgendetwas —, auf3er fiir 0 (0 in die Potenz 0 erhoben ist nicht definiert). Also:

(Alles auBer 0)° = 1

/o x3= lgundx*“ _1
X
1 1
Beispielsweise ist 42 = 216 Klasse! Vergessen Sie das nicht! Beachten Sie, dass die
1 . ..
Losung 16 nicht negativ ist.

v 2B = (Vx) und P = (Yx)* = Yxe

Diese praktische Regel konnen Sie riickwarts anwenden, um eine Aufgabenstellung mit
Wurzel in eine einfachere Form mit Potenz umzuwandeln.

v 2 =xundx? - xb = x2t?

Hier addieren Sie die Potenzen. (Bei x° plus x> dagegen konnen Sie gar nichts machen,
weil es keine dhnlichen Terme sind. Sie konnen nur Terme addieren oder subtrahieren,
wenn der variable Teil jedes Terms gleich ist, zum Beispiel 3xy% + 4xy*z = 7Txy*z. Das
funktioniert aus genau demselben Grund, warum drei Stiihle plus vier Stiihle gleich sie-
ben Stiihle sind; undhnliche Terme konnen nicht addiert werden — oder wiirden Sie ver-
suchen, funf Stithle und zwei Autos zu addieren?)

4 j—z =x* undjcc—z =x* undi—z o

Hier subtrahieren Sie die Potenzen.
4 (x2)3 = x5 und (x*)? = x

Hier multiplizieren Sie die Potenzen.
v (xyz)® =x°y°2 und (xyz)® = Xyt

Hier multiplizieren Sie die Potenz in jede Variable ein.
)

y y y Yy

Und hier dasselbe.
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Es gilt NICHT (x + ) = x* +
In diesem Fall diirfen Sie die Potenz nicht einmultiplizieren. Stattdessen multi-

plizieren Sie auf die tibliche Weise aus:
4y’ =@+ +y) =X +xy+yx+y> =x>+2xy +4°

Was passiert, wenn Sie das Gesetz filschlicherweise auf Zahlen anwenden: (3 +
5)? ist gleich 82 oder 64, und nicht 3% + 5%, was gleich 9 + 25, also 34 ist?

Zu den Wurzeln der Wurzeln

Wurzeln, insbesondere Quadratwurzeln, begegnen uns tiberall in der Analysis. Es ist also un-
abdingbar, dass Sie wissen, wie sie funktionieren, und dass Sie die grundlegende Beziehung
zwischen Wurzeln und Potenzen verstehen. Und genau das werden wir Thnen jetzt zeigen.

Jede Wurzel kann in eine Potenz umgewandelt werden, zum Beispiel ¥/x = x/3, Vx = x1/2

oder v/x® = x3/*. Sie brauchen die folgenden Wurzelregeln eigentlich gar nicht — Sie wandeln
jede Wurzel in eine Potenz um und wenden die Potenzregeln an, um die Aufgabe zu I6sen
(das ist im Ubrigen eine sehr sinnvolle Vorgehensweise). Aber wenn Sie ein Arbeitstier sind,
dann sehen Sie sich die folgenden Regeln an. (Sehen Sie sie womdglich zum ersten Mal?)
Wenn Sie namlich diesen Ungetiimen irgendwann begegnen, dann ist es hilfreich, ihre Regeln
zu kennen:

/ V0o=0undVv1=1

Negative Zahlen kénnen Sie nicht unter einer Quadratwurzel oder einer ande-
ren geradzahligen Wurzel berechnen — zumindest nicht in der grundlegenden

Analysis.

v \/Va= Vaund {/a= %a
Sie multiplizieren hier die Wurzelindizes.
/ Va®=|a|, Va*=|a|, Vab= |a|und so weiter.

fiir die Losung, denn die Antwort ist immer positiv, egal ob a positiv oder nega-
tiv ist. Handelt es sich um eine ungeradzahlige Wurzel, brauchen Sie die Abso-
lutwertstriche nicht. Somit gilt:

3

6 Wenn Sie eine geradzahlige Wurzel haben, brauchen Sie die Absolutwertstriche

5 .
a3 =a, Vad=aundsoweiter.
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Es gilt NICHT v/a% + b2 = a + b.
Wenn Sie diesen Fehler machen, werden Sie sofort in den Kerker geworfen.

Versuchen Sie es einmal mit Zahlen: /22 + 32 = v/13, was nicht gleich 2 + 3
ist.

Logarithmen ... wirklich keine Hexerei

Ein Logarithmus ist eine andere Méglichkeit, eine exponentielle Beziehung zwischen Zahlen
auszudriicken. Zum Beispiel:

23 = 8, dann gilt
log, 8 = 3 (sprich »Der Logarithmus mit der Basis 2 von 8 ist 3«)

Diese beiden Gleichungen driicken genau dasselbe aus. Sie konnen sich die eine davon als die
griechische Methode vorstellen, diese mathematische Beziehung zu beschreiben, und die an-
dere als die lateinische Methode, dasselbe zu sagen. Die Basis eines Logarithmus kann eine
beliebige Zahl grof3er 0 sein. Wenn die Basis gleich 10 ist, geben Sie sie konventionsgemaf3
nicht an. log 1000 = 3 beispielsweise bedeutet, log;q 1000 = 3. Die logarithmische Basis e (e ~
2,72) wird als In statt als log, dargestellt — Mathematiker verwenden diesen Logarithmus so
oft, dass sie eine handliche Abkiirzung dafiir eingefiihrt haben.

Die folgenden Eigenschaften von Logarithmen sollten Ihnen gelaufig sein:

v logl=0

v log.c=1

v log. (ab) =log.a + log. b

v log. (g) = log c.a — log b

v/ log .’ =blog .a

v log b = }22 2
Mit dieser Eigenschaft konnen Sie Dinge wie logs 20 auf Ihrem Taschenrechner berech-
nen, indem Sie lfogg 230 unter Verwendung der Basis 10 fiir ¢ eingeben.

v log.a® =b

J agd —p

Mebr als einen Term ausmultiplizieren

Im Abschnitt tiber das Distributivgesetz haben wir Thnen gezeigt, wie man einen Term mit
einer Reihe weiterer Terme ausmultipliziert. Jetzt erfahren Sie, wie man ein Binom mit zwei
Termen und ein Polynom mit drei oder mehr Termen ausmultipliziert.
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Das Wort Polynom besteht aus zwei Teilen: poly heifdt viele, nomen heifdt
Name oder Bezeichnung. Ein Polynom ist ein algebraischer Ausdruck mit zwei
oder mehr Termen. Ein Polynom mit einem Term ist ein Monom, ein Polynom
mit zwei Termen ist ein Binom, ein Polynom mit drei Termen ist ein Trinom.

Binome ausmultiplizieren

Beim Ausmultiplizieren eines Binoms mit einer Anzahl von Termen muss man beide Terme
des Binoms auf jeden der weiteren Terme verteilen, also mit ihnen multiplizieren. Anhand
folgender Schritte sehen Sie, wie das funktioniert:

1. Teilen Sie das erste Binom in seine zwei Terme x* und —? auf.
o —y?) (& + 22y + )
2. Multiplizieren Sie jeden dieser Terme mit den anderen Termen.
202+ 2xy + y?) - 2% + 2xy + 4P
3. Fiihren Sie die Multiplikationen durch.
207 + 2 2xy) + 2GP) - v 00) - 2xy) - 47 6P)
4. Vereinfachen und kombinieren Sie.
e Multiplizieren Sie und addieren Sie die Exponenten.
x4 2%y + Xyt - Xyt - 2y -yt
e Kombinieren Sie die Terme.

203y - 2xy® -yt

Polynome unter der Lupe

Wie lautet die hochste Potenz in einem Polynom? Die hichste Potenz von x° + 1 ist bei-
spielsweise 3, also handelt es sich dabei um ein Binom dritten Grades. Es handelt sich
dabei um ein Binom, weil das Polynom zwei Terme hat, und um den dritten Grad, weil die
hochste vorkommende Potenz 3 ist. Ein Polynom fiinften Grades hat die hochste Potenz 5.

Der Koeffizient vor dieser hochsten Potenz heifdt Leitkoeffizient. Ist der Leitkoeffizient 1,
heif3t das Polynom normiert. Eine Zahl ohne Variable heif3t Absolutglied. Beispielsweise ist
2x3 = 7x? + x + 3 ein Polynom dritten Grades mit Leitkoeffizient 2 und Absolutglied 3.

Die Polynome der ersten Grade haben besondere Namen:
v Grad 0: konstant

v/ Grad 1: linear

v/ Grad 2: quadratisch

v Grad 3: kubisch
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1> Am Anfang stand die Algebra

Polynom mal Polynom

Die Regel, die Sie gleich kennenlernen, trifft auf jedes Produkt mit einer beliebigen Anzahl
von Termen zu. Man kann diese Methode auf vier, finf und mehr Terme anwenden.

Wenn man ein Polynom (viele Terme) auf eine beliebige Anzahl von weiteren
Termen verteilt (sie ausmultipliziert), muss jeder Term des ersten Faktors mit
jedem Term des zweiten Faktors multipliziert werden. Nach der Multiplikation
wird vereinfacht und kombiniert.

Das folgende Beispiel besteht ausschlief3lich aus Variablen, die alle unterschiedlich sind.

1. Teilen Sie die Terme des ersten Faktors auf und multiplizieren Sie jeden dieser Terme
mit dem zweiten Faktor.

@+b+c+d+..)z+y+w+x+..)=

aG+y+w+x+..)+bry+rw+rx+.)+cz+ry+twrx+.)+...
2. Fiihren Sie die Multiplikationen durch.

az+ay+aw +ax+ ...+ bz +by +bw +bx+ ... +cz+cy +cw+cx + ...
3. Kombinieren Sie die Terme.

Zum Beispiel wire az + az = 2az. Im vorangegangenen Beispiel gibt es jedoch keine dhnlichen
Terme — priifen Sie das aber immer nach!

Besonders verteilt: Manchmal geht es schneller

Das Ausmultiplizieren von Polynomen ist nicht schwierig, aber man kann Zeit sparen, wenn
man ein paar Besonderheiten des Ausmultiplizierens kennt. Dann muss man nicht alles miih-
sam multiplizieren, sondern kann anhand von festen Regeln eine Abkiirzung beim Rechnen
nehmen. Erkennt man eine dieser moglichen Abkiirzungen nicht, ist es auch kein Weltunter-
gang — man argert sich hochstens tiber sich selbst. Hier ein paar hilfreiche Formeln:

v/ Die drei binomischen Formeln:
(@+b)=a"+2ab +b°
(@-0)?=a*-2ab + b*
(@+b)(@a-b)=a®>-b*

v/ Die Differenz zwischen zwei Kubikzahlen:
(@-0b) (@ +ab +b% =a*-b°

v/ Die Summe von zwei Kubikzahlen:

(@+0b)(@®-ab+b%=a°+b°
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Rechnen mit der dritten binomischen Formel

Wie wiirden Sie 16 - 14 rechnen? Nun, die einfachste Moglichkeit ist, Sie tippen es in Ihren
Taschenrechner ein. Eine andere Moglichkeit ist, Sie rechnen erst 10 mal 14 und addieren
dann noch 6 mal 14. Eine dritte Moglichkeit ist die dritte binomische Formel. Schauen Sie
sich folgendes Beispiel an:

13 11 = (s =2 1) - (1l = ) = alaf — 1P =2 — 1| = 2P

Und das soll Sie weiterbringen? Nun ja, diese Rechnung klappt eben nur in bestimmten
Fallen und dann sollten Sie auch noch wissen, was jeweils die Quadratzahlen ergeben. Tref-
fen beide Voraussetzungen zu, ist dies auf jeden Fall eine Moglichkeit, schwierigere Auf-
gaben schnell im Kopf zu rechnen. Was halten Sie zum Beispiel von der Aufgabe 53 - 47?



