Inhaltsverzeichnis

1 Einfilhrung. . ... . ... . . 1
1.1  MehrkOrpersysteme . . ... ...ovti ittt iiie i, 1

1.2 Physikalische Grundlagen der Mehrkorperdynamik . ............... 2

1.3 Entwicklung der Mehrkorperdynamik. . ............. ..., 6

1.4 Mehrkorperformalismen ......... ... i i 8

1.5 Anwendungen von Mehrkorpersystemen ............. ... ... 11

1.6  Inhaltsiibersicht .......... .. ...t 16

2 Grundlagen der Vektorrechnung. . ................................. 21
2.1  Skalareund VEKtOTeNn . ...........oviiiiiii i, 21

22 Koordinaten von Vektoren . . ...t 21

2.3 Rechenregeln fiir Vektoren. . . ........... ... o i 23

2.4  Transformation von Vektorkoordinaten . ......................... 29

2.5 Tensorenzweiter Stufe. .......... ... i 32

3 GrundlagenderKinematik ..................................... L. 35
3.1  Allgemeine Bewegung des starren Korpers. . ..................... 35
3.1.1  Aufgabenstellung...........c.co i 36

302 Lage . ittt e e 37

3.1.3  Geschwindigkeit, Bewegungswinder..................... 38

3.1.4  Drehmatrix und Winkelgeschwindigkeit.................. 39

3.1.5 Beschleunigung ...........cc.ouuiiiiiiiiniiininnen. 40

3.1.6  Beispiel zur Bewegung eines starren Korpers . . ............ 41

3.1.7  Sonderfille der allgemeinen Bewegung. .................. 43

3.2 Relativbewegungen starrer Korper. . ............. ..., 44
3.2.1 Relative zeitliche Ableitung von Vektoren. ................ 44

3.22  Zusammensetzung zweier Bewegungen .................. 49

3.23 Beispiel zur Zusammensetzung zweier Bewegungen . . ...... 52

3.2.4  Umgekehrte Relativbewegung. . ...............ooovun... 56

33 Drehtensor .........c..utiiit i e 59
33.1 Drehzeiger ........oovviiiiiii 59

Bibliografische Informationen E
https://d-nb.info/124319071X digitalisiert durch 3 |I THI_


https://d-nb.info/124319071X

Inhaltsverzeichnis

3.3.2 RopriGUEs-Gleichung. ............... ... ..., 60
3.3.3 Passive und aktive Drehungen.......................... 62
3.3.4 Drehzeiger aus gegebener Drehmatrix. ... ................ 63
3.3.5 BeispielefirDrehungen .................. . ... 65
34 Mehrfache Drehungen......... .. ... i 67
3.4.1 Definition mehrfacher Drehungen durch Drehgelenke . . ... .. 67
342 Drehungen um die Ausgangsachsen ..................... 70
3.43 Drehungen um die mitgedrehten Achsen.................. 72
3.5 Drehtensor und Winkelgeschwindigkeit ......................... 74
3.5.1 Infinitesimale Drehung und Winkelgeschwindigkeit. ........ 74
3.5.2 Kinematische Differentialgleichungen des Drehtensors . . .. .. 76
3,53 Parametrierung von Drehungen......................... 79
36 KARDAN-WInkel . ......ooon 80
3.6.1  xyz-Karban-Winkel und Drehmatrix..................... 80
3.6.2  xyz-Karpan-Winkel aus gegebener Drehmatrix ............ 82
3.6.3  xyz-Karpan-Winkel und Winkelgeschwindigkeit . .......... 83
3.6.4  Gegeniiberstellung verschiedener Drehungsabfolgen . ... .... 85
3.7 Eurer-Parameter (Quaternionen). . .. .......c.c.veueunenenneneens 89
3.7.1  Eurer-Parameter und Drehtensor. . ...................... 89
3.7.2  EuLer-Parameter aus gegebener Drehmatrix............... 91
3.7.3  EuLer-Parameter als Quaternionen ...................... 92
3.7.4  Eurer-Parameter und mehrfache Drehungen. .............. 93
3.7.5 EuLer-Parameter und Winkelgeschwindigkeit. ............. 94
3.7.6  Drehzeiger und Winkelgeschwindigkeit .................. 97
3.8  RODRIGUES-VEKIOT. . . .\t i i i i i 99
3.8.1 RobriGues-Vektor und Drehtensor. ...................... 101
3.8.2 Robricues-Vektor und Winkelgeschwindigkeit............. 101
3.9  Beispiele zur Parametrierung von Drehungen..................... 102
3.9.1 Koordinaten einer gegebenen Drehung . .................. 102
3.9.2 Kinematische Differentialgleichungen. . .................. 104
Grundlagender Dynamik ................ ... . ..o il 107
41 ImpulsundDrall ....... ... .o i 107
411 Impuls.......ooiii 108
4.1.2  Drall (Drehimpuls, Impulsmoment). . .................... 108
4.2  Schwerpunktsatzund Drallsatz . ................ ... oot 110
42.1 Impulssatz und Schwerpunktsatz. ....................... 110
422 Drallsatz ((Momentensatz) ... .......c.ooveueuernennennn. 111
4.3  Impuls und Drall des starren Korpers .................coovnnn. 113
4.3.1 Masse und Massenmittelpunkt. .......... ... ... .. .. 113
432 Impuls des starren Korpers ........... ...t 114

433 Dralldesstarren KOorpers. . ........oovvviiiiniinnn.. 114



Inhaltsverzeichnis Xl

4.4 TragheitStensOr. . . .o vttt e e 115
4.4.1 Eigenschaften des Tragheitstensors...................... 116

442  Parallelverschiebung des Bezugssystems. .. ............... 117

443 Drehung des Bezugssystems ............ ...t 118

444 Hauptachsensystem ..............ouveriininnennennnn. 118

445 Trigheitstensor eines homogenen Kreiszylinders . .......... 120

4.5  Impulssatz und Drallsatz fiir den starren Korper. .................. 122
451 Impulssatz .........ooviiiiiiiiin i 122

452 Drallsatz........coviiiiiii i 122

453 D’AremBertsche Tragheitskréfte. .. .......... . ... ... .. 124

4.6 ArbeitundEnergie.......... ... .. i 125
4.6.1  Arbeitssatz . . ... ...t e 125

4.6.2  Konservative Krifte, potentielle Energie, Energiesatz. . ... ... 126

4.6.3  Kinetische Energie des starren Korpers. .................. 128

47 Kraftwirkungen vonRotoren............. ... ... o i 129
4.8 Dynamik vonKreiseln........... ..., 132
4.8.1 Momentenfreier Kreisel........................ooon... 132

4.8.2  Schwerer symmetrischer Kreisel ........................ 137

5 Holonome Massenpunktsysteme . ................c..covuiinnenaen... 141
5.1 Klassifizierungvon Bindungen ............ ... ... . o 141
5.1.1  Skleronome und rheonome holonome Bindungen........... 142

5.1.2  Zweiseitige und einseitige holonome Bindungen ........... 145

5.2  Holonome Bindungen in Massenpunktsystemen. .................. 146
5.2.1 Implizite holonome Bindungen . ........................ 146

5.2.2  Freiheitsgrad und Minimalkoordinaten . .................. 149

5.2.3  Explizite holonome Bindungen . ........................ 150

53 ImpulSStze .. ....cvvrviniir i e e e 154
5.4 Eingepriagte Krfte..............ooiviiiiiiiiiii 155
5.4.1 Ideale eingeprégte Krifte................. ...t 155

5.4.2 Nichtideale Reibungskréfte ....................... .. ... 157

5.5 Reaktionskrdfte ............. . i 158
5.5.1  Prinzip von D’ ALEMBERT-LAGRANGE . . . ... .vvvuinnnnnnnn. 159

552 PrinzipVOn JOURDAIN .. ..ottt e, 162

5.5.3  Explizite Reaktionsbedingungen........................ 163

5.5.4 Implizite Reaktionsbedingungen........................ 165

5.6  Bewegungsgleichungen von Massenpunktsystemen................ 165
5.6.1 Bewegungsgleichungen in Absolutkoordinaten. ............ 166

5.6.2 Bewegungsgleichungen in Minimalkoordinaten ............ 170

5.7  Beispiele holonomer Massenpunktsysteme. . ..................... 173
5.7.1 Doppeltes Massenpunktpendel ......................... 174

5.7.2  Ebenes Schubkurbelgetriebe ..................... ... ... 179



Xl

Inhaltsverzeichnis

5.7.3  Massenpunkt auf rotierendem Ring. ..................... 184
5.8 Weitere Methoden der analytischen Dynamik..................... 188
5.8.1 Prinzipvon GAUSS . .......ouiiiiiiiiiii 189
5.82  LAGRANGE-Gleichungen zweiter Art. ... .................. 191
5.8.3  Kanonische Gleichungen von HAMILTON .. ................ 194
5.9  Zur numerischen Losung von Bewegungsgleichungen.............. 198
5.9.1 Gewdhnliche Differentialgleichungen.................... 198
5.9.2 Differential-algebraische Gleichungen ................... 201
5.9.3  Nichtlineare Gleichungssysteme ........................ 204
Holonome ebene Mehrkorpersysteme. .. ............................ 207
6.1  Bewegungsgrofien ebener Mehrkorpersysteme . . .................. 207
6.2  Holonome Bindungen in ebenen Mehrkorpersystemen. . ............ 208
6.2.1 Implizite holonome Bindungen ......................... 208
6.2.2  Explizite holonome Bindungen . ........................ 210
6.3 Impulssdtzeund Drallsitze ................ccoiiinivnnnnnn.... 213
6.4  Eingepriigte Krifteund Momente . .. ................coovvun.... 214
6.5  Reaktionskrifte und Reaktionsmomente . . ....................... 216
6.5.1  Prinzip von JourDAIN fiir ebene Mehrkorpersysteme. . . . . . ... 216
6.5.2  Explizite Reaktionsbedingungen ........................ 218
6.5.3  Implizite Reaktionsbedingungen ........................ 218
6.6  Bewegungsgleichungen ebener Mehrkorpersysteme. .. ............. 219
6.6.1 Bewegungsgleichungen in Absolutkoordinaten............. 219
6.6.2 Bewegungsgleichungen in Minimalkoordinaten . . .......... 220
6.7  Beispiele ebener Mehrkorpersysteme .. .........c.oiiiiiia...., 224
6.7.1 Doppeltes Korperpendel ..................... ..ot 224
6.72 Rollpendel ............ciiiiiiii i 229
Holonome riumliche Mehrkorpersysteme. .. ........................ 233
7.1  BewegungsgroBen raumlicher Mehrkorpersysteme. .. .............. 233
7.2  Holonome Bindungen in rdumlichen Mehrkérpersystemen . ......... 235
7.2.1 Implizite holonome Bindungen . ........................ 236
7.2.2  Explizite holonome Bindungen . ........................ 238
7.3  Impulssdtze und Drallsdtze ................. oo, 241
74  Eingeprégte Krafteund Momente ... .............viinenenn... 242
7.5  Reaktionskrifte und Reaktionsmomente . . ....................... 243
7.5.1  Prinzip von JourDAIN fiir rdumliche Mehrkérpersysteme . . . . . 243
7.5.2  Explizite Reaktionsbedingungen ........................ 244
7.5.3  Implizite Reaktionsbedingungen . ....................... 244
7.6  Bewegungsgleichungen raumlicher Mehrkorpersysteme ............ 245



Inhaltsverzeichnis X

7.6.2 Bewegungsgleichungen in Minimalform. ................. 247

7.7  Beispiele rdumlicher Mehrkorpersysteme . ... ... 250
7.7.1  Schwerer Kreisel mit Fixpunktlagerung .................. 250

7.7.2  Roboter mit zwei Drehgelenken ........................ 257

8 Nichtholonome Systeme . ........... ... ... .. ... ... .ciiiiiiiinnan.. 265
8.1  Kinematik nichtholonomer Systeme ............................ 266
8.1.1  Implizite nichtholonome Bindungen . .................... 266

8.1.2  Freiheitsgrad nichtholonomer Systeme .. ................. 268

8.1.3  Minimalkoordinaten und Minimalgeschwindigkeiten. . ...... 268

8.1.4  Explizite nichtholonome Bindungen .. ................... 269

8.2  Dynamik nichtholonomer Systeme . ............................ 270
8.2.1  Bewegungsgleichungen in Absolutkoordinaten............. 271

8.2.2 Bewegungsgleichungen in Minimalform.................. 272

8.3  Aufeiner rotierenden Ebene rollende Kugel . . .................... 276
8.3.1 Bewegungsgleichungen in Absolutkoordinaten. ............ 276

8.3.2 Bewegungsgleichungen in Minimalform.................. 280

8.4  Integrierbarkeit kinematischer Bindungen. ....................... 283
84.1 Wagen mit zwei Réddern (Kufe) ......................... 284

8.4.2 Integrierbarkeitsbedingungen. ............... ... ....... 287

8.4.3  Anwendungen der Integrierbarkeitsbedingungen ........... 290

9 Bindungen in Mehrkorpersystemen . .. ........... ... ... ... .. ... 299
9.1  Gelenke in Mehrkorpersystemen. . ..., 299
9.1.1  Gelenke mit holonomen skleronomen Bindungen........... 300

9.1.2  Gelenke mit holonomen rheonomen Bindungen............ 302

9.1.3  Zur Modellierung von Gelenken .. ...................... 302

9.2  Klassifizierungen von Mehrkorpersystemen . ..................... 305
9.2.1 Topologische Klassifizierung........................... 305

9.2.2 Kinematische Klassifizierung .......................... 307

9.3  Freiheitsgrad von Mehrkorpersystemen. .. ..., 308
9.3.1 Freiheitsgrad rdumlicher Mehrkorpersysteme. . ............ 308

9.3.2  Freiheitsgrad liberbestimmter Mehrkorpersysteme . .. ....... 313

9.3.3  Freiheitsgrad ebener und sphérischer Systeme ............. 314

9.4  Implizite holonome Bindungen von Gelenken .................... 315
9.4.1 Implizite Bindungen eines allgemeinen Gelenks. ........... 316

9.4.2 Elementare implizite Bindungen .. ...................... 317

9.4.3  Implizite Bindungen des Drehgelenks.................... 321

9.5  Explizite holonome Bindungen von Gelenken .................... 322
9.5.1 Explizite Bindungen eines allgemeinen Gelenks............ 322

9.5.2  Explizite Bindungen des Drehgelenks.................... 326

9.5.3  Explizite Bindungen des Schubgelenks................... 327



Xiv

Inhaltsverzeichnis

10

11

9.5.4  Explizite Bindungen des Kugelgelenks . .................. 329

9.6 Reaktionsbedingungen fiir Gelenke............................. 331

9.6.1 Explizite Reaktionsbedingungen........................ 331

9.6.2 Implizite Reaktionsbedingungen ........................ 332

9.6.3  Reaktionsbedingungen fiir das Drehgelenk................ 333

9.7  Verwendung der Bindungen in Bewegungsgleichungen............. 334

Offene Mehrkorpersysteme. ...................coiiiiiiineeii.. 339

10.1 Topologie offener Mehrkoérpersysteme .......................... 339

10.2 Kinematik offener Mehrkorpersysteme . .. ....................... 341

10.2.1 Minimalkoordinaten und Minimalgeschwindigkeiten. .. ... .. 342

10.2.2 Explizite Bindungen in einer Kettenstruktur............... 343

10.2.3 Kettenstruktur mit Standardgelenken. .................... 349

10.2.4 Explizite Bindungen in einer Baumstruktur. . .............. 353

10.3 Dynamik offener Mehrkorpersysteme . . ......................... 355
10.3.1 Implizite Reaktionsbedingungen fiir offene

Mehrkorpersysteme . . ....oveeiiie i 355

10.3.2 Impuls-undDrallsétze. ..............cvviiiiiininnnnn. 360

10.4 Bewegungsgleichungen offener Mehrkorpersysteme . .............. 362

10.5 Nichtrekursiver Formalismus fiir offene Mehrkorpersysteme. . . ... ... 364

10.6 Rekursiver Formalismus fiir offene Mehrkorpersysteme. . ........... 366

10.6.1 Rekursive Losung fiir Systeme mit Kettenstruktur .......... 366

10.6.2 Rekursive Losung fiir Systeme mit Baumstruktur. .......... 370

10.7 Knickarm-Roboter............ ...ttt 371

Geschlossene Mehrkorpersysteme ................................. 379

11.1 Kinematik einer einzelnen Mehrkorperschleife. . .................. 379

11.1.1 Implizite SchlieBbedingungen .......................... 380

11.1.2  Explizite SchlieBbedingungen . ......................... 385

11.1.3 Kinematik eines ebenen Gelenkvierecks.................. 389

11.2  Kinematik mehrschleifiger Systeme ............................ 399

11.2.1 Primére Gelenkkoordinaten............................ 399

11.2.2 Implizite SchlieBbedingungen .......................... 400

11.2.3  Zur Definition unabhingiger Schleifen ................... 404

11.2.4 Zusitzliche kinematische Ketten . . ...................... 406

11.2.5 Explizite SchlieBbedingungen . ......................... 407

11.3 Dynamik geschlossener Mehrkorpersysteme . .................... 409

11.3.1 Sekundire Reaktionskraftwinder........................ 409

11.32 Impuls-und Drallsdtze. .............ccovvviinnnnnn.. 411

11.4 Bewegungsgleichungen in den priméren Gelenkkoordinaten . . ....... 411

11.4.1 Nichtrekursiver Formalismus fiir geschlossene MKS ... ..... 413

11.4.2 Rekursiver Formalismus fiir geschlossene MKS............ 415



Inhaltsverzeichnis XV

11.5 Bewegungsgleichungen in Minimalkoordinaten . .................. 420
11.5.1 Zustandsgleichungen ............ ... ... ..., 420

11.5.2 Minimalform der Bewegungsgleichungen................. 421

11.6 Dynamik eines ebenen Schubkurbelgetriebes .. ................... 423
11.6.1 Bewegungsgleichungen in priméren Gelenkkoordinaten .. ... 423

11.6.2 Bewegungsgleichungen in Minimalform.................. 426

11.7 Dynamik eines rdumlichen Koppelgetriebes . . .................... 427
11.7.1 Bewegungsgleichungen in priméren Gelenkkoordinaten . . ... 428

11.7.2 Bewegungsgleichungen in Minimalform.................. 432

11.8 Dynamik eines Parallelroboters. . ................... ... ... 436
11.8.1 Mehrkorpermodelle ohne redundante Bindungen .. ......... 437

11.8.2 Bewegungsgleichungen in priméren Gelenkkoordinaten . .. .. 440

A Mathematische Grundlagen. . ................ ... ... ... ... ... . ..., 447
Literatur. . . ... ... 457

Stichwortverzeichnis. . . ... ... ... ... . 463



