Matthias Beck - Sinai Robins

Das Kontingum ™+,
diskret bereshpen

Aus dem Englischen von Kord Eickmeyer

@_ Springer



Inhaltsverzeichnis

Teil I Die Grundlagen der Berechnung diskreter Volumina

1 Das Miinzenproblem von Frobenius........................
1.1 Warum Erzeugendenfunktionen? ..........................
1.2 Zwei Miinzen ............iinirinii i,
1.3 Partialbriiche und eine iiberraschende Formel ...............
1.4 Der Satz von Sylvester ........... ... ... ... ...
1.5 Dreiund mehr Miinzen................. ... ..cccieuvon...
Anmerkungen .......... ..
Aufgaben ... ... ... e
Offene Probleme . ....... .. .. .. . .
2 Eine Gallerie diskreter Volumina ..........................
2.1 Die Spracheder Polytope............. ... ... ... i,
2.2 Der Einheitswiirfel .. ........ ... .. .. ..
2.3 Der Standardsimplex..............oiiiiiiiiiiiii,
2.4 Die Bernoulli-Polynome als Gitterpunktzihler von Pyramiden .
2.5 Die Gitterpunktzihler von Kreuzpolytopen .................
26 DerSatzvon Pick ........ ... i
2.7 Polygone mit rationalen Eckpunkten .......................

2.8 Die Euler’sche Erzeugendenfunktion fiir allgemeine rationale
POLytope oot
Anmerkungen ... ... e
Aufgaben . ... ... e
Offene Probleme . .......... ... .. i i
3 Gitterpunkte in Polytopen zéhlen: Ehrhart-Theorie........
3.1 Triangulierungen und spitze Kegel .........................
3.2 Gitterpunkttransformationen fiir rationale Kegel ............

3.3 Erweitern und Zahlen mit Ehrharts urspriinglichem Ansatz . ..
3.4 Die Ehrhart-Reihe eines ganzzahligen Polytops ..............




XVIII Inhaltsverzeichnis

3.5 Vom diskreten zum stetigen Volumen eines Polytops .........
3.6 Interpolation............... it
3.7 Rationale Polytope und Ehrhart-Quasipolynome.............
3.8 Reflektionen iiber das Miinzenproblem und die Gallerie aus
Kapitel 2 ... ... e
Anmerkungen . ..........
Aufgaben .. ... ..
Offene Probleme .. ... ... .. i e

4 Reziprozitdt ......... ... .. .. .. e
4.1 Erzeugendenfunktionen fiir ein wenig irrationale Kegel ... ....
4.2 Stanleys Reziprozitatsgesetz fiir rationale Kegel .............
4.3 Ehrhart-Macdonald-Reziprozitit fiir rationale Polytope ... ...
4.4 Die Ehrhart-Reihe eines reflexiven Polytops.................
4.5 Weitere ,Reflexionen“ iiber die Kapitel lund 2 .............
Anmerkungen .. ... e
Aufgaben . ... .. .. ..
Offene Probleme .. ....... ... ... . . i

5 Seitenzahlen und die Dehn-Sommerville-Gleichungen ... ...
5.1 Die Dehn-Sommerville-Gleichungen ........................
5.2 Dehn-Sommerville Erweitert ..............................
5.3 Anwendungen auf die Koeffizienten eines Ehrhart-Polynoms ..
54 Relatives Volumen .. ........ ... ... .. . ..
Anmerkungen ......... e
Aufgaben ...... . .. P

6 DMagische Quadrate ................ ... .. ... .. ... .. ... ...,
6.1 It'saKindof Magic ............ ... i,
6.2 Semimagische Quadrate: Punkte im Birkhoff-von Neumann-
Polytop ..o e
6.3 Magische Erzeugendenfunktionen und
Konsttanttermgleichungen ............. ... ... .. . .
6.4 Die Aufzihlung magischer Quadrate .......................
Anmerkungen .......... e
Aufgaben ........ .
Offene Probleme . ....... ... ... ... .




Inhaltsverzeichnis  XIX

Teil IT Jenseits der Grundlagen

7

10

11

Endliche Fourier-Analysis..................... ... ... ...... 129
7.1 Ein motivierendes Beispiel . ........... ... ... .o oL 129
7.2 Endliche Fourier-Reihen periodischer Funktionen auf Z . . . . . .. 131
7.3 Die endliche Fourier-Transformation und ihre Eigenschaften. .. 135
7.4 Die Parseval-Gleichung .............. ... ... ... . ...... 137
7.5 Die Faltung endlicher Fourier-Reihen....................... 139
Anmerkungen ......... . 141
Aufgaben . ... ... 142
Dedekind-Summen ........... ... .. ... . i 145

8.1 Fourier-Dedekind-Summen und wieder das Miinzenproblem . . . 145
8.2 Die Dedekind-Summe, ihre Reziprozitit und

Berechnungskomplexitit......... .. ... ... o o i, 149
8.3 Rademacher-Reziprozitit fiir Fourier-Dedekind-Summen. . .. .. 150
8.4 Der Mordell-Pommersheim-Tetraeder ...................... 154
Anmerkungen .......... . 156
Aufgaben . ... ... 158
Offene Probleme .. ....... ... .. ... . . . . . i 160
Die Zerlegung eines Polytops in seine Kegel ............... 161

9.1 Die Gleichung ,, 7 2™ = 0“...oder ,Viel Lirm um nichts“ 161
9.2 Tangentialkegel und ihre rationalen Erzeugendenfunktionen ... 165

93 DerSatzvonBrion ......... ... ... .. ... . 166
9.4 Brion impliziert Ehrhart............ ... .. ... o oL 169
Anmerkungen .. ...... . e 170
Aufgaben . ... ... 171
Euler-Maclaurin-Summation im R®........................ 173
10.1 Todd-Operatoren und Bernoulli-Zahlen..................... 174
10.2 Eine stetige Version des Satzes von Brion................... 176
10.3 Polytope haben ihre Momente................... ... ... ... 179
10.4 Vom stetigen zum diskreten Volumen eines Polytops ......... 180
Anmerkungen ........ .. e 183
Aufgabe ... .. 184
Offene Probleme . ... ... .. .. . . . . 185
Raumwinkel ........ .. ... ... . .. .. 187
11.1 Ein neues diskretes Volumen unter Benutzung von

Raumwinkeln ........ ... ... .. .. 187

11.2 Raumwinkel-Erzeugendenfunktionen
und ein Brion-artiger Satz .......... ... .. .. ... oL 190



XX Inhaltsverzeichnis

11.3 Raumwinkel-Reziprozitit und

die Brianchon-Gram-Gleichungen ........... e 192
11.4 Die Erzeugendenfunktion von Macdonalds
Raumwinkelpolynomen . ............. .. ... .. . oo, 196
Anmerkungen ........ ... e 197
Aufgaben ........... .. 198
Offene Probleme .. ... ... ... . 199
12 Eine diskrete Version des Satzes von Green mit
elliptischen Funktionen ................. ... ... ... ...... 201
12.1 Der Residuensatz . ................ ... ... ...... S 201
12.2 Die Weierstrafi’schen - und ¢-Funktionen .................. 203
12.3 Eine Wegintegral-Version des Satzes von Pick ............... 205
Anmerkungen ............ ... il e 206
Aufgaben ....... .. . e 207
Offene Probleme .. ... ... ... . i 208
V- und ‘H-Beschreibungen von Polytopen ...................... 209
A.1 Jeder H-Kegel ist ein V-Kegel ............................. 211
A2 Jeder V-Kegel ist ein H-Kegel ........... ... ... ... . .... 213
Triangulierungen von Polytopen ............................... 215
Loésungshinweise zu den &-Aufgaben........................... 219
Literatur .......... . . e 227
Symbolverzeichnis .......... ... ... ... ... .. 237




