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Einfiihrung in die Vektorrechnung

Neben skalarwertigen physikalischen Gréfien, wie Temperatur, Dichte, etc. gibt es weitere
mathematische Grofien, die mehr Informationen als nur den reinen Zahlenwert haben.
Zum Beispiel kann man Grofien definieren, die mit einer Richtung sowie einem Maf der
Grofie bzw. Intensitit, die eine Wirkung in diese Richtung beschreibt, ausgestattet sind.
Dieses Maf} bezeichnen wir im Folgenden als Betrag. Solche Grofien, die Richtung und
Betrag reprédsentieren, nennt man geometrische Vektoren. Die Bezeichnung “geometrisch”
soll eine Unterscheidung zu Spaltenvektoren der Matrizenrechnung andeuten, die wir noch
kennenlernen werden, dass Spaltenvektoren (auch Spaltenmatrizen oder Tupel bezeichnet)
nicht die Information der zugrundeliegenden Basis enthalten, d.h. auch der Begriff der
Basis bedarf einer Erlduterung. Der Begriff “geometrisch” kann aber auch missverstiandlich
sein, da auch Kraftvektoren, denen die physikalische Dimension einer Kraft zugeordnet ist,
damit impliziert sein sollen. Im Folgenden wird trotzdem der Begriff des geometrischen
Vektors verwendet.

Durch unsere téglichen Beobachtungen kennen wir solche Groéf3en, die eine Richtung und
eine Intensitit (Betrag) haben, wie zum Beispiel Geschwindigkeiten, Beschleunigungen,
Verschiebungen, Krifte, etc. Diese Grofien weisen in eine Richtung und sie haben einen
spezifischen Zahlenwert.

1.1 Grundgedanken der Vektorrechnung

Wenn man solche neuartigen mathematischen Objekte einfiihrt, die nicht nur durch einen
Zahlenwert, sondern auch durch eine Richtung beschrieben werden, so miissen wir auch
zugehorige Rechenoperationen definieren. Zunichst vereinbaren wir eine Notation, die
sich von einem reellwertigen Zahlenwert a € R unterscheidet. Reellwertige Zahlenwerte
bezeichnet man als Skalare. Wir verwenden einen Pfeil, der {iber dem Symbol steht, um
einen geometrischen Vektor (mathematische Gréf3e mit einer Richtungsaussage und einem
Betrag) zu kennzeichnen d, d.h. a # a!

Als Erstes sind wir an der Addition zweier geometrischer Vektoren, a+ 5, sowie der
Multiplikation mit einem skalaren Zahlenwert ad,a € R, interessiert. Hierzu betrachten wir
den Euklidischen Punktraum. Ein Vektor d wird definiert als Verbindung zweier Punkte P
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Abb. 1.1 Grundlegende Definition geometrischer Vektoren.

und Q, wobei die Reihenfolge der Punkte Pund Q ((P, Q) # (Q, P))! die Richtung beschreibt,
sieche Abb. 1.1a. Der Vektor d = PQ zeige vom Punkt P zum Punkt Q, was durch den
Fuflpunkt des Vektors in P und der Spitze des Vektors in Q beschrieben wird. Der Abstand
zwischen P und Q gibt den “Betrag”, d.h. den physikalischen Wert an.? Offensichtlich gibt
es nicht nur ein Punktepaar, welches den gleichen Abstand und die gleiche Orientierung
im Raum hat. Der Vektor @ = RS in Abb. 1.1a hat ebenfalls die gleiche Richtung und den
gleichen Betrag. Fiir die Vektoraddition nutzt man genau diese Eigenschaft aus, da eine
Parallelverschiebung des Fufipunktes von b in die Spitze von a durchgefiihrt wird, siehe
Abb. 1.1b. Der resultierende Vektor @ + b beginnt im FuBpunkt von @ und endet in der
Spitze von b.

Ein spezieller Vektor ist der Nullvektor 0, dessen Betrag null ist und dessen Orientierung
beliebig ist. 0 = PP wire zum Beispiel ein solcher Vektor.

Wir betrachten als Nichstes die Multiplikation eines geometrischen Vektors @ mit einem
Skalar 1 € R, also 1d. Hierbei gehen wir davon aus, dass Ad = a4 gilt, also die Vertauschung
von Vektor und Skalar zur gleichen Losung fiihrt. Der Vektor d wird um den Faktor 1
verldngert fiir 2 > 1, d.h. der Betrag wird um den Faktor A gréer. Den Betrag des Vektors a
schreiben wir in der Form |d|, was einer nicht-negativen reellen Zahl entspricht, |a| > 0,
|a| € R*. Die Aussage |d| = 0 gelte nur fiir den bereits eingefiihrten Nullvektor |d| = 0 &
d=0.IstalsoA > 050 gilt

|[Ad| = Ad| VA > 0. (1.1)

Der Vektor wird kiirzer fiir 0 < 4 < 1 und fiir 4 < 0 dndert sich neben dem Betrag (Lénge)
der Richtungssinn, siehe Abb. 1.2 fiir = —1. Fiir A = —1 erhélt man das inverse Element,
siehe Definition 1.1. Fiir A < 0 gilt auch |Ad| = |1||d|.

Fiir diese Definitionen der Vektoraddition und der Multiplikation mit einem Skalar
werden die sogenannten Vektorraumaxiome erfiillt:

1 Die Reihenfolge der Punktbezeichnung ist fiir die Definition von Vektoren notwendig, d.h. sie miissen ein
geordnetes Punktepaar (P, Q) darstellen, bei der es auf die Reihenfolge ankommt.

2 Hierbei ist unsere Anschauung mit dem uns umgebenden Raum gekoppelt. Bei Vektoren, die eine physika-
lische Bedeutung haben, d.h. zum Beispiel eine Kraft, ist der Punktraum gekoppelt mit einer physikalischen
Bedeutung und entzieht sich zunéchst unserer Vorstellung eines geometrischen Abstandes, da der Abstand
der Punkte P und Q die Dimension einer Kraft hat.
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a
_ e / bzw. —a,7 Abb. 1.2 Anderung der
—d=(-1)a a Richtung, A = —1.

Definition 1.1 (Vektorraum, linearer Raum) .
Ein reeller Vektorraum (linearer Raum) besteht aus einer Menge von ElementenV = {a, b, ¢, ...}

und es existiere die Addition der Elemente a + B 1 VXV =V, welche auf ein Element aus V
der gleichen Menge fiihrt. Diese Elemente bezeichnet man als Vektoren, wenn sie die folgenden
Eigenschaften haben:

(A1) Assoziativitdt

@+b)+C=d+(b+0) (1.2)
(A2) Existenz eines neutralen Elementes

i+0=4d (1.3)
(A3) Existenz eines inversen Elementes

G+d=0 mit ada=-a=(-1a (1.4)

d+b=b+d (1.5)

Des Weiteren miissen folgende Eigenschaften bei der Multiplikation mit einem skalaren Wert
a € R unter der Annahme ad € V erfiillt sein:

(M1) Assoziativitdit

(ap)a = a(Ba) (1.6)
(M2) Distributivitdt

a(d +b) = ad + ab (1.7)
(M3) Distributivitdt

(a+pB)d=ad+pd (1.8)
(M4) Identitdt

la=ad (1.9)

In diesem Fall sind die Elemente aus V Element des linearen Raumes oder reellwertigen
Vektorraumes und werden Vektoren bezeichnet.? O

3 Bei genauerer Betrachtung sind die reellen Zahlen selbst oder auch Matrizen — und eine Reihe weiterer
mathematischer Objekte — Vektoren, also Elemente des linearen Vektorraums (ohne Beweis).
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1 Einfiihrung in die Vektorrechnung

Man kann zeigen, dass geometrische Vektoren die Vektorraumaxiome (1.2)-(1.9) erfiil-
len, was hier nicht explizit bewiesen wird, jedoch mit den geometrischen Betrachtungen
durchfiihrbar ist.

Wir konnen derzeit noch nicht mit Zahlenwerten arbeiten, um spéter fiir technische
Anwendungen gesuchte physikalische Grofien zu gewinnen bzw. mit geometrischen Vek-
toren auch zu rechnen. Hierzu bedarf es zunéchst noch der Definition des sogenannten
Skalarproduktes, d.h. einem Produkt zweier geometrischer Vektoren, welches einen Skalar
liefert, sowie der Beschreibung der sogenannten Komponentendarstellung. Dies wird in
Abschnitt 1.2 behandelt.

Bevor wir die Komponentendarstellung von Vektoren betrachten, fiihren wir einen Ein-
heitsvektor € ein, also einen Vektor, dessen Betrag (Linge) 1 ist, |€] = 1. Dieser wird
verwendet, um die Richtung im Raum anzugeben. Sei @ # 0 ein beliebiger Vektor, d.h.
|d| # 0, so kénnen wir unter Ausnutzung von (1.6)

i
G- lad 5_ |a|(—q a)= a1 (1.10)
al al
—— ————

5

e

-

schreiben, d.h. € gibt die Richtung des Vektors @ an und der Betrag |d| liefert die Linge des
Vektors.

|m

(1.11)

N
e =

au

ist der Einheitsvektor in Richtung von a, siehe Abb. 1.3a, und es lisst sich leicht zeigen, dass
dieser die Linge 1 besitzt,

le| =

y

lal

Fiir die Herleitung der Komponentendarstellung von Vektoren benétigen wir eine
wichtige Definition, ndmlich diejenige der linearen Abhédngigkeit von Vektoren.

1 MG T g,
(a) Einheitsvektor & = a/|d| (b) Darstellung eines Vektors durch seine Vektor-
und Betrige komponenten

Abb. 1.3 Betrag und Vektorkomponenten eines Vektors a.
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Definition 1.2 (Lineare Abhingigkeit)
Die Vektoren d,, ds, ..., d,, € V werden linear abhingig bezeichnet, wenn Zahlen ay, o, ..., Gy,
€ R existieren, die nicht alle verschwinden und fiir die die folgende Bedingung gilt:

m
z aiai = alal + azaz + ...+ Cfm(_im =0 (112)
i=1

Falls GL(1.12) nur fiir alle o; = 0 erfiillt ist, bezeichnet man die Vektoren 4;,i=1,..,m, linear
unabhdingig. O

Im iiblicherweise angenommenen dreidimensionalen Raum gibt es maximal drei linear
unabhiingige Vektoren. Wir nennen diese §i € V,i=1,2,3.D.h. jeder weitere Vektor, hier
d eV, lisst sich dann durch diese in einer Linearkombination darstellen:

d=a8 + g + a8 (1.13)

Die Faktoren «;, i = 1, 2, 3, bezeichnet man als Koeffizienten der Vektorkomponenten und die
Vektoren g;, i = 1,2, 3, definieren die zugehdrige Basis. Die Vektorkomponenten sind hier
die GroRen ;g;. Diese Bezeichnungen (Koeffizienten, Komponenten) werden aber in der
Literatur sehr unterschiedlich gehandhabt. Zum Beispiel werden hiufig die skalaren Werte
a;, i = 1,2,3, auch als Komponenten des Vektors bezeichnet. In Abb. 1.3b ist die grafische
Veranschaulichung der Vektorkomponenten wiedergegeben. Die Orientierung der Vektoren
&, i = 1,2,3, kann dabei beliebig sein. Sie sollen lediglich linear unabhingig voneinander
sein, d.h. ein Vektor g; soll sich nicht durch eine Linearkombination der anderen beiden
Vektoren darstellen lassen. Unter Ausnutzung der Beziehungen (1.2), (1.5) und (1.8) gilt fiir
die Vektoraddition zweier Vektoren

d=ad + a8+ ag; (1.14)
und

b= big, + byg, + bags (1.15)
sowie der speziellen Anordnung

d+b=a,8 + a8 + a8+ b8 + bygy + bygs =

-

d b

= (a; + b))g, + (a, + by)g, + (a3 + b3)gs, (1.16)

d.h. die Koeffizienten der Vektoren d und Ewerden addiert (dies gilt nur, wenn sich beide
Vektoren auf die gleichen Basisvektoren §i, i =1,2,3, beziehen).

Beispiel 1.1 (Vektoraddition)

Gegeben seien die Basisvektoren g, g, und g, die nicht unbedingt orthogonal aufeinan-
derstehen miissen. Zudem miissen diese Vektoren keine Einheitsvektoren sein. Gewdhlt
sinda = g, — g, + 2g; und b = 2g, — 2g;, d.h. es liegen die Vektorkoeffizienten a; = 1,
a, = —1und a; = 2 sowie b; = 0, b, = 2 und b; = —2 vor. Die Summe der beiden
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1 Einfiihrung in die Vektorrechnung
Vektoren G + b lautet dann
d+b=(a +b)g +(ay+by)3 + (a3 + b3)g; = & + &

O

Die Multiplikation des Vektors a aus Gl.(1.14) mit einem Skalar 1 € R liefert unter
Verwendung der Beziehungen (1.6) und (1.7)

Ad = Aa,8) + B8, + a:83) =
= (Aa)g; + (1a,)g, + (Aas)gs, 1.17)

d.h. jeder Koeffizient a;, wird mit dem Faktor 1 gewichtet.

Die Darstellung eines Vektors din Abhingigkeit der Basisvektoren g,1=1,2,3,siehe
Gl.(1.14), ist zudem eindeutig: Nimmt man an, dass der gleiche Vektor unterschiedliche
Koeffizienten hitte, a; # a;, d.h. es géibe die Darstellungen

=8 + a8 + a:8; = afgl + a;é'z + ‘1;§3s
so wiirde aus den Vektorraumaxiomen (1.2)-(1.9) bei Subtraktion, siche G1.(1.17),
d—d=(a;—aDg +(a—a)g +(az—a})g; =0

resultieren. Dies ist nur dann erfiillt, wenn die Koeffizienten q; = a;", i =1,2,3,identisch
sind (siehe Definition 1.2 fiir linear unabhingige Vektoren g;,i = 1, 2, 3).

Die Verwendung beliebiger Basisvektoren §i, i =1,2,3, ist fiir unsere Zwecke nicht dien-
lich, zumal |g;| # 1 sein kann und daher der Betrag q; in eine Richtung keine physikalische
Grofie angibt. Des Weiteren kommt es der Anschauung néher, orthogonale Richtungen
auszuwihlen. Daher wihlen wir Basisvektoren &;,i = 1,2, 3, deren Betrag (Ldnge) eins ist,
|e;] = 1,i = 1,2, 3, und die aufeinander senkrecht stehen,

d = a8, + a8, + a;¢;. (1.18)

Dann gibt jeder Koeffizient a;, i = 1, 2, 3, eine “Linge” wieder, siche Abb. 1.4. Der Vektor a
wird also in der Komponentendarstellung durch drei Zahlen a;,i = 1, 2, 3, sowie der Basis e,

|€3

Seq t ,',
v j Abb. 1.4 Vektorkomponenten
e ' bezogen auf orthonormales

ag Basissystem.
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Abb. 1.5 Darstellung eines Vektors und dessen Koeffizienten in einem gedrehten Basissystem
(ebener Speziallfall) sowie die Drehung von ebenen Basisvektoren.

i = 1,2, 3, beschrieben, auf die sich die Koeffizienten des Vektors d beziehen. Hat man nur
ein Basissystem &;, i = 1,2, 3, so ldsst man die Basisvektoren fort und schreibt den Vektor in
Spaltenform

a=4 a ¢, aeR’. (1.19)

Diese Darstellung wird iiblicherweise in der Schulmathematik verwendet. Hierbei muss
jedoch betont werden, dass d # a gilt. Zudem gibt es Problemstellungen bei denen un-
terschiedliche Basissysteme verwendet werden, so dass die nicht eindeutige Darstellung
(1.19) vermieden und nur die Darstellung (1.18) angewendet wird. Haben wir ndmlich zwei
unterschiedliche Basissysteme ¢,i=1,2,3,und é, i =1,2,3, siche Abb. 1.5a fiir das ebene
Problem, so hat der gleiche Vektor a die Darstellungen

- - - - A 3 A D A 3
a= a1€1 + a262 + a3€3 = a161 + a2€2 + (1363, (1.20)

wobei die Koeffizienten a; € R verschieden zu den Koeffizienten d; € R sind. Es ist jedoch
der gleiche Vektor a, lediglich die gewihlten Komponenten sehen unterschiedlich aus.
Somit sind auch die Koeffizienten des Vektors andere und die Darstellung (1.19) ist nicht
eindeutig.

Bei allen Rechenoperationen der Vektorrechnung kénnen nur die Zahlenwerte der Ko-
effizienten a; spezifiziert werden, d.h. bei allen mathematischen Operationen stellen die
Basisvektoren ¢; lediglich Symbole dar, die die Richtung angeben. Letztere kénnen zahlen-
miBig nicht angegeben werden. Lediglich der Betrag (Liinge) ist bekannt, |¢;| = 1,i = 1,2, 3,
und die Richtungen sind vorgegeben.

Beispiel 1.2 (Wechsel des Basissystems)

Es seien der Vektor

C_i = algl + azé)z = 381 + 382 (1.21)
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1 Einfiihrung in die Vektorrechnung

sowie der Winkel ¢ = 30° und die gedrehte Basis ?1, ?2 gegeben. Zunichst kénnen wir
die Basisvektoren jeweils durch die andere Basis darstellen. Um die neuen Basisvektoren

31 und 32 aus den urspriinglichen Basisvektoren zu berechnen, betrachten wir Abb. 1.5b.
Mit der Eigenschaft |31| =1lund |é’2| = 1 folgt durch Vektorzerlegung

¢, =cosg &, +sing &, (1.22)

¢, = —sing &, + cos @ &,. (1.23)
Umgekehrt gilt

&, =cosp e, —sing &, (1.24)

2, =sing &, + cos @ &y, (1.25)

was auf analoge geometrische Anschauung zuriickzufiihren ist. Fiir den Winkel ¢ = 30°
berechnen sich

¢, = cos 30°¢, + sin 30°¢, = 7381 + %82 ~ 0.866¢, + 0.5¢, (1.26)

¢, = —sin 30°¢, + cos 30°¢, = _Eel \/2_52 ~ —0.5¢; + 0.866¢, (1.27)
bzw.

e, = cos 3O°e1 —sin 30°62 = @él - %32 ~ 0. 866e1 —0. Se2 (1.28)

e, = sin 30"e1 + cos 30° 62 = %31 + @ez ~ 0. Se1 +0. 866e2 (1.29)

In der Komponentendarstellung des Vektors a aus GL.(1.21), bezogen auf die Basis 31, ?2
5 . .
und e;, hat dieser die Darstellung

(_i = dlgl + dzé; + d3g3. (1.30)
Wir ersetzen in G1.(1.21) die Basisvektoren (1.28) und (1.29) und erhalten

> 3 . Y . 3 Y
a = a;(cos pe; — sin pe,) + a,(sin pe; + cos ge,),

was durch Umsortieren auf

N . 5 . 3
a=(a,cosp+a,sinp)e; + (—a,sinp + a,cosp)e,

a; a,
fithrt. Der Koeffizientenvergleich zur Darstellung (1.30) liefert demnach die Koeffizienten

al = al COSgD + a2 Sin qD, a2 = —al Sin@ + az CoS §0,
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bzw. bezogen auf unser Beispiel

NERR

3
4, = 3— -==1 ~ 4.1
a, =3 > +32 2( +\/§) ,
1 V3 3
dZ = —35 + 37 = 5(_1 + \/g) ~ 11,

siehe zur geometrischen Deutung der Koeffizienten Abb. 1.5a. D.h. der Vektor a hat je
nach verwendeter Basis unterschiedliche Koeffizienten:

4 =38, + 38, ~ 4.1¢, + 1.16,

Er stellt jedoch immer noch den gleichen Vektor dar. O

Durch weitere Rechenoperationen, insbesondere speziellen Produkten von geometrischen
Vektoren lassen sich geometrische Deutungen angeben, die wir bei der Beschreibung der
Bewegung von Korpern benétigen. Hierzu zidhlen das Skalarprodukt, das Vektor- bzw.
Kreuzprodukt, das Spatprodukt sowie das doppelte Kreuzprodukt.

1.2 Das Skalarprodukt

Das im Folgenden erlduterte Skalarprodukt zweier Vektoren, also einem speziellen Produkt
zweier geometrischer Vektoren, dient einerseits der konkreten Berechnung des Betrages
(Lange) eines Vektors, dem Winkel zwischen zwei Vektoren sowie der Projektion eines
Vektors auf eine vorgegebene Richtung.

Definition 1.3 (Skalarprodukt)
Das Skalarprodukt

G-b=|d|lbjcosa d-b:VxXV-R (1.31)

liefert einen eindeutigen skalaren Wert. a ist der zwischen den Vektoren a und b liegende
Winkel.

O

Abb. 1.6a verdeutlicht die geometrische Bedeutung der Definition (1.31), d.h. das Skalarpro-

dukt liefert die Projektion* des Betrages von d, |d| cos a, auf die Richtung von B und wird

mit dem Betrag von l; |B |, multipliziert. Umgekehrt gilt auch die Projektion des Betrages

von 5, |B | cos a, auf die Richtung von d sowie dem Produkt mit dem Betrag von a, |d].
Aus der Definition des Skalarproduktes ergeben sich folgende Eigenschaften:

(S1) Kommutativitit

Qu
S
I
S
QU

(1.32)

4 Als Projektion kénnte man sich die Schattenbildung des einen Vektors auf die des anderen Vektors
interpretieren, wobei man dabei einen rechten Winkel annimmt.
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1 Einfiihrung in die Vektorrechnung

(a) Grafische Veranschaulichung des Skalarpro- (b) Projektion eines Vektors auf eine Richtung
duktes

Abb. 1.6 Eigenschaften und geometrische Deutung des Skalarproduktes.

(S2) Assoziativitit

(Ad@)-b =A@ - b) (1.33)
(S3) Distributivitit

(@+Db)-¢=d-¢+b-¢ (1.34)
(S4) Definitheit

-

d-d=1d>2 |d=Vd-d bzw. d-d=0ed=0 (1.35)

Die Kommutativitit, sieche GL.(1.32), ist bei der Betrachtung der Definition des Ska-
larproduktes (1.31) offensichtlich. G1.(1.33) ergibt sich zunichst mit 1 > 0, siehe auch
GlL.(1.1) zu

(A@) - b = |1d||b| cosa = (1|@||b| cos @) = A(|d@||b] cos a), (1.36)

was auch flir 4 < 0 gilt, da in diesem Fall der Cosinus sein Vorzeichen dndert, cosa =
—cos(180° + @), siehe auch Abb. 1.7. Zum Nachweis von Beziehung (1.34) gehen wir in

zwei Schritten vor. Wir betrachten zunichst drei Vektoren @, b und ¢, die nicht alle in einer
Ebene liegen, siche Abb. 1.8a, sowie die Ebene, die durch die beiden Vektoren dund ¢

aufgespannt ist. Dann werden wir in der d/c-Ebene den projizierten Vektor von l;, den wir
mit b* bezeichnen, und den Vektor d + b* erkennen, siche Abb. 1.8b. Damit erhalten wir

'f.-"*- J——
. ___y__/\a?:f’_ggf%c A fiir A > 0

-Lfé;’(hy\q--.._f_\f..- 5 Abb. 1.7 Skizze zur Beweisfiihrungen der

Ad fiir A <0 Assoziativitit des Skalarproduktes.
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.
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(a) Ebene senkrecht zum Vekior & (b} Projektion auf die @/&-Ebene

Abb. 1.8 Abbildungen zur Beweisfiihrung der Distributivitat des Skalarproduktes.
|d + b*| cosy = |d| cosa + |b*| cos B (1.37)
bzw. nach Multiplikation mit |¢| und Riickiibersetzung von G1.(1.37)
(@+b*)-C=ad-c+b*-¢ (1.38)

Bildlich gesehen entfillt der Anteil von B, der senkrecht zur Ebene von (4, ¢) steht. Da
Gl.(1.38) keine Aussage iiber b enthilt, gilt sie flir alle Vektoren b.

(1.35), ist aus der Definition des Skalarproduktes fiir & = 0 offensichtlich. Da die Linge
des Vektors durch |d| definiert ist, muss aus |d| = Vd-d = 0 auch @ = 0 folgen und
umgekehrt.

Betrachten wir als Néchstes den Vektor @ und eine vorgegebene Richtung &, |€] = 1, dann
kann der Vektor d in zwei Vektoren zerlegt werden, siehe Abb. 1.6b. Der eine Anteil soll
in Richtung des Einheitsvektors ¢ zeigen und der andere Anteil senkrecht dazu. Wegen
|€] = 1 folgt aus der Definition des Skalarproduktes (1.31)

da-¢é=|d|cosa, (1.39)

d.h. der projizierte Vektor @ auf die Richtung ¢ lautet @, = (d - €)é. Der Vektor @, = a,€ hat
den Betrag

a,:=ad-e. (1.40)
Den dazu normal stehenden Vektor erhélt man dann durch Differenzbildung
d,=d—d,=d—(a-ee. (1.41)

Der Vektor d, = (d - €)¢ stellt also die Projektion des vorgegebenen Vektors d auf die
vorgegebene Richtung € dar.

13
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Abb. 1.9 Vektorkomponenten bezogen auf
das orthonormale Basissystem ., €,, €.

Mit den in (1.18) eingefiihrten Basisvektoren, die aufeinander senkrecht stehen, gilt
le;| =1,i =1,2,3, sowie die Orthogonalititsbedingung

o firi#j

= 1.42
1 fliri=j ( )

g8 =0,

&;; bezeichnet man als das Kronecker-Symbol.
In den technischen Anwendungen verwendet man iiblicherweise nicht die Indizes 1, 2
und 3, sondern x, y und z:

€ € =¢-¢,=¢-¢=1 (1.43)
€ €, =€ -¢6=¢-¢=0 (1.44)

Ein Vektor ldsst sich dann in der Komponentendarstellung
d = a., +a,€, +a,e, (1.45)

darstellen, siehe Abb. 1.9, bzw. auch GL.(1.18) sowie Abb. 1.4. Unter Ausnutzung der Ortho-
gonalitdtseigenschaft (1.42) bzw. (1.43)-(1.44), den Eigenschaften (1.32)-(1.34) kann man
die Koeffizienten eines Vektors auch iiber das Skalarprodukt ausrechnen

e - - - -

a,=da-e =(a.e +ae, +ase,) e =
- > > - > -

=a.e. e ta,e, e +ae; e, =a,.
—— \ , ——

1 0 0
Analog gilt
a,=d-€, a,=d-€, a,=d-&, (1.46)
womit auch die Darstellung
=388+ (@ 8,)8,+ (@82, (1.47)

moglich ist. Diese recht niitzliche Eigenschaft kann man auch fiir die Bestimmung der
Koeffizienten einer anderen Basis heranziehen. Fiir die Darstellung (1.20), wiirde dann

4 =d-e,i=1,2,3,gelten.



1.2 Das Skalarprodukt
Das Skalarprodukt in Komponentendarstellung resultiert mit (1.32)-(1.34) zu

d-b = (a8 + a8, + a,) - (b8 +b,&, +b,E,) =
=a,b, +a,b, +a,b,, (1.48)

d.h. die Summe der Produkte zugehoriger Vektorkoeffizienten liefert das Skalarprodukt.
Offensichtlich ist dann

d-d=a;+a;+a, (1.49)

d.h. der Betrag eines Vektors, siehe G1.(1.35), lautet

ld| = y/a2 + a2 + a. (1.50)

Hiermit wird auch klar, dass fiir 4 > 0 der Betrag des Vektors Ad, der Faktor des Betrags
von |a| ist:

|Ad| = +/(Ad)- (@) = VA2G-d=AVad-d=41]|d|, 1>0 (1.51)

Mit dem Betrag eines Vektors konnen wir also die Lange des Vektors zahlenmif3ig angeben,
|d| € R. Im Folgenden lassen wir das +-Zeichen bei der Wurzel weg und merken uns, dass
wir lediglich an der positiven Quadratwurzel interessiert sind.

Wir kommen zuletzt noch auf die Bestimmung des Winkels zwischen zwei Vektoren zu
sprechen, in der Definition (1.31) umgeschrieben wird,

a-b . . acb, +a,b, +a,b
CosSa = ——= =¢," € = AR A . (1.52)
|alb] ¢ﬁ+@+@¢@+@+@
Hierbei kann man
. d . b
e, = = und ep = = (153)
lal |b|

als die Einheitsvektoren in Richtung von d und b interpretieren.

Damit erkennen wir, dass das Skalarprodukt, also dem Produkt zwischen zwei geometri-
schen Vektoren, ein Skalar (reelle Zahl) liefert. Wir konnen den Betrag (Ldnge, Intensitit)
des Vektors, G1.(1.50), den Winkel zwischen zwei Vektoren, siehe GL.(1.52), sowie die Pro-
jektion eines Vektors auf eine vorgegebene Richtung, Abb. 1.6b, ausrechnen. Zudem kann
man auch iiberpriifen, ob zwei Vektoren senkrecht aufeinanderstehen, a- I; = 0, da nur
dann der Cosinus des eingeschlossenen Winkels verschwindet, siehe G1.(1.31).

Beispiel 1.3 (Skalarprodukt)

Gegeben seien die Vektoren d = 3¢, + 2¢, und b = 4¢, + 3¢,. Gesucht ist der Abstand
der Punkte A und B sowie der Winkel ¢ zwischen den beiden Vektoren d und b.

15
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Abb. 1.10 Beispiel fiir Winkel zwischen den
Vektoren G und b und dem Abstand
Ic] = |b — d| der Punkte A und B.

In Abb. 1.10 sind die Punkte und Vektoren nochmals veranschaulicht. Mit Hilfe von
GL(1.52) folgta, = 3,a, = 0,a, = 2,b, =0,b, =4,b, =3

6 6
cosgp = = = ~ 0.333

V3r+2n/a2 432 13y25 513

und somit ¢ = arccos 6/(5V13) = 70.6°. Der Abstand zwischen den Punkten A und B
ist durch Bestimmen des Betrages des Vektors ¢ = b—d = —3¢, +4¢, + €, zu berechnen,

gl = |b =V(=32+42+1=V26~51,

siehe GL.(1.50). O

1.3 Das Vektorprodukt

Ein weiteres Produkt stellt das Vektorprodukt bzw. Kreuzprodukt zweier Vektoren dar.

Definition 1.4 (Vektorprodukt)
Das Produkt der beiden Vektoren d € V und b eV

- -

axb=|axb|ﬁ=(|a||5|sina)ﬁ, Gxb:VxXV-V (1.54)

liefert eindeutig einen Vektor da x l;, der senkrecht auf der durch @ und b aufgespannten
Ebene steht. Die Vektoren d, b und 71 repriisentieren dabei ein Rechtssystem. 71 ist dabei ein
Normaleneinheitsvektor, |7i| = 1. O

Ein Rechtssystem kann man sich mit einer rechten Hand klar machen, bei der der Daumen
der Vektor d, der Zeigefinger der Vektor b und der Mittelfinger den Vektor 1 (bzw. d X b)
darstellt. Die mit dem Kreuzprodukt verbundene Orientierung der Vektoren ist in Abb. 1.11
aufgefiihrt.

Abb. 1.11 macht offensichtlich, dass der Betrag des Kreuzproduktes, |dx B |, die Fldache des
durch die Vektoren @ und b aufgespannten Parallelogramms ist. Diese berechnet sich ndm-
lich durch Grundfliche mal Hohe, d.h. entweder A = |G|(|b| sina) oder A = |b|(|d] sin ),
was mit Hilfe von GL.(1.51)



1.3 Das Vektorprodukt

Abb. 1.11 Kreuzprodukt.

A=|dxDb|=|ld| |bl(sine)ii| = |d| |b|(sina)|ii| = |d] |b| sina (1.55)

liefert (0 < a < 180°. Fiir 180° < a < 360° zeigt 71 in eine andere Richtung).
Wir kommen nunmehr auf Folgerungen bzw. Rechenregeln des Kreuzproduktes zu
sprechen:

(V1) Anti-Kommutativitit

dxb=-bxd (1.56)
(V2) Assoziativitit bei der Multiplikation mit einem Skalar

M@ xb)=(Ad)xb = a x (1b) (1.57)
(V3) Distributivitit
(G+b)xE=axZ+bx¢ (1.58)
(V4) Parallelitit

ixd=0 (1.59)

Die Anti-Kommutativitit (1.56) wird klar, da bei b x @ der Normalenvektor 71 aufgrund
der Definition als zu bildendes Rechtssystem entgegengesetzt zu d X b zeigt. Der Betrag ist
dabei unbeeinflusst.

Die Assoziativitidt bei Multiplikation mit einem Skalar (1.57) wird dadurch klar, dass fiir
A > 0, siehe G1.(1.51), da A aus dem Betrag herausgezogen werden darf:

(A3) x b = |Ad||b|(sin a)ii = A|d@||b|(sin )i = A(G@ X b) (1.60)

A kann dabei auch in den Betrag hereingezogen werden, so dass (1.57); klar ist (fiir 4 < 0
kann das Vorzeichen, d.h. (—1), links und rechts herausgezogen werden, so dass sich kein
Unterschied ergibt).

Der Beweis der Distributivitit (1.58) ist etwas komplexer und erfolgt in Analogie zu (Haupt,
2000). Dieser Beweis erfolgt in zwei Schritten. Zunichst transformieren wir in G1.(1.58) die
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3 v
;’ Abb. 1.12 Projektion eines Vektors auf
——_/ eine zu ¢ senkrechte Ebene.

Vektoren in eine zum Vektor ¢ senkrechte Ebene, was einer Projektion der Vektoren a, 5 und
a + b entspricht. AnschlieSend wird in einem zweiten Schritt das projizierte Parallelogramm
selbstdhnlich gedreht und gestreckt, um den Beweis zu vollenden.

Schritt 1: Der Vektor U kann die Vektoren d, b oder d + b annehmen. Des Weiteren sei 0*
die Projektion des Vektors U in diejenige Ebene, die senkrecht zu dem Vektor ¢ liegt, siche
Abb. 1.12, d.h. 0¥ - ¢ = 0, U* L¢, siehe auch Abb. 1.6b. Offensichtlich gilt

|0%] = |U]sina bzw. U* = |0*|e* = |0](sin a)e*. (1.61)
Zunichst zeigen wir, dass

UXC=0"X¢ (1.62)
gilt, d.h. mit GL.(1.61) folgt

0% ¢ = |0]|8|(sina)ii = |5*||¢]7. (1.63)

Fiir die rechte Seite von G1.(1.62) folgt wiederum der gleiche Ausdruck (hier ist der Winkel
90° zwischen 0* und ¢, so dass sin 90° = 1 beriicksichtigt wird),

0 x @ = (|0]8*) x & = |0%] |&*| |d17 (1.64)
N——
1

bzw. unter Ausnutzung von G1.(1.61),
U¥ x ¢ = |0*||¢|n = |v]|C|(sina)i = Ux C. (1.65)

Diese Projektion wird sowohl fiir @, bundG+b durchgefiihrt, siehe Abb. 1.13a. Aus G1.(1.58)
folgt dann fiir jedes

(@+b) xd=ad*xE+b*x¢ (1.66)
bzw. nach Abb. 1.13a
@+ b)* = a* +b*. (1.67)

Schritt 2: Zu den Vektoren @*, b* und @* + b* werden die mit ¢ senkrechten Vektoren
gebildet, woraus aus Abb. 1.13b ersichtlich wird, dass dieses einer selbstdhnlichen Drehung



1.3 Das Vektorprodukt

b (@+ by =a* + b
(a) Projektion der Vektoren &, bund @ ++ bauf eine  (b) Rotation und Streckung zum selbstihnlichen
Ebene Parallelogramm

Abb. 1.13 Bilder zur Beweisflihrung der Distributivitat des Vektorproduktes.

des durch die Vektoren d* und b* aufgespannten Parallelogramms entspricht. Der Betrag der
Vektoren a*, b* und a* + b* ist jedoch um den Faktor |c| gestreckt worden. Aus Abb. 1.13b
erkennt man dann auch die Beziehung

(@+Db)*xC=a*xC+b*x?¢ (1.68)

bzw. nach Ausnutzung der Beziehung (1.62) wieder G1.(1.58), womit der Beweis beendet

wire.
Offensichtlich gilt, dass wegen sin 0 = 0 zwei parallele Vektoren d und b = Ad auf

Axb=dx(d)=A@xa) =0 (1.69)

fithrt, was G1.(1.59) klarmacht.
Wir kdnnen also das Kreuzprodukt

1) zur Berechnung der Fliiche eines durch die Vektoren d und b aufgespannten Parallelo-
gramms (und damit auch die eines Dreiecks),

2) zum Herausfinden der Parallelitit zvg}eier Vektoren, und

3) zur Bildung eines auf der von @ und b aufgespannten Ebene senkrechten Vektors

ausznutzen.
Es stellt sich nunmehr die Frage nach der Berechnung des Vektorproduktes in der Kom-

ponentendarstellung, siehe G1.(1.45) bzw. Abb. 1.9. Zu dieser Berechnung gibt es mehrere
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T ~
(3,2) N
. }_ =
."f ' 1 1 €T
II '\\___I/'
| |
\ ,..f"' )
S/ Abb. 1.14 Permutation
Sy von Indizes (entweder liber
'\29,'* 1,2,3 oder x,, z).

Moglichkeiten. Bei der ersten Moglichkeit bildet man das Kreuzprodukt der Basisvektoren.
Hierzu betrachten wir zunéchst

€ Xe, = |e| |&]sin90° i =eé,. (1.70)
N ; ;‘,_/\;_/
1 1 1 e,

Alle weiteren Kombinationen des Kreuzproduktes erhdlt man durch zyklische Permutation,
siehe Abb. 1.14. Man durchlduft hierbei im Uhrzeigersinn die Indizes in Abb. 1.14, wobei
man sich lediglich Darstellung (1.71) merken muss:

€, Xe, =¢, (1.71)
€, Xe, = ¢, (1.72)
€, xé, =¢, (1.73)

Hierbei erkennt man, dass beginnend von der ersten Zeile immer der nédchste Index
verwendet wird (erhdhe in jeder Spalte den Index). Die Kombinationen

€ Xe =€ X =€%X€e =0 (1.74)

verschwinden, da die Vektoren parallel sind, sieche GL.(1.59). Alle anderen Kombinationen
liefern ein negatives Vorzeichen,

€, X e, =—&, (1.75)
€, X e, =—e, (1.76)
€ X e, =—¢, (1.77)

was bei Betrachtung der Antikommutativitét (1.56) angewendet auf Beziehungen (1.71)-
(1.73) offensichtlich ist. Unter Ausnutzung der Beziehungen (1.71)-(1.77) sowie (1.57) und
(1.58) erhalten wir mit der Komponentendarstellung (1.45)

dxb = (0,8, + 4,8, + 0,8,) X (b,&y + b, &, + b,&,) =
= (a,b, — a,b,) &, + (a,b, — asb,) €, + (ayb, —a,b,)ée,. (1.78)
Auch diese Beziehung kann man sich mit der zyklischen Vertauschung der Indizes

merken. Die positiven Komponenten lauten (Exaybz), (z?yazby) und (Ezaxby). Bei den ne-
gativen Werten muss lediglich der Index des “positiven” Produktes vertauscht werden.
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Die Vorgehensweise, unter Verwendung der vorherigen Be21ehungen (1.71)- (1 73), kann

rechentechnisch von Vorteil sein, falls nur wenige Komponenten von a oder b vorliegen.
Eine alternative Moglichkeit nutzt eine verallgemeinerte Determlnantenberechnung emer
(3 x 3)-Matrix aus, bei der in der ersten Zeile der Matrix die Basisvektoren ex, ey und e,

stehen und in die zweite und dritte Zeile die Koeffizienten der Vektoren d oder b eingetragen
werden:

R A
axb=la, a, a,|=(ayb,—a,b,)é+(ab, —acb,)é,+(ayb, —ayb,)e, (1.79)
b, b, b,

Beispiel 1.4 (Normalenvektor)

Gesucht ist der Normalenvektor #, || = 1, der auf der durch die Punkte A, B und
6’ aufgespannten Ebene senkrecht steht, sieche Abb. 1.15a. Hierbei sei d = OA = 3é,,
b=0B = 3ey und @ = OC = 5¢,. Der Normalenvektor steht senkrecht auf der durch

die Vektoren ¥ = b —dunds=c—a aufgespannten Ebene, siche Abb. 1.15b3,

Fxs _ (b-d)x@-a) (L80)
IFXS] |6 - a@)x @ - )|

(a) Normalenvektor {b) Normalenvektor

Abb. 1.15 Normalenvektor auf einem Tetraeder.
Fiir

-3¢, + 5e,

vy
I
ol
|
Qu
I

F=b-a d=-3¢ +3¢, und

5 Erinnerung: Die Reihenfolge im Kreuzprodukt ¥ und § fiihrt auf einen auf der Fliche “nach auflen”
gerichteten Vektor 7 X 5. Die Division durch den Betrag |F x 5| liefert dann den Einheitsvektor, siche G1.(1.11).
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folgt zun4chst mit dem Vektorprodukt (1.79)

e € ¢
FX§=|-3 3 0|=15¢, +15¢, + 9¢,.
-3 0 5

Mit GL(1.50) folgt |[F x 5| = V1524152492 = +4/531 =~ 23.04 und fiir den
Normalenvektor (1.80)

- 1 - - - - - -
n = ——=(15e, + 15€,, + 9¢,) ~ 0.65¢, + 0.65¢, + 0.3%,.
531

Beispiel 1.5 (Flichenberechnung mit dem Kreuzprodukt)

In Abb. 1.16a ist ein Dreieck im dreidimensionalen Raum durch seine Eckkoordinaten
(ay,ay,a;) =(2,3,2),(by, by, b,) = (-1,4,1)und (c,, ¢y, c;) = (0, 3,4) gegeben. Gesucht
ist die Grofle der durch die drei Punkte aufgespannten Dreiecksfliche. Die Punkte
werden gemify Abb. 1.16b als Ortsvektoren d = 2¢, + 3¢, + 2¢,, b=-¢+ 4é, + ¢,
und ¢ = 3¢, + 4¢, dargestellt. Die Kantenvektoren 7 = b—dunds = ¢— d konnen
nunmehr unter Verwendung von der Komponentendarstellung (1.79) zur Berechnung
des Kreuzproduktes gemif; G1.(1.55) ausgerechnet werden:

(C.'r:: Cyys (-';_')

(a) Koordinaten einer Dreiecksfliche (b) Vektoren einer Dreiecksfliche

Abb. 1.16 Koordinaten und Vektoren einer Dreiecksflache.

1. -
A=§|r><s|=—bx—ax b,—a, b,—a,|= (1.81)



1.4 Das Spatprodukt

- e

1 ex _yy ez 1 - - -
=3 -3 1 -1|= §|2€x + 8ey, +2¢,| = (1.82)
-2 0 2
Vr+se+22 72
== "= V18 = 3V2 ~ 4.24 (1.83)
O

1.4 Das Spatprodukt

Das Spatprodukt ist eine Kombination aus Skalar- und Kreuzprodukt.

Definition 1.5 (Spatprodukt) .
Das gemischte Produkt der drei Vektoren d, b und ¢

[d,b,¢] = (@x b) - ¢ = |d||b||¢] sin a cos B
wird Spatprodukt bezeichnet. o ist der Winkel zwischen den Vektoren d und bund B der Winkel
zwischen den Vektoren d X b und dem Vektor . O

Das Spatprodukt gibt, unter der Voraussetzung, dass die Vektoren d, b und ¢ ein Rechts-
system darstellen, das Volumen des durch die Vektoren a, b und ¢ aufgespannten
Parallelepipeds wieder. Die Grundseite des in Abb. 1.17 abgebildeten Parallelepipeds ist

|G|b| sin . Die Hohe ist || cos 3, so dass das Volumen
V =d||b||¢| sincccos g = (@ x b) - ¢ (1.84)

lautet. Natiirlich kann man auch eine andere Grundseite und die zugehorige Hohe zur
Bestimmung des Volumens heranziehen, so dass auch die durch zyklische Vertauschung
geltenden Beziehungen vorliegen,

(1.85)
.3, (1.86)

e cos 3

Abb. 1.17 Spatprodukt.
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siehe auch Abb. 1.14. Alle anderen Kombinationen liefern ein anderes Vorzeichen:
[d,b.¢] = —[b.d.¢] = —[¢,b.d] = —[d.,b] (1.87)

Umgekehrt gilt, dass man mit dem Vorzeichen erkennen kann, ob ein Rechtssystem,
Linkssystem oder ob zwei (oder drei Vektoren) parallel (linear abhéngig) sind:

>0 Rechtssystem
[d,b,¢] ={<0 Linkssystem (1.88)
=0 d,b,csind linear abhiingig
Auch hier sind wir abschlieflend an der Komponentendarstellung des Spatproduktes
interessiert. Die Kombination aus den GlIn.(1.48) und (1.78), bzw. (1.79) liefert:
[d,b,6] = @xb) T =
= (byc, — bycy) ay + (bye, — bycy) ay + (bye, — byey) a,
Bei genauerer Betrachtung kann man feststellen, dass dieser Ausdruck auch durch eine

Determinante ausgerechnet werden kann, bei der die Koeffizienten der Vektoren zeilenweise
angeordnet sind:

. a, a, a
(@xb)-¢=|by b, b,|=(byc,—byc,)ay+(bey —byc,)a, + (bye, —byey)a,
[
(1.89)

Beispiel 1.6 (Volumen eines Tetraeders)

Ein Tetraeder stellt ein Sechstel eines Quaders dar, siche Abb. 1.18, bei welchem nur die
Hiilfte durch drei Tetraeder skizziert werden. Der durch die Vektoren d = 3é,, b= 3ey
und ¢ = 5, gegebene Tetraeder, siehe Abb. 1.15, stellt demnach 1/6 des Volumens des

durch die Vektoren a, bund ¢ aufgespannten Parallelepipeds dar. D.h. mit G1.(1.84) folgt

Abb. 1.18 Motivation des Volumens eines Tetraeders.

15 15
2

. Boo 3.
V==d-(bx?d)==0 3 0/ ==(3€,-(3¢,%x5¢,)=——=—=175
6y o 5 © y 6
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1.5 Das doppelte Vektorprodukt

Neben dem Spatprodukt bestehend aus Skalar- und Vektorprodukt existiert auch das
doppelte Vektorprodukt, welches in Teil III des Buches erforderlich ist. Das doppelte

Vektorprodukt

Gx(bx3):VXVxXV—V (1.90)

liefert offensichtlich einen Vektor. Es ldsst sich nun zeigen, dass sich das Produkt auch

durch
ix(bxd)=(@@-3b—(@G-b)y

darstellen 1dsst. Um dies zu beweisen, gehen wir auf die Komponentendarstellung

(1.91)

d :=bxC= (b€ + b€, +b,&,) X (Cr€y + ¢,€, +C,E,) =
= (byc, — b,cy) € + (byey — byc,) €, + (b, — bycy) e,
—_— S~— —_——
dy dy d,

iiber, siehe G1.(1.79), und multiplizieren mit dem Vektor d in Form des Kreuzproduktes,
@ X (b X 0) = (ay8y + 4,8, + a,8,) X (dy &, + d, &, + d,E,) =
N——
d
= (ayd, — a,d))e, + (a,d, — a,d,)e, + (a,d, — ayd,)e, =
= (ay(bycy — byey) — ay(be, — bycy)) €+
+ (a,(byc, — byey) — ay(byc, — byey)) €+

+ (ay(b,ey — byc,) — ay(bye, — bye))) €.

In jedem Koeffizienten kann eine Null addiert werden, bei &, ist dies a,b,c, — a,b.c, =0,
bei Ey lautet dies a,byc, —a,b,c, = 0und bei e, der Term a,b,c, —a,b,c, = 0, so dass nach

Umsortieren

d X (bx?) = (belaye, + ayc, + ac,) — cx(ayby, + ayb, + a,b,)) e+
+ (by(aye, + aye, + ayc,) — ¢ (ach, + ayby + a,b,)) €+
+ (b(axe, + ayc, + ayc,) — c,(acb, + ayb, + a,b,)) e,

resultiert. Die Klammerausdriicke stellen Skalarprodukte dar, siehe G1.(1.48), wobei dann

Ax(bxd) =(by(@- ) —cul@- b)) & + (by(d- D —c,@-b))é,
+(bz(a.a*)-cz(a-5))az=(a-aB-(a-B)z

folgt.
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(a) Ortsvektor (b} Parameterdarstellung einer Geraden

Abb. 1.19 Darstellung des Ortsvektors sowie einer Geraden.

1.6 Anwendung der Vektorrechnung in der Geometrie

Die Vektorrechnung wird mafigeblich zur Beschreibung in der Geometrie herangezogen,
dass heisst, zum Beispiel, zur Beschreibung von Geraden, Flichen und Volumina im Raum.
In Teil IIT des Buches erkennen wir, dass diese Moglichkeiten zur Beschreibung der Be-
wegung von Punkten und damit von ganzen Korpern und auch der Deformation von
materiellen Korpern herangezogen wird. In den vorangegangenen Abschnitten wurde
bereits klar, dass die Vektorrechnung zur Darstellung von Richtungen im Raum sowie der
Berechnung von Winkeln, Langen, Flichen und Volumina geeignet ist.

Ein wichtiger Spezialfall eines Vektors ist der Ortsvektor. Zu dessen Definition fithren wir
zunichst ein Bezugssystem ein. Dieses besteht aus der speziellen Auswahl eines Bezugspunk-
tes im Euklidischen Punktraum, den wir mit “O” kennzeichnen®, und drei ausgewihlten
Basisvektoren. Letztere werden wir als kartesische Basis, d.h. durch drei orthonormale Ba-
sisvektoren €, €, und €, definieren.” Das Bezugssystem besteht demnach aus (0, €, €,,€,).
Jeder Punkt ? im Euklidischen Raum ldsst sich in Bezug auf das Bezugssystem eindeu-
tig darstellen. Der Ortsvektor ¥ = (ﬁ ldsst sich durch die drei Koordinaten (x, y, z) des
Raumpunktes, d.h. den Koeffizienten der Vektorkomponenten, darstellen,

= Xé, + ye, + zé,, (1.92)

siehe Abb. 1.19a. Hierbei haben die Koeffizienten der Vektorkomponenten die Dimension
einer Linge und konnten mit der Einheit Meter (m) versehen werden. €, €, sowie &, geben
nur Richtungen wieder und sind daher dimensionslos.

Mit Hilfe des Ortsvektors kann nicht nur ein Punkt definiert werden. So dient er auch
zur Darstellung einer Geraden im Raum, wenn ein Punkt ¥y auf der Geraden sowie die
Richtung der Geraden g gegeben sind, sieche Abb. 1.19b. Hierbei lisst sich jeder Punkt auf

der Geraden mit dem Parameter —oco < A < oo identifizieren.

y

6 O steht fiir “origin”, dass heisst der Ursprung eines Bezugssystems.
7 Wir konnten auch andere Basissysteme einfiihren, doch wir beschrianken uns zunéchst auf die fiir uns
einfachste und anschaulichste Basis, ndmlich die kartesische Basis.



1.6 Anwendung der Vektorrechnung in der Geometrie

L)
\d = |4 sina
| -

(a) Kiirzester Abstand eines Punktes von einer Ge- (b) Kiirzester Abstand eines Punktes von einer Fli-
raden che

Abb. 1.20 Abstande von Punkte zu Geraden und Flachen.
FA) =T+ A8 (1.93)

bezeichnet man als Parameterdarstellung einer Geraden.

Offensichtlich sind g und 7 — 7, parallel, was durch (¥ — 7,) X g = 0 ausgedriickt werden
kann, siehe G1.(1.69). Fiir den Fall, dass § ein Einheitsvektor ist, | § | =1, hat 1 die Dimension
einer Linge. In Komponentendarstellung lautet fiir die Vektoren

Fo = Xo€x + Yoy + Zo€y, F(A) = x(V)e, + y(A)e, + z(1)e,,
und

g =8:€: + 8,8, + &€,
die Parameterdarstellung

X(A) = xo +A8x, YA) =yo +4g,, z(A)=zo+1g,.

Man konnte sich auch die Frage stellen, wie man die kiirzeste Verbindung eines beliebigen
Punktes P, dargestellt durch den Ortsvektor ¢, zur Geraden berechnet. Die Verbindungslinie
zwischen dem Punkt 2 und der Geraden muss dann senkrecht auf der Geraden stehen. Der
Abstand wird als d bezeichnet und ist gem#f Abb. 1.20a durch d = |s] sin « gegeben, wenn
§ = F— ¢ als Abkiirzung eingefiihrt wird. Mit Hilfe der Definition des Kreuzproduktes (1.54)
berechnen wir

d= lsing = 17— 2l sing = 17 — 21 sing = L (17 — 2113 sina) =
= |s|sina = |F —c|sina = |F —c| = sina = @ (Ir —cl|gl s1noc) =

| -

= = F-Dxg = |F-Ox |, (1.94)
lgl gl

d.h. der kiirzeste Abstand ldsst sich aus dem Betrag des Kreuzproduktes des Differenzvektors
¥ — ¢ und dem Einheitsvektor der Geraden ¢ : = g/|g| berechnen.
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1 Einfiihrung in die Vektorrechnung

Analog ldsst sich eine gerade Flidche in Parameterdarstellung formulieren. Hierzu muss
ein Punkt ¥, der Fliche® und zwei linear unabhiingige Vektoren g, und g,, &, # 7>, in der
Flache vorgegeben sein. Ohne Einschriankung der Allgemeinheit konnen wir auch gleich
zwei senkrecht zueinander stehende Einheitsvektoren in der Fliche vorgeben, ¢, := g, /|g;|
und &, := g,/|g|. Jeder beliebige Punkt der Fliche l4sst sich dann durch zwei Parameter
uund A angeben,

?(ﬂ, /1) = 70 + Hé)l + Aé’z. (1.95)
Auch hier kdnnten wir uns die Frage nach dem kiirzesten Abstand eines Punktes zur Fliche
stellen. Gemif3 Abb. 1.20b ist der kiirzeste Abstand durch d = |§|sina mits§ = ¢ — ¥,
gegeben. Mit Hilfe des Skalarproduktes (1.31) sowie der Eigenschaft bei Einheitsvektoren®

(€, x&,)-5=|e; x&]|5|cos B = |5| cos
Wegen cos 8 = cos(90° — a) = sin « gilt demnach

d = |§| SinOC = (El Xé)z)’;?: (81 ng) . (8—?0).
Die Projektion des Punktes P auf die Fliche liefert den Durchstof3punkt

F=C—d@ x8)).
Wir haben mit der Vektorrechnung erreicht, dass wir nunmehr selbst bei schiefen Flichen
befédhigt sind den Abstand eines Punktes ausrechnen zu kénnen. Hierzu benétigen wir

lediglich die Koordinaten des Punktes, die Koordinaten eines Punktes der Flidche sowie die
Flichenvektoren, die die Orientierung der Fliche im Raum beschreiben.

8 Sprachlich wurde hier dquivalent zum Begriff Punkt der Vektor 7, gewihlt, was mathematisch nicht

korrekt ist. 7y = O beschreibt den Ortsvektor zwischen dem Ursprung O sowie dem Punkt .
9 Dies gilt hier nur, da &; und &, senkrecht zueinander sind.





