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3.3 Lineare Gleichungssysteme

Setzen wir das in die zweitletzte Gleichung ein, so ergibt sich
~2y-1-0=0=y=0.
Und ebenso fiir die erste Gleichung
—240+0=0=2=0,
d. h., wir erhalten eine eindeutige Lésung, ndmlich
(z,9,2) = (0,0,0),

die sogenannte Nulllosung. Die Nulllgsung ist fiir alle homogenen lineare Gleichungssys-
teme eine giiltige Losung, d. h.

( Homogene LGSe haben immer mindestens eine Losung. J

Diesen Sachverhalt sieht man vielleicht leichter ein, wenn man das homogene LGS in
Gleichungsform betrachtet:

-r + y + =z =0
r — 3y — 2z = 0
50 + y + 4z = 0
Wihlt man
rT=y=z= 0’

so ergibt sich ohne groBes Nachrechnen, dass diese Wahl das Gleichungssystem l6st. M

Als letztes Beispiel in diesem Abschnitt betrachten wir ein homogenes LGS, das unendlich
viele Losungen hat.

Learn a little

CEHEIEWAN Homogenes lineare Gleichungssystem mit unendlich vielen Lésungen

Wie nehmen das LGS aus Beispiel 3.18 und setzen die rechte Seite gleich null

1-321|0
-2 13|0
1-891|0

Wie schon im vorherigen Beispiel erwdhnt, &ndern die im GauB3-Verfahren eingesetzten Um-
formungen die rechte Seite nicht, sodass wir ohne weiteres Nachrechnen die Stufenform
aus dem obigen Beispiel iibernehmen kénnen

1-32|0 1-3210
-2 13|0| —=]10-57]0
1-89 |0 0 000
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Aus der letzten Zeile folgt die Gleichung
0-z=0,
die fiir beliebiges z erfiillt ist. Wir setzen wieder z = ¢, wobei ¢ eine beliebige reelle Zahl

sein kann und setzen diesen Wert in die vorletzte Gleichung ein

—5y—|—7t:0:>y:gt.

Nun werden die beiden gefundenen Werte fiir z und y in die erste Gleichung eingesetzt

x73(gt)+2t20:>xf%t+l5fot:>x:%t.

Wir erhalten das Ergebnis, dass die Variablen z, y, z beliebig viele Werte annehmen
kénnen. Wir haben also fiir das homogene lineare Gleichungssystem eine Losungsmenge
mit unendlich vielen Lésungen gefunden, da ¢ als beliebige reelle Zahl unendlich viele
unterschiedliche Werte annehmen kann. Die Losungsmenge schreibt man in folgender
Form auf:

L= { s e B @) = (BT et)er) m

Wir fassen die Ergebnisse der letzten Beispiele nochmals zusammen.

Losungsverhalten linearer Gleichungssysteme

B Ein inhomogenes LGS besitzt entweder genau eine Losung, unendlich viele Lo-
sungen oder tiberhaupt keine Losung.

B Ein homogenes LGS besitzt entweder genau eine Losung, ndmlich die Nulllésung
r=y=2z= 07

oder unendlich viele Losungen.
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3.3 Lineare Gleichungssysteme

Aufgaben zu Kapitel 3

n Bestimmen Sie die Definitions- und Losungsmengen folgender Gleichungen:

1 1
a. =1 b. =0
1+ 1+
2 2 4
¢ 2 ! LH:(LQ ai,aEZ d. LEN .
r—a xT+a 2 — a? 1+ 1—-=z
2
_1 _ _
e. T o £ 2=8_x=5
(z+1) (z+2) x—9 x-7
g. 1 r—4 2 0.

2w —a2  x2+2 @ a2—4
E Schreiben Sie als Summe zweier Quadrate:
a. 922 + 6z + 2 b. 22 + pr+¢ mit 4qg > p?.
B Ermitteln Sie die Lésungen folgender Gleichungen:
a. 22 — 7z +5=0 b. 22 — 72 -5=0 ¢ 2°+52% —36 =0
d. 2’ +42° +2-6=0 e. z' —32° — 22 =0.

n Zerlegen Sie mit Polynomdivision:

a® —b? a® + b
a. b.

a+b a+b

a® — b at — bt
C. d. .

a—>b a—>b

E Bestimmen Sie die Losungsmenge:

a.Vr+d=z+2 b. Ve —3+V2x+1=+5zx—-4
CVr—1=+v22-1 d. 33775 = 973
e. WWZ W, a>0.

m Fiir welche a € R ist die Gleichung 2* + 2% = 2*+% |gsbar?

Losen Sie die folgenden Gleichungen nach z auf:
x x 1 2 1 3
a. In5" =1n2” 4+ 2 b.iln:c +§lnm =2e

c. 2log, (x — 1) =log, (x + 1) + 3.
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E Bestimmen Sie die Definitions- und Losungsmenge folgender Ungleichungen:

4
a. >2 b. >5 cCar<z+a+1l, a€R
z—1 20— 3
r—2 T 1 1
d. e. 1 2 f. — +2.
a:+3>6 (z+1)(x+2)>0 s P ST a#

E Bestimmen Sie die Definitions und Losungsmengen folgender Betragsgleichungen:
a. |z — 3| = |z + 5| b. |* — 9] = |2 — 4]
<. |9+8x7x2|:6m+1 d. ’x373’:5.

m Bestimmen Sie die Definitions- und Losungsmengen folgender Betragsungleichungen:
a. [z —3|<1
b. |(z —9) (z — 4)| < x — 2 (Teichnen Sie zur Uberpriifung die Graphen der beiden

Funktioneny = [(z — 9) (z —4)|und y = = — 2.)

c |z -2 <a®
d. |2®-3|>5.

m Losen Sie folgendes Gleichungssystem: 1 + 1_ %, r—y=>5.
Ty
m Geben Sie die Losungsmengen der folgenden linearen Gleichungssysteme an:

a. 1+ o+ x3=3
Ty — T2+ 2x3 =2
4x; + 62 — 23 =9

b. z1— 22+ 3z3= 8
r1+ 24+ xz3= 6
6x1 + 2x2 + 1023 = 20

C. 4x1 + 4x3 — 2x4 = 40
3x1 + 2 — 1224 = 18
51 — x2 + 8x3 + 8xry = 62

xro + I3 =4.
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Zusammenfassung

Zusammenfassung

Gleichungen bestehen aus zwei Termen, die durch ein Gleichheitszeichen verbunden
werden.

Die Definitionsmenge einer Gleichung mit Variablen besteht aus allen reellen Zahlen,
die die Variablen annehmen diirfen.

Die Aquivalenzumformungen indern die Losungsmenge einer Gleichung nicht.

Wourzelgleichungen werden oftmals nicht dquivalent umgeformt. Die so gefundenen
Losungen miissen mit der Definitionsmenge der Ursprungsgleichung abgeglichen wer-
den.

Quadratische Gleichungen werden durch die p-¢g-Formel oder mithilfe des Satzes von
Vieta gelost.

Bei Gleichungen héherer Ordnung kann man oftmals eine ganzzahlige Losung in der
Menge aller Teiler des konstanten Koeffizienten finden.

Hat man eine Losung gefunden, so lésst sich die Gleichung durch Polynomdivision in
eine Gleichung niedriger Ordnung vereinfachen.

Enthalt eine Gleichung Betrége, so werden die Losungen durch Fallunterscheidungen
ermittelt.

Fiir Ungleichungen gibt es Aquivalenzumformungen, die die Lésungsmenge nicht
verdndern.

Bei speziellen Umformungen wird die Ordnungsrelation der Ungleichung umgedreht.
Betragsungleichungen werden durch Fallunterscheidungen gelost.
Bei Gleichungssystemen sucht man Losungen, die jede einzelne Gleichung erfiillen.

Gleichungssysteme kann man mit dem Einsetzungs-, dem Gleichsetzungs- oder dem
Eliminationsverfahren 16sen.

Bei linearen Gleichungssystemen kommt héufig ein spezielles Eliminationsverfahren,
der sogenannte GauB3-Algorithmus zum Einsatz.

Inhomogene lineare Gleichungssysteme haben entweder keine oder eine einzige L6-
sung oder unendliche viele Losungen.

Homogene lineare Gleichungssysteme haben entweder die Nulll6sung als einzige
Losung oder unendlich viele Lésungen.

m
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Lernziele

In diesem Kapitel lernen Sie,

wie man reelle Funktionen definiert und durch ihre Graphen veranschaulicht,
was Nullstellen und Symmetrien bei reellen Funktionen bedeuten,

wann eine Funktion periodisch oder monoton ist,

was die Verkettung von Funktionen bedeutet,

was die Umkehrabbildung einer Funktion ist und dass streng monotone
Funktionen umkehrbar sind,

dass es einen Algorithmus zur Herleitung der Umkehrfunktion gibt,

was Zahlenfolgen sind, wie man den Grenzwert von Zahlenfolgen berechnet
und wie man den Grenzwert einer Funktion an einer Stelle zo definiert,

wie man das Verhalten einer Funktion im Unendlichen durch
Grenzwertberechnung untersuchen kann,

dass es Rechenregeln fiir die Grenzwerte von Funktionen gibt,
was eine stetige Funktion ist,

wie man Polynome definiert und dass ein Polynom n-ten Grades hochstens
n Nullstellen hat,

wie man das Hornerschema zur Berechnung von Funktionswerten von
Polynomen einsetzen kann,

dass der Vietasche Wurzelsatz hilft, Nullstellen von Polynomen zu finden,

dass gebrochenrationale Funktionen aus dem Quotienten zweier Polynome
bestehen, und wie man die Null- und Polstellen von gebrochenrationalen
Funktionen berechnet,

wie man gebrochenrationale Funktionen zerlegen kann,

wie man mithilfe von Asymptoten das Verhalten von gebrochenrationalen
Funktionen im Unendlichen untersuchen kann,

wie man die trigonometrischen Funktionen definiert und was die hauptsachli-
chen Eigenschaften der trigonometrischen Funktionen sind,

welche Beziehungen es zwischen den trigonometrischen Funktionen gibt,

wie man Exponential- und Logarithmusfunktionen definiert und welche
hauptsdchlichen Eigenschaften diese haben.
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Reelle Funktionen

4.1 Allgemeine Funktionseigenschaften
4.2 Grenzwert und Stetigkeit

4.3 Polynome

4.4 Gebrochenrationale Funktionen

4.5 Trigonometrische Funktionen

4.6 Exponential- und Logarithmusfunktionen

UBERBLICK
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Ubersicht

Oftmals steht man vor der Aufgabe, den Elementen einer Menge auf klare Weise Elemente
einer anderen zuzuordnen, z.B. wenn man im Supermarkt jedem Produkt einen Preis
zuordnen will. Eine solche eindeutige Vorschrift nennt man Funktion. Sind die Elemente,
die man zuordnen will, und auch die Ergebnisse der Zuordnung reelle Zahlen, so spricht
man von einer reellen Funktion. Eine Funktion f kann man sich als eine Maschine
vorstellen: Man nehme eine Zahl z und stecke diese in die Maschine. Die Maschine
arbeitet und wirft dann eine (und nur eine!) Zahl y als Output wieder heraus. Und bei
gleichem Input  kommt auch immer der gleiche Output y heraus.

x y = f(x)

D ——— Funktion f ——— o

LUJICONCERE  Die Funktionsmaschine f

Mochte man wissen, welcher Input z das Ergebnis y produziert hat, so schreibt man
y = f(x). Bevor wir die »ordentliche« Definition von Funktionen hinschreiben noch ein
kleines Beispiel. Die Vorschrift f soll darin bestehen, das jeweils Doppelte des Input zu
generieren. Einer Zahl = wird also die Zahl 2z zugeordnet, und das schreibt man dann
kurz als

f(z) = 2z.


https://www.pearson.de/9783863263645

4.1 Allgemeine Funktionseigenschaften

4.1 Allgemeine Funktionseigenschaften

Definition von Funktionen

Wir beginnen mit der Definition einer reellen Funktion.

Seien D, W Teilmengen von R. Unter einer reellen Funktion f versteht man eine
Vorschrift, die jedem Element z aus D genau ein Element y = f(x) aus W zuordnet.
Man schreibt

f:D—>W.

Beachte: Zur Definition einer Funktion gehdoren neben der Funktionsvorschrift f auch die
Mengen D und W.

B Die Zahl x nennt man unabhangige Variable oder Argument.
B Die Zahl y heilit abhangige Variable oder Funktionswert.
B Die Menge D ist der Definitionsbereich und die Menge W der Wertebereich von f.

B Die Menge
f (D) ={f(z) € W: z € D}

wird als Bildbereich von f bezeichnet.

B Die Menge
Gr={(z,y):zeD und y= f(x)}

nennt man den Graphen oder die Kurve von f. Um den Graphen einer Funktion
darzustellen, wihlen wir ein (z,y)-Koordinatensystem, tragen dort eine Reihe von
z-Werten und die zugehorigen Funktionswerte y = f(x) ein und verbinden die Punkte
(z,y) durch eine Linie.

Wir schauen uns ein Beispiel an.

I JER:AE  Quadratische Funktion

Wir betrachten die Funktion

f:[-2,2] = R, f(z)=2>
Diese Funktion hat folgende Eigenschaften.

B Die Vorschrift f besagt, dass jeder Zahl « ihr Quadrat zugeordnet werden soll.

B Der Definitionsbereich von f ist das abgeschlossene Intervall [—2, 2], also eine Teilmenge
der reellen Zahlen.
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B Der Wertebereich besteht aus der Menge der reellen Zahlen.

B Den Bildbereich erhalten wir dadurch, dass wir uns fragen, fiir welche y € R es z-Werte
gibt, sodass y = 2 ist. Da die Quadratzahlen alle groBer oder gleich Null sind und die
xz-Werte zwischen —2 und 2 liegen, ist

f(D) ={z*: ze[-2,2]} =[0,4].
Wir kénnen festhalten: Der Bildbereich ist immer eine Teilmenge des Wertebereichs.
B Fir den Graphen der Funktion stellen wir zundchst eine Wertetabelle auf:

T -2 -15 -1 -05 0 05 1 15 2

Dann tragen wir diese Punkte in ein Koordinatensystem ein und verbinden sie wie in
» Abbildung 4.2. [ ]

-2 -1 0 1 2

f(x) = 22 auf dem Intervall [—2, 2]

Nullstellen, Symmetrie von Funktionen

Seien D, W C R und f: D — W eine Funktion.

B Ein 29 € D mit f(xzo) = 0 heiBit Nullstelle von f. In einer Nullstelle schneidet oder
beriihrt der Graph der Funktion die z-Achse. Zur Bestimmung der Nullstellen wird die
Gleichung f(z) = 0 nach z aufgeldst. Falls dies nicht méglich ist, miissen numerische
Ndherungsverfahren, deren Behandlung allerdings iiber den Rahmen dieses Kurses
hinausgeht, eingesetzt werden.

B Die Funktion f heilit gerade, wenn fiir alle z € D gilt:

Der Graph von f liegt dann spiegelsymmetrisch zur y-Achse.
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B Die Funktion f heifit ungerade, wenn fiir alle z € D gilt:

Der Graph von f ist dann zentralsymmetrisch (punktsymmetrisch) zum Ursprung des
Koordinatensystems.

B Es gibt natiirlich Funktionen, die weder gerade noch ungerade sind. Die Funktion
f@) =2 +a?
ist z. B. eine solche, denn es gilt

2 —
fea) = ot (aff = —atat 2" TT T
—z -1 =—f(v).

Le?rn a I.it-tle

N WY  Gerade und ungerade Funktionen L"E-

H Die bekanntesten geraden Funktionen sind die Parabel y = f(x) = 2 und die trigono- i 1_;:'511.
metrische Funktion y = cos z (» Abbildung 4.3). ...do a little

/m; | \

P CSIEIMEREN  Graphen von y = 22 und y = cos =

Die Parabel hat eine einzige Nullstelle bei o = 0. Der Kosinus hat unendlich viele

Nullstellen, ndmlich alle ungeraden ganzzahligen Vielfachen von g

Learn a Little
E Dagegen sind die kubische Funktion y = 2* sowie der Sinusfunktion ungerade. i

» Abbildung 4.4 zeigt die Graphen der beiden Funktionen. |

...do a Little
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