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Vorwort

Mathematik-Vorkurse gehoren bereits seit vielen Jahren an den meisten Hochschulen fest
zur Studieneingangsphase und sollen den Ubergang von der Schule (oder Ausbildung) an
die Hochschule erleichtern. Sie stellen iiblicherweise ein zusétzliches, freiwilliges Angebot
dar und richten sich an die angehenden Studierenden, die in ihrem Studienfach Mathe-
matikveranstaltungen besuchen werden (z. B. Ingenieurstudiengidnge oder Betriebswirt-
schaftslehre). Vorkurse dienen zugleich als Auffrischungskurs fiir Schulstoff, welcher even-
tuell schon in Vergessenheit geraten ist sowie auch als Briickenkurs zur Hochschulmathe-
matik. Natiirlich ist der soziale Aspekt, also das erste Kennenlernen von anderen Studie-
renden und der Hochschule in einem lockeren Rahmen, nicht zu unterschitzen und wird
von Studierenden in hoheren Semestern riickwirkend haufig besonders hervorgehoben.

Die hier vorliegenden Materialien richten sich einerseits an Lehrende, die einen Mathe-
matik-Vorkurs planen, umsetzen und ggf. auch Aspekte der Inverted-Classroom-Methode
einflieBen lassen wollen. Andererseits konnen auch angehende Studierende diese Materia-
lien und Aufgaben zum Selbststudium bzw. zur Vorbereitung nutzen.

B Allgemeine Hinweise

Jedes Kapitel steht fiir einen Vorkurs-Tag, wobei die Inhalte fiir etwa 90 bis 120 Minuten
Vorlesung bzw. Selbstlernzeit gedacht sind. Die Auswahl der Themen basiert auf einer
umfangreichen Befragung' von Hochschullehrenden, die Mathematik oder ein mathema-
tiknahes Fach (wie Technische Mechanik) in ingenieur- und wirtschaftswissenschaftlichen
Studiengédngen lehren. Die Inhalte werden an der Hochschule Stralsund fiir einen acht-
tagigen Vorkurs genutzt und konzentrieren sich weitestgehend auf einen gemeinsamen
Nenner an relevanten Themen. Ein Vorkurs-Tag besteht aus einer etwa zweistiindigen
Phase am Vormittag zur Einfithrung der Inhalte (per Vorlesung oder zum Selbstlernen per
Videos bzw. Skript) und etwa vierstiindigen Tutorien am Nachmittag. Diese Tutorien wer-
den an der Hochschule Stralsund von Studierenden héheren Semesters gehalten, welche

1 Siehe Wolf, P. & Friedenberg, S. (2017). Gegeniiberstellung von Bildungsstandards und Bedarfsanalyse bzgl.

der Mathematikgrundlagen an der HS Stralsund. ZFHE, Jg. 12, Nr. 4, S. 189-214 sowie Wolf, P. & Friedenberg,
S. (2019). Hochschulweite Untersuchung der Mathematik-Grundlagen zu Studienbeginn an der Hochschu-
le Stralsund. In 15. Proceedings der Wismarer Frege Reihe, S. 29-35
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zuvor bzw. zum Vorkurs begleitend eine Tutorenschulung besucht haben.

Die Erkldrungen der mathematischen Inhalte der folgenden Kapitel werden an passenden
Stellen durch kleine Aufgaben (Verstdndnisfragen) unterbrochen. Diese sollten bearbeitet
werden, bevor man weiter voranschreitet. Am Ende eines Kapitels finden sich die Lésun-
gen zu den Verstandnisfragen.

Zu jedem Kapitel (bzw. Vorkurs-Tag) werden Présenzaufgaben angeboten, welche in den
Tutorien bearbeitet und besprochen werden sollen. Sie sind fiir etwa vierstiindige Tutorien
gedacht. Soll der Vorkurs pro Tag etwas weniger intensiv sein, so konnte man ihn auch auf
zwei bis drei Wochen strecken. Es handelt sich bei den aufgelisteten Prasenzaufgaben um
einen Aufgaben-Pool, d. h. es kdnnen {iiblicherweise nicht alle Aufgaben in dieser Zeit be-
arbeitet werden, sondern in den Tutorien kann und sollte man nach Bedarf Schwerpunkte
setzen. Die Zusatzaufgaben richten sich an Studierende, die schneller fertig sind und einen
etwas hoheren Schwierigkeitsgrad wiinschen. Die Losungen zu den Présenzaufgaben sind,
wie alle weiteren zusétzlichen Materialien (Formelsammlung, GeoGebra-Dateien, BTEX-
Dateien), im Online-Bereich? zu diesem Buch einsehbar.

Wir nutzen die im englischsprachigen Raum sowie in der Programmierung iiblichen Dezi-
maltrennzeichen, d. h. 1,25 wird als 1.25 notiert. Auf Tausendertrennzeichen kénnen wir in
diesem Buch verzichten, sodass keine Verwechslungsgefahr besteht.

Die Materialien wurden nach bestem Wissen und Gewissen erstellt, konnen aber natiirlich
dennoch kleinere Fehler enthalten. Hinweise werden gerne per E-Mail entgegengenom-
men.

B Informationen fur Studierende

Um Thren Einstieg in das Studium zu erleichtern, sollten Sie nach Méglichkeit an dem
Mathematik-Vorkurs Ihrer Hochschule aufmerksam und aktiv teilnehmen. Wenn Sie die
behandelten Themen bereits gut beherrschen, dann geniel3en Sie die Wiederholung und
unterstiitzen die Leute im Kurs um sich herum und kniipfen Sie dabei neue Kontakte.
Sollten Sie Schwierigkeiten mit den behandelten Inhalten haben, so ist der Vorkurs der
richtige Ort, um an den Problemstellen zu arbeiten. Denn wéhrend des Semesters werden
Sie erfahrungsgemdld kaum noch Zeit dafiir finden, grundlegende Themen wie Bruchrech-
nung oder Logarithmusgesetze zu iiben.

Die hier vorliegenden Materialien sind so konzipiert, dass Sie sich moglichst Abschnitt fiir
Abschnitt mit den Inhalten beschiftigen und die entsprechenden Verstédndnisaufgaben
genau dann losen, wenn Sie auf diese treffen. Die Losungen zu den Verstdndnisaufga-
ben finden Sie am Ende des entsprechenden Kapitels, wie auch Formeliibersichten. Die

2 https://plus.hanser-fachbuch.de/


https://plus.hanser-fachbuch.de/
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Présenzaufgaben sind fiir die Tutorien gedacht und von zentraler Bedeutung, um Ihre
mathematischen Fihigkeiten zu trainieren und zu festigen. Die Losungen sind, wie alle
weiteren zusitzlichen Materialien (Formelsammlung, GeoGebra-Dateien), im Online-Be-
reich® zu diesem Buch einsehbar.

Das Lehren und Lernen an der Hochschule unterscheidet sich mitunter deutlich vom
Unterricht an der Schule. Es wird erwartet, dass Thre Prasenzzeit etwa gleich der Zeit des
Selbststudiums ist, d. h. Sie sollen sich pro Vorlesung mindestens erneut 90 Minuten Zeit
nehmen, um die Inhalte nachzuvollziehen. Weitere Zeit wird zur Bearbeitung von Ubungs-
aufgaben bendétigt, die zentraler Bestandteil der Ausbildung sind. Es ist wichtig, dass Sie
gerade in der Mathematik am Ball bleiben und nicht erst kurz vor der Klausur versuchen,
alles in kurzer Zeit zu lernen, denn das funktioniert selten — und selbst wenn doch, so wer-
den Sie die Inhalte schnell wieder vergessen, was sich schon im darauffolgenden Semester
zum Nachteil fiir Sie entwickeln wird. In den Fachveranstaltungen (wie z. B. Technische
Mechanik, Grundlagen der Elektrotechnik usw.) wird und muss man davon ausgehen, dass
Sie die Themen, die in der Mathematik-Veranstaltung behandelt wurden, beherrschen.

Es gibt umfangreiche Biicher mit vielen Tipps zum Lernen an der Hochschule, wir wollen
hier nur ein paar fundamentale Punkte aufzihlen.

= Besuchen Sie nach Moglichkeit jede Vorlesung, jedes Tutorium und (falls angeboten)
jede Zusatziibung oder Ergédnzung

= Bereiten Sie die Vorlesungen nach: Inhalte nochmal durchgehen, Unklares bzw. Fragen
notieren und die Lehrenden fragen. Versuchen Sie stets, selbst Beispiele fiir Definitio-
nen, Sitze etc. zu finden und durchzurechnen. Lassen Sie niemals locker, bis Sie wirk-
lich alles verstanden haben (d. h. nicht nur auswendig, sondern auch anwenden kon-
nen).

= Machen Sie sich handschriftlich Listen zu wichtigen Eigenschaften, Definitionen, Sat-
Zen Uusw.

= Bearbeiten Sie jede Ubungsaufgabe sorgfiltig. Geben Sie nicht auf, sondern fragen Sie
ggf. andere Studierende und Lehrende um Rat (nicht nach der Losung!). Thre Vorle-
sungsmitschriften sollten beim Bearbeiten der Ubungszettel in Griffweite liegen und
Sie sollten das Thema, zu dem die Aufgabe gehort, bereits nachgearbeitet haben.

= Manche Menschen lernen besser in Lerngruppen, andere besser alleine. Aber bedenken
Sie: In Klausuren zahlt nur das, was Sie selbst und eigenstdndig kdnnen. Bestehen Sie
auf eine Einzelarbeitszeit, bevor man Ergebnisse vergleicht und sich bei Bedarf gegen-
seitig hilft.

= Besonders wichtig: Seien Sie ehrgeizig und geben Sie nicht auf, denn Sie machen das fiir
sich und Ihre Zukunft. Sie konnen das schaffen, wie so viele andere vor Ihnen auch!

Viel Erfolg im Studium!

Paul Wolf, Sophie Kersting, Stefan Friedenberg & Gina-Marie Vollert Im Mérz 2024
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Zahlbereiche, Symbole,
Mengen

Zundchst starten wir damit, die absoluten Grundlagen zu wiederholen. Mathematik kann
als universelle Sprache vieler Wissenschaften gesehen werden, weshalb es nicht verwun-
dert, dass man zunichst die Symbole lesen kdnnen muss, bevor man ganze Sétze verste-
hen kann. Schauen wir uns nun also einige grundlegende Symbole und ihre Bedeutung an.
Wir kénnen im Rahmen dieses Vorkurses nicht jeden Begriff mathematisch sauber einfiih-
ren und werden daher teils mit intuitiven Vorstellungen arbeiten miissen (z. B. Mengenbe-
griff). Das soll uns hier jedoch nicht weiter stéren. Die exakten Definitionen werden Sie an
passender Stelle im Studium kennenlernen.

B 1.1 Zahlbereiche

Die folgenden Grundlagen sind Thnen vermutlich aus der Schule bekannt. Wir gehen auf
diese daher nur recht kurz ein.

1.1.1 VonNzuR

Die natiirlichen Zahlen sind definiert durch N:= {1, 2, 3, ...}, wobei hdufig auch
No=1{0,1,2,3,...}
verwendet wird. Der Zahlenstrahl ist eine sinnvolle graphische Darstellung (vgl. Bild 1.1).

0 1 2 3 4 5

Bild 1.1 Zahlenstrahl zu N,

Die Addition erfolgt noch ohne Probleme, doch was soll beispielsweise 3 —5 sein (z.B.
Schulden)? Durch Erweiterung der natiirlichen Zahl um die negativen Zahlen erhélt man
die Menge der ganzen Zahlen (vgl. Bild 1.2):

Z:=1{0, £1, 2, £3, ...}
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Bild 1.2 Zahlengerade zu Z

Nun ist es zwar moglich, ohne Probleme zu subtrahieren, doch bei der Division z.B. 3 : 5
(Anteile) stoen die ganzen Zahlen an ihre Grenzen. Daher ergdnzen wir sie durch die Brii-
che, was uns zu den rationalen Zahlen fiihrt. Diese sind definiert durch:

m
@::{— | meZzZ, nel\l}
n
Man bemerke, dass auch die ganzen Zahlen in Q enthalten sind, denn z. B. -5 = —Ts

5 13
-3 72 - 2 53

TN
|

Nlw

'

—
—+ Wi
+ -
—+ NIw

Bild 1.3 Zahlengerade zu Q

Es gibt jedoch Zahlen, die nicht als Briiche dargestellt werden kénnen, die irrationalen
Zahlen [. Bekannte Vertreter sind z.B. v/2 = 1.41421..., m ~ 3.14159... oder die Euler-Zahl
e~2.71828.... Sie fiillen die , Liicken“ zwischen den Briichen, sodass zusammen eine kon-
tinuierliche Zahlengerade entsteht. Wenn man nun @ und [ vereinigt, so erhilt man die
reellen Zahlen R, also ,alle Zahlen“. Der Zusammenhang zwischen den genannten Zah-
lenrdumen wird in Bild 1.4 verdeutlicht.

R

e~2718...

D=

7 =3.14159...

—V2=-1414...

Bild 1.4 Visualisierung der Zahlbereiche Ny bis R

Was ist aber beispielsweise mit v/—1? Das wiirde uns zu den komplexen Zahlen C fiihren,
die jedoch nicht Thema des Vorkurses sind.
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Versténdnisfrage 1

a) Ordnen Sie die Zahlbereiche N, Z,Q,[,R passend zu.
= Arbeitslosenquote
= Sterne zéhlen
= Zeit
= Kreisumfang von Kreis mit Radius r = 1
= Gewinn/Verlust im Casino

b) N ist abgeschlossen bzgl. der Multiplikation, d. h. das Produkt aus zwei natirlichen
Zahlen ist stets wieder eine natlrliche Zahl. Dies gilt ebenfalls flr Z bzw. Q. Finden
Sie ein Beispiel, warum dagegen die irrationalen Zahlen nicht abgeschlossen bzgl.
der Multiplikation sind.

1.1.2 Bruchrechnung

Wir wollen an dieser Stelle an die wichtigsten Bruchrechenregeln erinnern, die aus der
Schule bekannt sein sollten. Ein Bruch hat den Aufbau I\ZI:;ILe;r’ wobei der Nenner nicht Null
sein darf.

Multiplikation: Hier ist es nicht notig, die Briiche auf einen Nenner zu bringen.

ac 25_10

a ¢C 2
b d  bd T3 721

-1
=  Kehrwert: % = 1—7, wobei man auch (f) statt % schreibt.
(%) b (%)

= Doppelbruch: Der obere Bruch wird mit dem Kehrwert des unteren multipliziert, denn:

14

B 35

= — z.B.
da

é cb
a 15

SNV
~jo|wine

<
d

Qe
ST

= Erweitern: Um die Briiche auf einen gemeinsamen Nenner zu bringen, erweitert man
sie. Erweitern ist nichts anderes, als mit einer 1 zu multiplizieren, die man passend dar-
stellt:
3 3 3
—=-Z.1==.
4 4 4

Also wird der Bruch nur in seiner Darstellung so geédndert, dass er mit anderen ver-
gleichbar wird. So kénnten wir nun 431 sofort mit beispielsweise g vergleichen, da gilt:

6
8

AR

3 6_5

4 8 8

= Kiirzen: Der gegenteilige Vorgang, also das Entfernen der Eins wird kiirzen genannt.
Hier ausfiihrlich:

ac_ac_a _a
bc bc b b
Oder kurz:
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Der Vorteil der langen Variante besteht allerdings darin, dass man nicht félschlicherwei-
se aus Summen kiirzt. So wire das Kiirzen von c in folgendem Bruch nicht zuléssig:
a+c"a+l

—F—=a+1
c # 1

Geht man ausfiihrlich vor, so macht man es richtig:

a+c_[(¢+1)-c_(6+1) ¢_a |
c l-¢c B 1 c ¢

Sind Sie in der Bruchrechnung noch unsicher, so empfiehlt sich die ausfiihrliche Vari-
ante, bis Sie darauf verzichten konnen.

= Addition: Sind die Briiche gleichnamig (gleicher Nenner), so kann man die Zahler direkt
addieren:
a c_a+c
5D
Sind die Nenner jedoch unterschiedlich, so miissen wir die Briiche passend erweitern
und dadurch auf einen gemeinsamen Nenner bringen:

a ¢ _ad cb ad+cb

b d " bd ab db
Da leider viele Leute die Bruchrechnung als unangenehm in Erinnerung haben und daher
lieber auf (die eigentlich schwierigeren) Dezimalzahlen zuriickgreifen, betrachten wir hier
noch ein Beispiel, weshalb man zum Rechnen stets Briiche bevorzugen sollte. Wahrend
% . ‘33 = % auch im Kopf sehr einfach ist, stellt uns dieselbe Rechnung in Dezimalzahlen vor
eine Herausforderung: 0.375-1.3 =0.5.
Wenn man ein Ergebnis berechnet hat, so konnen Dezimalzahlen fiir die Anschauung
durchaus niitzlich sein. Ein weiteres wichtiges Argument fiir die Bruchrechnung ist, dass
sie im Umgang mit vielen Formeln benétigt wird (siehe z. B. Elektrotechnik R = % oder
BWL Umsatzrentabilitit = % oder Prozentrechnung u. v.m.). Und letztlich sollte man
sich bewusst sein, dass ein Bruch wie % natiirlich exakter ist, als eine gerundete Form wie
0.33. Solche vermeintlich kleinen Rundungsfehler konnen bei komplexeren Verfahren zu
erheblichen Fehlern im Endergebnis fiithren.

Versténdnisfrage 2

a) Welche Umformungen sind im Folgenden Beispiel richtig bzw. falsch?

2 8 24 2 4 2
—:—:—:—+—:1+—
3 12 2.6 2 6 3
b) Ein Beispiel aus der Elektrotechnik: Sind zwei elektrische Widerstande Ry, R» par-
allel geschaltet und sucht man den gemeinsamen Widerstand, so kann man fol-

gende Formel nutzen:

11
ngsamt H1 H2

Addieren Sie die Briiche auf der rechten Seite und bilden Sie anschlieBend den
Kehrwert, um eine direkte Formel fiir den Gesamtwiderstand zu erhalten.
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1.1.3 Distributivgesetz in R

Das Assoziativ- und das Kommutativgesetz! bereiten meist keine Probleme, das Distribu-
tivgesetz jedoch hdufig schon. Es seien nun a, b, ¢, d € R, also reelle Zahlen. Das Distribu-
tivgesetz lautet:

a(b+c)=ab+ac

Liest man die Zeile von links nach rechts, so nennt man dies auch Ausmultiplizieren oder
»,Klammern auflésen®. Von rechts nach links spricht man vom Ausklammern (hier wird a
ausgeklammert). Man kann das Distributivgesetz auch mehrfach anwenden, wodurch sich
folgende Regel fiir zwei Klammern ergibt:

(a+b)(c+d)=alc+d)+b(c+d)=ac+ad+bc+bd

Da in diesem Zusammenhang die Vorzeichenregeln der Multiplikation hédufig vergessen
werden, fassen wir sie in Tabelle 1.1 zusammen. In Worten: Positiv mal Positiv gibt Positiv.
Positiv mal Negativ gibt Negativ. Und Negativ mal Negativ gibt Positiv. So ist beispielsweise
(=3)-(=5) =15.

HER
+ + -
- -+
Tabelle 1.1 Vorzeichentabelle zur Multiplikation in R

Beispiel:

=3x-+2(-x+y)=-3x-y)-2(x-y)
=(x-(-3-2)
=-5(x-y)
=-5x+5y

Wir haben hier (x — y) als Ganzes ausgeklammert. Man beachte die Verwendung der Vor-
zeichenregeln in diesem Beispiel. A

Verstandnisfrage 3

a) Klammern Sie (x +2y) in folgendem Ausdruck aus: 5(x +2y) —8z(—x — 2y).
b) Warum sollte man die Zahl Null grundséatzlich niemals ausklammern?

1 Assoziativgesetz: a+(b+c) = (a+b)+c, Kommutativgesetz: a+b = b+a (bzw. jeweils auch mit Multiplikation)
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B 1.2 Mathematische und
aussagenlogische Symbole

Wer die Zeichen nicht lesen kann, wird den Text nie verstehen, daher wollen wir nun auf
einige grundlegende mathematische (bzw. aussagenlogische) Symbole eingehen. Zum Ler-
nen ist es stets sinnvoll, sich eigene Beispiel zu iiberlegen und immer, wenn man beim
Lesen auf diese Symbole stof3t, sie (falls moglich) laut vorzulesen (siehe dazu die ,lies“-
Anmerkungen).

Wir werden im Folgenden logische Aussagen durch Symbole darstellen. Eine logische Aus-
sage ist dadurch definiert, dass man ihr einen Wahrheitswert (wahr oder falsch) zuweisen
kann. So kann der Satz ,Anna ist 165cm gro.“ wahr oder falsch sein und ist damit eine
Aussage. Dagegen sind ,Alles Gute zum Geburtstag!“ oder auch ,Wie geht es dir?“ keine
Aussagen. Kommen wir nun zu fiir uns wichtigen Aussagen:

= xe€ M lies: ,x ist Element der Menge M*“ (analog x ¢ M fiir ,ist kein Element... )

Beispiel:
5 €N, lies: 5 ist ein Element der natiirlichen Zahlen.
-3 ¢N, lies: —3 ist kein Element der ganzen Zahlen (ist keine ganze Zahl). A

= A= B (Implikation) lies: , Aus (Aussage) A folgt (Aussage) B“ bzw. ,Wenn A, dann B“
oder , A impliziert B“. Alternativ sagt man auch , A ist hinreichend fiir B“ bzw. , B ist
notwendig fiir A“.

Beispiel:

»Wenn die Sonne scheint, dann ist es Tag.“ Als sogenannte aussagenlogische Formel ist

dies A= B, wobei A die Aussage , Die Sonne scheint.“und B die Aussage ,Es ist Tag.” sind.

Man kann auch sagen, dass das Scheinen der Sonne hinreichend fiir den Tag ist oder, dass

es notwendig ist, dass es Tag ist, damit die Sonne scheint. A

= A< B (Aquivalenz) lies: ,A genau dann, wenn B.“

Achtung: Bei Aquivalenz miissen beide Implikationen (Richtungen) A = B und B = A
gelten!

Beispiel:

»Die Sonne scheint genau dann, wenn es Tag ist.“

Hier wire zwar die Hinrichtung (,Wenn die Sonne scheint, dann ist es Tag.“) in Ordnung,
aber die Riickrichtung (,Wenn es Tag ist, dann scheint die Sonne.“) ist bei Wolken oder
Sonnenfinsternis ungtiltig.

Dagegen ist folgende Aussage in beiden Richtungen wahr: ,Wasser gefriert unter normalen
Umstdnden genau dann, wenn die Temperatur auf oder unter 0°C sinkt.“ A

Weitere wichtige Begriffe sind:
= AA B (Konjunktion) lies: , A und B“
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Beispiel:

»Heute ist das Wetter gut und morgen wird es regnen.“ Hier sind die Einzelaussagen
A =“Heute ist das Wetter gut” und B =“Morgen wird es regnen®. Die Konjunktion ist nur
wahr, wenn beide Aussagen wahr sind, also miisste das Wetter heute gut sein und es muss
morgen regnen, damit die Gesamtaussage wahr ist. A

= Av B (Disjunktion) lies: , A oder B“, wobei dies ein nicht-ausschlieBendes Oder ist, also
diirfen auch beide Fille eintreten.?

Beispiel:

»In der Mensa gibt es Salat oder Pommes.“ Eine Disjunktion ist wahr, wenn mindestens

eine der beiden Aussagen wahr ist. Es wiirde hier also geniigen, wenn es in der Mensa

Pommes gibt, damit die Gesamtaussage wahr ist. A

= 1A (Negation) lies: ,Es gilt nicht A“.

Beispiel:
Wenn die Aussage A =“Es gibt Pommes.“ lautet, so wére nicht-A (oder auch non-A) die
Aussage ,Es gilt nicht, dass es Pommes gibt“ (Kurz: ,Es gibt keine Pommes.“). A

= M := X (Definition) lies: ,Definiere M als X“.

Beispiel:
Mit M := R wird M als die Menge der positiven reellen Zahlen definiert. A

= Vergleichszeichen® wie x < y, lies: ,x echt kleiner y“. Entsprechend ist bei x < y auch
x = y erlaubt (lies: , x kleiner-gleich y*“). Analog x > y bzw. x = y fiir groBer bzw. groRer-
gleich.

Fiir viele Aussagen werden die folgenden beiden wichtigen Quantoren benétigt:

= Existenzquantor 3, lies ,es gibt (mindestens) ein ... (mit der Eigenschaft...) “.
Manchmal findet man ein Ausrufezeichen hinter dem Existenzquantor (3!), dann liest
man: ,Es gibt genau ein ...

Beispiel:
JxeN: x <2, lies: ,Es gibt (mind.) ein x € N mit x < 2“ (was {ibrigens eine wahre Aussage
ist, denn x = 1 erfiillt dies). A

= Allquantor V, lies ,fiir alle ... (gilt...) “.
Beispiel:
VxeN: x>0lies: ,Fiir alle x € N gilt x > 0“, was offensichtlich eine wahre Aussage ist. A

Héufig werden diese Quantoren miteinander verbunden, um komplexere Aussagen formu-
lieren zu kénnen.

= Vx3ylies: ,Fir alle x gibt es ein y derart, dass ... “

In der Alltagssprache wird die Disjunktion meist nicht so, sondern exklusiv verwendet.
Falls es Thnen schwer fillt, sich zu merken, auf welcher Seite die grolere Zahl steht: Das Zeichen ist dort
grofler, wo die grofere Zahl steht (z.B. 1 <5).
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= 3JxVylies: ,Es gibt ein x derart, dass fiir alle y gilt ... “.

Beispiel:
VneN3dzeZ: n=-z

Zum Verstehen lesen wir uns die Aussage vor: Fiir alle n € N gibt es (mind.) ein z € Z mit der
Eigenschaft n = —z. Das kann man noch etwas verstindlicher formulieren: Zu jeder natiir-
lichen Zahl n gibt es eine ganze Zahl z, sodass n = —z gilt. Diese Aussage ist offensichtlich
wabhr, da die ganzen Zahlen lediglich die Erweiterung der natiirlichen Zahlen (und die Null)
durch die entsprechenden negativen Zahlen sind.

Dreht man die Quantoren um, so dndert sich im Allgemeinen die Aussage ganz erheblich.
Hier wire dies:

dneNVzeZ: n=-z

Damit dies nun wahr wiére, miisste es eine natiirliche Zahl geben, sodass jede (!) ganze
Zahl (mit (1) multipliziert) als diese eine(!) natiirliche Zahl dargestellt werden kann. Das
ist offensichtlich falsch. So gibt es kein n € N, was sowohl fiir z; = —2 und z, = -3 erfiillt,
dass n = —(—2) =2 und zugleich n = —(-3) = 3 ist. A

Verstandnisfrage 4

a) Nutzen Sie die erlernten Zeichen, um den folgenden Text so weit wie méglich in
aussagenlogischen Formeln zu formulieren (stichpunktartig gentigt). Zum besse-
ren Verstandnis, hier zunachst ein Beispiel:

,Wenn Tobias den Zug verpasst, dann wird er zu spat kommen und Arger haben.*
Lésung: Mit A = , Tobias verpasst den Zug.“, B = ,Er kommt zu spét.“ und C = ,Er
hat Arger.“ ergibt sich als aussagenlogische Formulierung:

A= BAOQO

Hier nun der Text, den Sie bitte bearbeiten:

Auf dem Weg zur Arbeit fiel Tobias ein, dass er noch Anna anrufen und von Bernd
das geliehene Geld zuriickverlangen wollte. Verargert stellte Tobias fest, dass im-
mer genau dann, wenn Bernd sich von ihm Geld lieh, dieser auf keine Nachrichten
mehr reagierte. Angeblich sei der Akku defekt oder er hatte das Klingeln tiberhort.
,Es wird Stress geben, wenn er diese Ausreden wieder bringt!“, dachte Tobias.
,lch wette, es wird heute eine Gelegenheit geben, ihn zur Rede zu stellen.”
Tatsachlich lief Bernd gerade liber den Parkplatz, als Tobias ankam.

,Hey Bernd, zahlst du mir gleich das Geld zurlick oder muss ich dir noch tagelang
hinterher rennen?“

~Jal“, rief dieser noch hastig zurlick, bevor er im Gebaude verschwand.

b) Was passiert, wenn Sie in der Aussage ,Fur alle Mitter gilt, dass jede mindestens
ein Kind hat“ die Quantoren tauschen? Es bietet sich an, M als die Menge aller
Mutter und K als die Menge aller Kinder zu verwenden, wenn Sie den Satz in eine
aussagenlogische Formel tberfihren.

c) Wahr oder falsch? Vx e Z\{0} 3y e Q: x-y=1.
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B 1.3 Mengenlehre

Fiir Menschen ist es vollig natiirlich, in Mengen zu denken: Ein Baum ist ein Element der
Menge der Pflanzen, eine Mowe ist ein Element der Menge der Vogel, welche wiederum
eine Teilmenge der Menge der Tiere ist. Die Mathematik nimmt dies auf und verwendet
diese Denkart als Grundlage fiir alle weiteren Betrachtungen. Daher ist es sehr wichtig, ein
Grundverstdndnis von Mengen zu haben und sie lesen und verstehen zu konnen.

1.3.1 Schreibweise und Aufbau

Objekte einer Menge heillen Elemente. Die Anzahl an Elementen einer Menge ist ihre
Kardinalitidt (Machtigkeit) und wird mit card abgekiirzt. Liegt keine Verwechslungsgefahr
vor, so kann man auch Betragsstriche um die Menge schreiben, wenn man die Kardinalitét
angeben mochte.

Beispiel und Bemerkungen:

= M=1{5,7,9} = card(M) = 3, denn die Menge M enthilt genau drei Elemente (ndmlich
die Zahlen 5, 7 und 9). Liegt keine Verwechslungsgefahr vor, so kann man auch |[M]| =3
schreiben.

= Eine Menge M heil3t endlich, wenn card(M) < co.
= card(M) =0 & M={} (leere Menge, alternatives Symbol: @) A

Kommen wir nun zum allgemeinen Aufbau einer Menge. Es gibt grundsitzlich zwei Arten,
Mengen aufzuschreiben, ndmlich die aufzéhlende und die beschreibende Darstellung.

In der aufzihlenden Darstellung werden die Elemente alle hintereinander aufgeschrie-
ben. Hierbei ist zu beachten, dass die Reihenfolge an sich zwar keine Rolle spielt, man
aber iiblicherweise aufsteigend sortiert (ggf. alphabetisch). In einer Menge kommen keine
Elemente doppelt vor.

Beispiel:

{3) _9) 3) 3r 1} = {1) 3) _9} = {_97 lr 3}

Hier wiirde man die letzte Schreibweise praferieren. A
Ist das Muster offensichtlich, so kann man auch eine grofle oder gar unendliche Menge

durch die ,Piinktchenschreibweise“ aufzihlend darstellen. Insbesondere bei sehr einfa-
chen Aufzihlungen ist dies iiblich.

Beispiel:
Hier je ein Beispiel fiir eine endliche und eine unendliche Menge:

{1,2,3,...,42} und {2,4,6,8,10,...} A



10 1 Zahlbereiche, Symbole, Mengen

Oft ist es nicht sinnvoll oder gar moglich, alle Elemente konkret aufzuschreiben, dann
brauchen wir die beschreibende Darstellung. In Bild 1.5 wird der typische Aufbau an ei-
nem Beispiel zusammengefasst.

Welche Eigenschaften
Was betrachte ich? sollen erfiillt sein?

fxeR | x<3, x>-2}

Bild 1.5 Aufbau einer Menge in beschreibender Darstellung

Schauen wir uns dies nun genauer an.

Beispiel:

M:={xeR|x<3,x>-2}

Lies: ,, M ist definiert als die Menge aller x aus R mit der Eigenschaft, dass x <3 und x > -2
sein muss.“ Anders gesagt sind damit alle reellen Zahlen gemeint, die zwischen —2 und 3
(ohne —2, mit 3) liegen.

Alternative Schreibweisen fiir diese Menge wiren auch:

M={xeR: x<3,x>-2} oder M={x| xeRAXx<3 A x>-2}. A

Anmerkung:
Mengen miissen nicht unbedingt Zahlen enthalten. Man kann beispielsweise auch die
Menge der Menschen, mit denen man befreundet ist, aufschreiben:

{Stefan, Gina, Andy,...} oder {m e Menschen |Ich bin befreundet mit m} A

Verstandnisfrage 5

a) Wahr oder falsch? Bitte begriinden Sie (ggf. mit einem Gegenbeispiel).
= card({-5,-4,0,4,42}) =4
= Zwei Mengen sind genau dann identisch, wenn sie dieselbe Kardinalitat haben.
= card({neNp | n®<49})=8

b) Schreiben Sie die Menge B aller Blicher (Romane), die Sie besitzen, einmal in
aufzahlender (ggf. irgendwann mit Plnktchen) und einmal in beschreibender Dar-
stellung auf.

1.3.2 Mengenoperationen

Es seien im Folgenden A, B, C drei beliebige Mengen. Wir wollen uns ansehen, wie man
die Beziehungen von Mengen beschreiben kann und was der Schnitt bzw. die Vereinigung
von Mengen ist.

= Teilmenge: ACB © Vac€ A: ac B, lies: ,Aist Teilmenge von B.“

Aist also genau dann Teilmenge von B, wenn jedes Element aus A auch in B liegt. Manch-
mal bezeichnet man B dann auch als Obermenge (fiir A).
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