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Vorbemerkungen

Aufgaben zur Stochastik sind Inhalte der Abiturpriifung.
Mit diesem Buch versucht der Autor die wichtigsten
Themenbereiche der Stochastik anschaulich und
moglichst iibersichtlich darzustellen. Wéhrend vieler
Jahre der Vermittlung mathematischer Themen an
Lernende verschiedenster Altersgruppen gab es ab und zu
Verstindnisschwierigkeiten, die einem Lehrenden oft
nicht mehr bewusst sind. Manchmal wird ein Lehrer aber
auch durch aufmerksame Zuhorer auf einfachere
Losungswege  hingewiesen, die das  Verstehen
mathematischer Zusammenhinge durchaus erleichtern
konnen. Einige dieser Hinweise wurden in den Unterricht
und damit auch in dieses Werk iibernommen.

In der Mathematik kdnnen die unterschiedlichsten Wege
zum Ziel fiihren. Deshalb ist ein verstdndnisvoller
Lehrender stets bemiiht, die sinnvollsten und einfachsten
Losungswege zu vermitteln. In dieser vorliegenden
Zusammenfassung des Lehrstoffs der mathematischen
Oberstufe wird daher versucht, die wichtigsten
Abiturthemen mdglichst  verstindlich und ohne
komplizierte Umwege darzulegen.

Die in diesem Buch gestellten Aufgaben sollten von den
Lesern selbststindig zu 16sen versucht werden und erst
anschlieBend mit dem Losungsanhang iiberpriift werden.
Mathematik lernt man am ehesten durch eigenes
Erarbeiten. Es kann manchmal auch sinnvoll sein, einen
nicht verstandenen Ldsungsweg erst nach einiger Zeit
nachzuvollziehen. ,,Manches erledigt sich durch Warten®.
Dies ist im tdglichen Leben, wie in der Mathematik ein
hilfreiches Mittel, um Frust zu vermeiden. AnschlieBend



sollte man sich allerdings seiner Fehler bewusst werden,
um diese kiinftig zu vermeiden.

Viele wichtige Mathematiker und andere heute
angesehene Wissenschaftler sind durchaus Irrtiimern
aufgesessen, die sie erst spiter oder auch niemals
berichtigen konnten. Was heute als selbstverstindlich
gelehrt wird und einem Lernenden so grofartig und
manchmal schwierig erscheint, konnte teilweise erst nach
vielen Jahren, Jahrzehnten oder gar Jahrhunderten geklart
werden. Dazu gehdren Fragen zur ,,Quadratur des
Kreises* aus dem Altertum, das ,,Vierfarben-Problem®,
welches erst im 21. Jahrhundert mithilfe von
elektronischen Rechnern gelost werden konnte, die
,»Goldbachsche Vermutung”, die besagt, dass jede gerade
Zahl, die groBer als 2 ist, als Summe zweier Primzahlen
geschrieben werden kann (z. B. 18 = 11 + 7) und viele
weitere noch ungeldste Fragestellungen. Gerade am
Anfang der Wahrscheinlichkeitsrechnung waren manche
Uberlegungen, eigentlich sehr fihiger Mathematiker, mit
Fehlern behaftet.

Obwohl die Mathematik fiir die Losung vieler
wissenschaftlicher, technischer oder wirtschaftlicher
Probleme unerlisslich ist, kann nicht jede Fragestellung
einer Losung zugefiihrt werden. Die Erkenntnis und der
anschlieBende mathematische Beweis der Unldsbarkeit
einer Aufgabenstellung gehdrt zum Wesen der
Mathematik. Man sollte sich daher niemals durch
Aufgabenstellungen jeglicher Art entmutigen lassen,
sondern versuchen alternative Losungswege zu finden.
Das vorliegende Lehrbuch eignet sich nicht nur fiir die
Vorbereitung der Abiturpriifung, sondern auch fiir
Personen, die sich in die héhere Mathematik einarbeiten
mochten.



I. Wahrscheinlichkeitsrechnung

1. Anfinge der Stochastik

Der Spieler Chevalier de Méré fragte im 17. Jahrhundert
den Mathematiker Blaise Pascal, der von 1623 bis 1662
lebte, nach der Wahrscheinlichkeit einer Doppel-Sechs
beim Werfen zweier Wiirfel.

Pascal war diese Frage zu simpel (sieche Beispiel B2).

Die zweite Frage bezog sich darauf, wie der Wetteinsatz
zu verteilen sei, wenn ein Spiel vorzeitig abgebrochen
werden muss.

Daraus entwickelte Pascal mit Pierre de Fermat die
Wahrscheinlichkeitstheorie.

Kurze Beispiele zu den Fragen von de Méré:

B1. Wirft man einen Laplace-Wiirfel (idealer Wiirfel), so

ist die Wahrscheinlichkeit eine Sechs zu wiirfeln 5

B2. Werden gleichzeitig zwei ideale Spielwiirfel
geworfen, so ist die Wahrscheinlichkeit eine

1 1 1
Doppelsechs zu wiirfeln — (= - —).
36 6 6


https://de.wikipedia.org/wiki/Laplace-W%C3%BCrfel

B3. Paradoxon von Chevalier de Meré:

Wird ein Laplace-Wiirfel viermal geworfen, so liegt die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, mindestens eine Sechs zu
wiirfeln iiber 50 %.

P(mindestens eine Sechs) = 1 — P(keine Sechs) =
=1-(%) ~ 05177 ~51,77%
Wirft man zwei Laplace-Wiirfel 24-mal so liegt die
Wabhrscheinlichkeit dafiir, mindestens einmal eine
Doppelsechs zu wiirfeln unter 50 %:

P(mindestens eine Doppelsechs) =

24
=1 — P(keine Doppelsechs) =1 — (E) ~

36
~ 0,4914 =~ 49,14 %

Das Paradoxon entsteht, weil sich die Ergebnisse nicht
proportional wie 4 : 6 = 24 : 36 verhalten.
Im Beispiel B3 verhalten sich die Potenzen

(§)4z 0,48 und (2)24 ~ 0,51 aus exponentiellen

Griinden ungefahr wie 48 : 51 und entsprechen damit nicht
dem Verhéltnis 4 : 6 =48 : 72.

Dem Spieler Chevalier de Méré war dies unverstdandlich.

Hinweis:

Im Folgenden wird als Symbol fiir Wahrscheinlichkeit der
Buchstabe P (engl. Probability bzw. lat. Probabilitas)
verwendet.



2. Grundbegriffe der Stochastik

2.1Zufallsexperimente

Experimente sind Vorginge, die unter gleichen
Bedingungen beliebig oft wiederholbar sind:

Die einmalige Durchfiihrung eines Experiments wird
Versuch genannt.
Beispiele:

B4. Unter einem Druck von 1013 hPa siedet Wasser bei
100°C:

Eindeutiges Ergebnis.

BS5. Ein Spielwiirfel kann auf zuféllige Weise sechs
verschiedene Ergebnisse liefern:

Zufallsexperiment.



2.2 Ergebnisraum (Ergebnismenge)

Die Werte aller moglichen Ergebnisse eines Experiments
bilden den Ergebnisraum.

Beispiel:
B6. Werfen dreier Wiirfel

Ergebnisse: 111,112, ..., 116

121, 122, ..., 126
\

161, 162, ..., 166
\
211,212, ..., 216
\

661, 662, ..., 666

Ergebnisraum Q= {111,112, ..., 666}

2.3 Die Miichtigkeit der Ergebnismenge

Die Anzahl aller Elemente eines Ergebnisraums heif3t
Michtigkeit.

Beispiele:

B7. Welche Michtigkeit hat der Ergebnisraums
Q= {111,112, ..., 666} aus Beispiel B6 ?

|Q| = 63 = 216 Elemente (Ergebnisse)
10



B8. Wie viele Ereignisse ergeben beim Werfen von drei
Spielwiirfeln die Augensumme 10 ?

E = {136, 145, 154, 163, 226, 235, 244, 253, 262,
316, 325, 334, 343,352, 361, 415, 424, 433,
442,451, 514, 523, 532, 541, 613, 622, 631}

|E| =27 Ergebnisse

Beachte:

Wie im Beispiel B8 gezeigt, lassen sich iiberschaubare
Michtigkeiten durch ,,Abzéhlen* bestimmen.

Im weiteren Verlauf dieser Abhandlung werden Formeln
fir das Bestimmen umfangreicherer Ergebnismengen
entwickelt.

2.4 Ereignisse
Jede Teilmenge des Ergebnisraums heif3t Ereignis.

Die leere Menge { } heiflt unmaogliches Ereignis.

Die Ergebnismenge Q2 heif3t sicheres Ereignis.

Beispiele:

B9. Das Werfen einer 7 mit einem tiiblichen Spielwiirfel
ist ein unmogliches Ereignis { } < Q.

B10. Das Werfen einer ungeraden Zahl ergibt das
Ereignis U= {1,3,5} cQ
11



3. Das Urnenmodell
3.1 Ziehen mit Zuriicklegen

In der Wahrscheinlichkeitsrechnung kann es niitzlich sein,
sich Experimente als Ziehen von Kugeln aus einer ,,Urne*
vorzustellen. Legt man nach jedem Zug die Kugel wieder
in die Urne zuriick, so ergeben sich immer wieder die
gleichen Verhiltnisse, wie vor dem Ziehen.

Beispiel:

B11. Aus einer Urne, die drei
rote, zweil blaue und eine griine
Kugel enthilt, werden drei
Kugeln mit  Zuriicklegen
gezogen:

E = {rrr, 1b, 1br1, 11g, 1grI, 1Ob, rbg, rgh, rgg, bbb,
bbr, bbg, brb, bgb, brr, bgg. brg, bgr, ggg,
ggr, ggb, grg, gbg, gbb, grr, grb, gbr}

|E| = 33= 27 mogliche Ergebnisse

Jede Farbe kann wieder neu gezogen werden.

12



3.2 Ziehen ohne Zuriicklegen

Wird die gezogene Kugel nicht wieder in die Urne
zuriickgelegt, so hat sich vor dem nichsten Zug der Inhalt
der Urne verédndert.

Beispiele:

B.12 Aus der oben abgebildeten Urne des Beispiels B11
werden drei Kugeln ohne Zuriicklegen gezogen:

E = {rrr, r1b, 1br, rrg, rgr, rbb, rbg, rgb, bbr, bbg,
brb, bgb, brr, brg, bgr, gbb, grr, grb, gbr}

|E| = 19 mogliche Ergebnisse

Ohne Zuriikclegen kann beispielsweise die griine
Kugel hochstens einmal gezogen werden.

B13. In einer Urne befinden sich 26 Kugeln. Es soll
insgesamt viermal gezogen werden, wobei jede
gezogene Kugel stets wieder in dir Urne
zuriickgelegt wird.

Wie viele Moglichkeiten der Entnahme gibt es?

26 - 26 - 26 - 26 = 26* = 456.976 Moglichkeiten.

B14. In einer Urne befinden sich fiinf Kugeln. Alle
Kugeln werden ohne Zuriicklegen gezogen. Wie
viele Moglichkeiten gibt es fiir die Ziehung?

5-4-3-2-1=120 Mdglichkeiten
13



4. Baumdiagramme:

Mit einem Baumdiagramm kann die Reihenfolge der
Ereignisse manchmal leichter bestimmt werden.

Beispiel:
B15. Welche Kugeln waren fiir die Ziehung ohne

Zuriicklegen in der Urne vorhanden, die zu dem
abgebildeten Baumdiagramm fiihrten?

) (RERR)} Drei rote Kugeln
sowie eine griine
(R.R,G) .
© (wren und eine blaue

Kugel lagen vor.

Nachdem eine

G) ((RBG)} blaue oder eine

| @ [(ROGR)} griine Kugel

| O/ gezogen wurde,

'I ((RGABY} waren diese nicht
mehr in der Urne
vorhanden.

/

Beispielsweise:

rbr, rbg, rgr, rgb
aber nicht mehr
rbb oder rgg,

Baumdiagramme sind insbesondere bei mehrstufigen
Zufallsexperimenten niitzlich.
14
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Aufgaben (Losungen aller Aufgaben ab Seite 144):

Al. In einer Tiite befinden sich sieben Bonbons. Davon
sind zwei gelb und fiinf rot. Nacheinander werde der
Tiite drei Bonbons entnommen (ohne Zuriicklegen).

a) Skizziere ein Baumdiagramm.
b) Wie viele Moglichkeiten gibt es, der Tiite Bonbons
zu entnehmen?

A2. Der Schiilerrat eines Berufskollegs besteht aus drei
Jungen und zwei Midchen. Es wird ausgelost, wer in
diesem Jahr Vorsitzender und Stellvertreter wird.

Zuerst wird der Vorsitzende und dann ein
Stellvertreter ausgelost.

Zeichne das Baumdiagramm und gib die
Ergebnismenge mit deren Machtigkeit an.

A3. Es wird ein idealer Wiirfel geworfen. Werden die
Augenzahlen 1, 2, 4 oder 5 gewiirfelt, so wird
danach eine Miinze geworfen.

Wird eine 3 gewlirfelt, so muss aus einer Urne, die
drei mit 1, 2 und 3 nummerierte Kugeln enthilt,
zweimal hintereinander (ohne Zuriicklegen) eine
Kugel gezogen werden.

Bei Ziehen einer 6 ist das Experiment beendet.

Skizziere das Baumdiagramm und gib den
Ergebnisraum Q mit seiner Machtigkeit an.

15



5. Zusammengesetzte Ereignisse

Beispiel:

B16. Gegeben sind die Mengen A = {2, 4, 6} und
B={4,5, 6}

A\B={2} A ,,ohne” B (Differenzmenge)

B\A= {5} B ,,ohne*“ A (Differenzmenge)

AUB=1{2,4,56} A ,oderB (Vereinigungsmenge)

ANnB={4,6} A ,,und“ B (Schnittmenge)

ke £ &2

A\B

BiA (¥1=; AnB

Gegenereignis: E = Q\ E

16



Weitere Beispiele:

B17. Ein Spielwiirfel wird zweimal geworfen.
Welche Augenzahlensummen kdnnen auftreten?

Q=1{234,5,6,7,8,9,10,11,12}

Ereignis A: ,,Die Augensumme betrigt 10
A= {10}

Bestimme das Gegenereignis A.
A=1{23.45,6,72809,11,12}

B18. Ein Wiirfel wird einmal geworfen.
Q={1,2,3,4,5,6}

A: ,,Augenzahl ist grofer als 2
= A={34,5,6}

B: ,,Augenzahl ist ungerade*
= B={1,3,5}

C: ,,Augenzahl ist grofer als 2 und ungerade*
= C=AnB={3,5}

(13

D: ,,Augenzahl ist groB3er als 2 oder ungerade
= D=AuUB={1.3,4,5,6}

17



B19. Eine Urne enthélt zwei rote und drei schwarze
Kugeln. Es werden nacheinander drei Kugeln ohne
Zuriicklegen gezogen.

Q ={rrs, IST. SIT, SSS, SST, SIS, ISS }

A: ,.die ersten beiden gezogenen Kugeln haben
die gleiche Farbe*

A = {rrs, sss, Sst}

A: Gegenereignis von A

A= Q\A = {rsr, s, 15, 155}

B: ,.die erste und die zuletzt gezogene Kugel
haben verschiedene Farben*
B = {rrs, srr, ssr, rss}

C: ,,spétestens nach dem dritten Zug sind alle
roten Kugeln gezogen worden*
C = {rrs, rst, srr}

D: ,,nach dem zweiten Zug ist noch eine rote

Kugel in der Urne*
D = {sss, ssr, srs, 155}

18



Aufgaben:

A4. Aus einer Produktion von Prozessoren werden ohne
Zuriicklegen drei Stiicke entnommen und registriert,
ob der Prozessor defekt ,,0° oder in Ordnung ,,1* ist.

a) Skizziere ein Baumdiagramm.
b) Gib folgende Ereignisse an.
A: ,der erste Prozessor ist defekt*

. ,,alle Prozessoren sind in Ordnung

. ,,hicht alle Prozessoren sind in Ordnung*

: ,mindestens zwei Prozessoren sind in Ordnung*

. ,,hochstens zwei sind defekt*

. ,,weder der erste noch der dritte Prozessor sind

defekt™

G: ,,entweder der erste oder der dritte Prozessor ist
defekt™

WO QW

AS5. Gib die zusammengesetzten Ereignisse AND und
AUF der Aufgabe A4 an.

A6. Die Mengen Q = {1,2,3,...,30}, A= {1,2,3,...,20}
und B = {11,12,13,...,30} sind gegeben.
Bilde die folgenden Mengen:
E =(AUB)\ (ANB)
F=(AnB)\ (AUB)

G = (AUB) \ (AnB)

19



6. Regeln von De Morgan

AUB =ANB
N

Alles irgendwie Gestreifte

Beispiel:

ANB=AUB

i

Alles auBerhalb beider Kreise

START

w =

>|
2
w|

B20. Zeige die Richtigkeit der Regeln von De Morgan
mit den folgenden Mengen:
Q={0,1,2,3,...,10}
A={1,2,3,4} und B= {3,4,5,6}

ANB
AUB

{(34}1}1={0,1,2,5,6,7,8,9,10}
{0,5,6,7,8,9,10}{0,1,2,7,8,9,10} =

={0,1,2,5,6,7,8,9,10}

= ANnB = AUB

AnB = {0,5,6,7,8,9,10}~{0,1,2,7,8,9,10} =

={0,7,8,9,10}

AUB = {{1,2,3/4,5,6]} = {0,7,8,9,10)}

= AnB=AUB

20




