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Vorwort

Dieses Buch ist eine erweiterte Fassung der Seminarunterlagen zu den Kursen MGM
(,,Mathematische Grundlagen der Mechanik®) und MGN (,,Mechanische Grund-
lagen der nichtlinearen FEM*), die ich seit mehr als 10 Jahren im Masterstudium am
Department Maschinenbau und Produktion der Hochschule fiir Angewandte Wissen-
schaften Hamburg anbiete. Die Themen und Inhalte dieser Kurse haben mich seit dem
Promotionsstudium der Festkorpermechanik an den Schiffbauinstituten der Poly-
technika Szczecinska (Stettin) und der Universitit Rostock fasziniert. Wohl ein-
gedenk des bekannten Zitats von Saint-Exupéry! hatten mir meine Mentoren fiir das
vertiefende Selbststudium zuvorderst die ,,Nonlinear Field Theories of Mechanics®
von Clifford Truesdell und Walter Noll empfohlen. Die Autoren dieses fundamentalen
Buches schreiben in ihrem Vorwort: ,,Materials, [...]: air, water, earth, flesh, wood,
stone, steel, concrete, glass, rubber; [...]. All are deformable. A theory aiming to describe
their mechanical behavior must take heed of their deformability and represent the
definite principles it obeys.” Mit diesem purpose ist der Gegenstand der Kontinuums-
mechanik definitiv beschrieben. Es erscheint iibrigens aus heutiger Sicht visionir, dass in
der Aufzihlung bereits ein Biomaterial erwéhnt wird. Wihrend also die fundamentalen
Prinzipien der Kontinuumsmechanik gleichermaflen fiir Gase, Fliissigkeiten und Fest-
korper gelten, beschrinkt sich dieses Buch in weiten Teilen auf festes isotropes Material,
also ,,steel, glass, and rubber*.

Festkorper bestehen aus formerhaltendem Material. Bei der Beanspruchung durch
duflere Lasten werden innere Krite aktiviert, die der Forminderung des Korpers ent-
gegen wirken. In der analytischen Betrachtung werden diese Kréfte durch das Schnitt-
prinzip freigelegt und sowohl untereinander als auch mit den #duferen Kriften ins
Gleichgewicht gesetzt. Bei der mathematischen Beschreibung der Verformung einerseits
und des Zusammenhangs zwischen Kraft und Verformung andererseits wird zwischen
linearem und nichtlinearem Verhalten des Korpers bzw. seines Materials unterschieden.

I 'Wenn Du ein Schiff bauen willst, dann [...] lehre die Minner die Sehnsucht nach dem weiten,
endlosen Meer.*.



\ Vorwort

Fir die lineare Festigkeitsberechnung (Elastostatik) werden mit den folgenden
Annahmen lineare mathematische Modelle erzeugt:

1. Kinematik: Die Verzerrungen hingen linear von den Verschiebungen ab.
2. Material: Die Spannungen hédngen linear von den Verzerrungen ab.
3. Kontakt: Die Randbedingungen dndern sich durch die Verformung nicht.

In diesen Modellen gilt das Superpositionsprinzip, d. h. die Verformung skaliert mit
der Last. Wird ein solches Verhalten im Werkstoffversuch nicht beobachtet, sind die
linearen Annahmen nicht zutreffend. Je nachdem ob die Kinematik oder das Material-
verhalten nichtlinear sind, spricht man von geometrischer oder physikalischer Nicht-
linearitdt. Diese Nichtlinearititen werden in der Kontinuumsmechanik untersucht
und mathematisch formalisiert. Nichtlinearititen durch Kontakt sind Gegenstand der
Kontaktmechanik und werden hier nicht betrachtet.

Fiir die mathematische Beschreibung der kontinuumsmechanischen Zusammen-
hinge hat sich der Tensorkalkiil bewihrt. Wir fiihren die wichtigsten Begriffe und
Regeln im ersten Kapitel ein, wobei wir neben Tensoralgebra und -analysis auch auf
wesentliche Grundlagen zu Mengen und Funktionen sowie zur linearen Algebra ein-
gehen. Nach der Rekapitulation mathematischer und physikalischer Grundlagen in den
Kap. 1 und 2 folgen die Kap. 3 und 4 zur Kinematik und Kinetik der Verformung. Wir
beschreiben die Bewegung von Korperpunkten bei der Formédnderung sowie die dabei
aktivierten inneren Krifte und deren Gleichgewicht. In diesem Zusammenhang werden
auch die Bilanzprinzipien der Mechanik referiert. Art und Groe der Verformung bei
Krafteinwirkung hédngen wesentlich vom Material der Korper ab. Das Kap. 5 fiihrt in
allgemeine Aspekte und thermodynamische Grundlagen des Materialverhaltens ein. Die
kontinuumsmechanische Modellierung des elastischen und plastischen Verhaltens der
Werkstoffe ist Gegenstand der Kap. 6 bis 8, wobei auch jeweils die Kombination mit
viskosen Effekten erldutert wird. Dabei bereitet das Kap. 6 mit der linearenen Elastizi-
tatstheorie die Darlegungen der nichtlinearen Elastizitdt und Elastoplastizitit in den
Kap. 7 und 8 vor. Das abschlieBende Kap. 9 zur Strukturmechanik enthélt analytische
und numerische Berechnungen, in denen theoretische Zusammenhinge aus den Vor-
kapiteln an handlichen Beispielen verdeutlicht werden sollen.

Der vorliegende Text richtet sich an Studierende technischer Universitidten und Hoch-
schulen ebenso wie an praktisch arbeitende Ingenieure, die ihre Kenntnisse einschligig
vertiefen wollen. In die Vermittlung der Themen sind sowohl meine Erfahrungen aus
der Hochschullehre und -forschung als auch aus der mehrjdhrigen Industriepraxis als
Berechnungsingenieur eingeflossen. Inhaltlich passende und griindlich verstandene
Beispiele haben oft entscheidenden Einfluss auf den Lernerfolg. Dem jugendlichen
Aspiranten der Festkorpermechanik waren in den 1980er Jahren die damals gerade
erschienenen Lehr- und Arbeitsbiicher zur hoheren Festigkeitslehre von Autoren der
Technischen Universititen Dresden und Karl-Marx-Stadt (Chemnitz) eine wichtige
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Vorwort Vi

Hilfe. Ebenso ist dieses Buch zur Kontinuumsmechanik aus der Lehre entstanden und
fiir das Studium und die berufliche Weiterbildung geschrieben. Der Fokus auf das Detail
in den Beispielen und Aufgaben birgt wohl die Gefahr, den sprichwortlichen ,,Wald*
hinter ,Jauter Bdumen* zu verbergen. Die Literaturliste enthélt Hinweise auf Mono-
graphien und Ubersichtsartikel fiir fortgeschrittene Leserinnen und Leser. Wenn dieses
einfiithrende Buch das Verstindnis solcher Arbeiten befordert, hat es einen wesentlichen
Zweck erfiillt. In diesem Sinn teile ich gerne den Rat von Paul Halmos an die Leser eines
seiner Biicher: ,, Read it, absorb it, and forget it “.?

Meine Lehrveranstaltungen zur Kontinuumsmechanik wurden als Seminare durch-
gefiihrt. Dafiir waren ausgewihlte Textabschnitte jeweils mit Kontrollfragen und
Ubungsaufgaben zum Selbststudium als Vorbereitung zur seminaristischen Diskussion
in der Gruppe aufgegeben. Die strukturmechanischen Berechnungen des 9. Kapitels
wurden von den Teilnehmern der Kurse in computergestiitzten Laborveranstaltungen
ausgefiihrt und protokolliert. Ich danke den vielen aktiven Studierenden, die iiber die
Jahre mit ihren Beitrdgen und Losungen die Weiterentwicklung der Lehrunterlagen
befordert haben.

Herrn Professor Dr. Konrad Engel vom Institut fiir Mathematik der Universitit
Rostock danke ich ausdriicklich fiir das kritische Lesen der Grundlagenkapitel und
seine eingehenden Hinweise, die wesentlich zur Stringenz und Exaktheit der Dar-
stellung beigetragen haben. Herrn M. Sc. Moritz Thlenburg danke ich sehr fiir seine
Anmerkungen zu den Kap. 3-5. Vor allem aber bin ich meiner Ehefrau Krystyna-Maria
herzlich verbunden fiir ihre Unterstiitzung beim Entstehen des Buches und fiir ihre
Geduld in den langen Monaten der Fertigstellung.

Das Buch ist dem Andenken an meine ersten akademischen Lehrer, den Professoren
Marian Kmiecik (Politechnika Szczecinska), Helmut Pfau (Technische Hochschule Wis-
mar) und Christoph Reilmann (Universitdt Rostock) gewidmet.

Liibeck im April 2023 Frank Ihlenburg

2 Paul Halmos, Naive Set Theory, Preface.
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Symbolverzeichnis

Einige Formelzeichen sind in den folgenden Listen mehrfach in unterschied-
licher Bedeutung aufgefiihrt. So steht z. B. das Zeichen A sowohl fiir Eigenwerte
(Mathematik), Streckungen (Kinematik) als auch den elastischen Lamé Parameter
(Konstitutivgleichungen); das Zeichen & steht fiir die Dirac Funktion, aber auch fiir
die virtuelle Variation. Wir meinen, dass ein bemiihtes Abweichen von etablierten
Bezeichnungen das Verstindnis eher behindert als befordert und dass die konkrete

Bedeutung der Formelzeichen immer aus dem jeweiligen Kontext erkennbar ist.

Mathematische Grundlagen:

A,B

U,n,\

xeA
VxeA,dx e A
o, :3

a,b

A,B

AT AT

detA, trA

cof (a;)

a,b

A,B

[a],[A]
[a]-,[A]~
C,D

X, ®

L

grad, div

v
GL(n),SL(n),

Mengen
Vereinigung, Schnitt, Differenz (von Mengen)
x ist Element von A

Hfur alle®, ,,es existiert” (Elemente von Mengen)

Skalare

Vektoren (Spaltenmatrizen) oder Skalare
Matrizen oder Skalare

Transponierte, inverse Matrix
Determinante, Spur (der Matrix A)
Kofaktor der Komponente a;;

Vektoren (Tensoren 1. Stufe)

Tensoren (Tensoren 2. Stufe)
(Matrix-)Darstellung von Tensoren
Darstellung im rotierten System
Tensoren 4. Stufe

Vektor-, Tensorprodukt

Skalarprodukt, Doppelkontraktion
koaxial, orthogonal (Vektoren)
Gradient, Divergenz (von Tensoren)
Nabla-Symbol

Matrixgruppen (general linear, special linear)

X



XIv

O(n),SO(n),
U,V
L(U,V)

Il ()
H(-),sgn(")
[l

S, €

A

p(A)

Pr(4)

Iy, Iy, Iy
e

LZ

Z,D

€

C,R,Z
Rn’Rmxn
E

Matrixgruppen (orthogonal, special orthogonal)
Lineare Rdume (Vektorrdume)

Raum der linearen Abbildungen U — V
Betrags-, Rampenfunktion

Sprung-, Signumfunktion

Euklidische Norm (Vektoren)

Dirac-/ Kroneckersymbol, Permutationssymbol
Eigenwert (Matrix, Tensor)

Spektrum der Matrix A

charakteristisches Polynom (des Tensors T)
Invarianten (des Tensors T)

Einheitsvektor

Einheitstensor 2., 4. Stufe

Transformations-, Deviatorischer Tensor (4. Stufe)
Permutationstensor (3. Stufe)

Raum der komplexen, reellen, ganzen Zahlen
Raum der reellen Vektoren, Matrizen
Euklidischer Raum (Punktraum)

Physikalische Grundlagen:

X0, X

Xj, X
Grad, Div
grad, div
o D

at’ ot

X*

w,P
u,K

Ortsvektor (Lagrange, Euler)

Komponenten des Ortsvektors (Lagrange, Euler)
Gradient, Divergenz (Lagrange)

Gradient, Divergenz (Euler)

partielle, totale Zeitableitung

Euklidische Transformation (des Vektors)
mechanische Arbeit, Leistung
potentielle, kinetische Energie

Kinematik der Verformung:

Y, A
u,v
F,R
U,V
C.B
G, A
H
g, 8
pf, pb
J

Winkelverzerrung, Streckung

Verschiebungs-, Geschwindigkeitsvektor
Deformations-, Rotationstensor

rechter, linker Strecktensor

rechter, linker Cauchy-Green-Tensor
Green-Lagrange, Green-Almansi-Dehnungstensor
Hencky-(logarithmischer) Dehnungstensor
technischer Verzerrungstensor (Lagrange, Euler)
Vorschieben (push forward), Zuriickziehen (pull back)
Volumenverhiltnis (verformt/unverformt)
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L
D, W
LK)

Geschwindigkeitsgradient (Euler)
Deformationsrate, Spintensor
Lie-Ableitung (des Tensors K)

Kinetik der Verformung:

o,T
P,S

T

t

b

v, Vg
dv
r,r;
Ps Lo
m

p.1
su, 6W

Cauchy-, Kirchhoff-Spannungstensor (Euler)
1., 2. Piola-Kirchhoff-Tensor (Lagrange)
Biot-Spannungstensor

spezifische Flachenkraft (Spannungsvektor)
spezifische Volumenkraft
Volumen/Teilvolumen (verformt, unverformt)
Oberfliche (eines Volumens)

gelagerter, belasteter Teil der Oberfldche
Dichte (verformt, unverformt)

Masse (eines Volumens)

Impuls, Drehimpuls (eines Volumens)
virtuelle Verschiebung, virtuelle Arbeit

Konstitutivmodelle:

o,€
o s

el e
", 0F
o, o
n
4
D

f(O',"'

V.

2 b
K,V

Spannung, Dehnung (Rheologie)

Deviator (des Spannungstensors), Deviatorvektor
Deviator (des Verzerrungstensors), Deviatorvektor
Haft-/Reibkoeffizient, FlieBspannung
Riickspannung (Rheologie), Riickspannungstensor
dynamische Viskositit

plastischer Multiplikator

Dissipation (Clausius-Planck-Ungleichung)
FlieBfunktion

freie Energie, Dissipationspotential

Schubmodul

Lamé-Parameter (Elastizitit)

Kompressionsmodul, Querkontraktionszahl
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