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Vorwort

Liebe Schiilerinnen und Schiiler,

mit dem vorliegenden Buch geben wir Thnen eine optimale Hilfestellung zur Vorbe-
reitung auf die Abiturpriifung in Hamburg.

Im ersten Teil des Buches erhalten Sie zahlreiche Informationen zum Abitur, die
fiir eine gezielte Vorbereitung auf die Abiturpriifung hilfreich und wichtig sind.
Hierzu gehoren die komplette Auflistung der Schwerpunktthemen fiir das Abitur,
die Hinweise zum Priifungsablauf sowie alles Wissenswerte zum Aufbau und zu
den Anforderungen der Priifungsaufgaben.

Weiter geben wir Ihnen eine Vielzahl praktischer Hinweise, die [hnen sowohl bei
der Vorbereitung auf die Abiturpriifung als auch wihrend der Priifung (Klausuren)
ermoglichen, gestellte Priifungsaufgaben gut zu 16sen.

Sie finden in diesem Band die Original-Abituraufgaben 2021 und 2022 abge-
druckt. Die Aufgaben 2019, 2020 und 2023 (Auswahl) stehen Thnen auf der
Plattform MyStark zum Download zur Verfiigung. Somit kénnen Sie sich ein
Bild davon machen, welche Anforderungen an die Abiturpriifung in den vergan-
genen Jahren gestellt wurden.

Zu allen Aufgaben finden Sie vollstdndige und schiilergerechte Losungsvorschli-
ge. Zusitzlich werden in den Hinweisen und Tipps, die zwischen Aufgabe und
Losung stehen, die Losungsansitze dargestellt, ohne dass die Losung vorwegge-
nommen wird. Hier konnen Sie nachlesen, wenn Sie nicht wissen, wie Sie mit der
Losung einer Aufgabe anfangen sollen. Die Hinweise und Tipps sind hierarchisch
nach aufsteigender Hilfestellung sortiert, sodass Sie nach dem Lesen des ersten
Tipps nochmals nachdenken sollten, ob Sie jetzt die Losung schaffen. Erst dann le-
sen Sie den zweiten Hinweis, der den Losungsansatz genauer beschreibt.

Damit Sie in diesem Buch passende Aufgaben zum Uben heraussuchen kénnen,
z. B. fiir die Vorbereitung auf eine anstehende Klausur, finden Sie gleich am An-
fang ein Stichwortverzeichnis.

Kostenlose Webinare zur Priifungsvorbereitung finden Sie ab Mitte
Mirz 2024 unter: D
www.stark-verlag.de/schule/unser-angebot/kurse/online-kurse

Wir wiinschen Thnen viel Erfolg bei der Vorbereitung auf das Abitur und bei Ihrer
Priifung, nicht nur im Fach Mathematik!

Dr. Jiirgen Leitz und Stark Verlag
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Allgemeine Hinweise zum Zentralabitur

Ablauf der schriftlichen Abiturpriifung

Zentrale schriftliche Priifung

Die Abiturpriifung bildet den Abschluss der zweijdhrigen Studienstufe, die in Ham-
burg als Profiloberstufe ausgestaltet ist. An allen allgemeinbildenden und den berufs-
bildenden Gymnasien sowie an den Stadtteilschulen in Hamburg wird das Abitur mit
zentraler Aufgabenstellung durchgefiihrt. Die Abituraufgaben werden in der Ham-
burger Behorde fiir Schule und Bildung entwickelt.

Das Abitur kann in Mathematik auf dem grundlegenden oder dem erhohten Anforde-
rungsniveau abgelegt werden. Ob das Anforderungsniveau in Mathematik grund-
legend oder erhoht ist, wurde vor dem Eintritt in die Profiloberstufe verbindlich fest-
gelegt, die Priifung muss in dem gewihlten Niveau abgelegt werden.

Den ersten von vier Aufgabenblocken bildet der hilfsmittelfreie Teil. Im Rahmen
dieses Aufgabenblocks miissen mehrere kleinere Aufgaben, die die Sachgebiete
Analysis, Analytische Geometrie bzw. Lineare Algebra und Stochastik umfassen,
bearbeitet werden. Die Bearbeitung dieses Teils muss — wie der Name schon andeutet
— ohne Hilfsmittel wie Taschenrechner und Formelsammlung erfolgen.

Die priifungsrelevanten Inhalte der Studienstufe

Modul 1 (Von der Anderungsrate zum Bestand)

Funktionen und Anderungsraten

¢ zu Anwendungskontexten mit funktionalen Zusammenhéngen mathematische Mo-
delle erstellen und Funktionsgraphen darstellen

e Veridnderungen der Graphen von Funktionen bei Variation von Parametern
untersuchen und diese Verdnderungen beschreiben

e lineare Gleichungssysteme aufstellen und 16sen zur Bestimmung der Koeffizienten
ganzrationaler Funktionen

¢ Funktionswerte aus Argumenten bestimmen und umgekehrt, auch durch Losen von
Gleichungen, und die Ergebnisse im Anwendungskontext interpretieren

e geeignetes Verfahren auswihlen und anwenden zur Losung von linearen, quadra-
tischen und biquadratischen Gleichungen sowie einfachen Bruch- und Wurzel-
gleichungen

¢ Sekanten- und Tangentensteigung an Funktionsgraphen bestimmen sowie die Anni-
herung der mittleren an die lokale Anderungsrate beschreiben

e lokale Anderungsraten berechnen und im Anwendungskontext interpretieren

e Anderungsraten funktional beschreiben (Ableitungsfunktion) und im Anwendungs-
kontext interpretieren

o Ableitungsgraphen aus Funktionsgraphen entwickeln und umgekehrt

I
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¢ Funktionen mithilfe von Faktor-, Potenz-, Summen- und Kettenregel ableiten

¢ Ableitungen als notwendige und hinreichende Bedingungen zur Bestimmung von
Monotonie, Kriimmungsverhalten sowie lokalen Extrem- und Wendepunkten von
Funktionen anwenden und im Anwendungskontext interpretieren

e funktionale Zusammenhinge in Anwendungssituationen mit abschnittsweise defi-
nierten Funktionen modellieren und die Ubergénge auf Sprung- und Knickfreiheit
untersuchen

e Passung und Grenzen gewdhlter mathematischer Modelle in den jeweiligen Anwen-
dungskontexten tiberpriifen und Modelle zielgerichtet modifizieren

e das Verhalten von Funktionen im Unendlichen beschreiben und ggf. senkrechte und
waagerechte Asymptoten bestimmen

o erkennbare Symmetrie (Achsensymmetrie zur y-Achse und Punktsymmetrie zum
Koordinatenursprung) fiir Argumentationen und zur Vereinfachung von Berech-
nungen nutzen

e cinen Plan zur Losung von Optimierungsproblemen entwickeln und umsetzen, den
Losungsweg argumentativ darstellen und das Vorgehen reflektieren

Zusditzlich im erhohten Anforderungsniveau

e Ableitung mithilfe der Approximation durch lineare Funktionen deuten

e Randextrema bestimmen

o Nullstellen, Extrem- und Wendepunkte von Funktionsscharen bestimmen in Abhén-
gigkeit von Parametern und unter Beriicksichtigung von Fallunterscheidungen

¢ Funktionsscharen bei der Losung von Problemen anwenden

Bestandsinderungen

e Bestandsidnderungen in Anwendungskontexten als Fliache unter Funktionsgraphen
beschreiben und die Flidchen als Bestandsverinderungen interpretieren

e Inhalte von Flichen unter Funktionsgraphen nidherungsweise durch Berechnung von
Ober- und Untersummen mithilfe digitaler Mathematikwerkzeuge (Tabellenkalku-
lation, CAS) bestimmen und deren gegenseitige Anniherung bei steigender Anzahl
von Teilintervallen beschreiben

e Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung begriinden und geometrisch veran-
schaulichen

¢ den Zusammenhang von Integral und Ableitung nutzen, auch in Anwendungskon-
texten

o Stammfunktion von ganzrationalen Funktionen und Potenzfunktionen mit rationalen
Exponenten (mit Ausnahme von —1) sowie von der Sinus- und der Kosinusfunktion
bestimmen, auch mithilfe der Summen- und Faktorregel

¢ Integrale in Anwendungskontexten zur Berechnung von Mittelwerten von Funk-
tionen nutzen

¢ Integrale mithilfe von Stammfunktionen und durch Abschitzungen bestimmen, auch
zur Berechnung des Inhalts der Fliche zwischen zwei Funktionsgraphen

Zusdtzlich im erhohten Anforderungsniveau

¢ das Volumen von K&rpern bestimmen, die durch Rotation von Funktionsgraphen um
die Abszissenachse entstehen

¢ die Volumenformel fiir Kérper begriinden, die durch Rotation von Funktionsgraphen
um die Abszissenachse entstehen

¢ bestimmte Integrale bei Sinus- und Kosinusfunktionen mit linearen Argumenten als
Bestandsénderungen berechnen

e clementare Rechenregeln fiir bestimmte Integrale anwenden und Symmetriebetrach-
tungen nutzen
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Hamburg Kernfach Mathematik — Zentralabitur 2022
Erhohtes Anforderungsniveau — Analysis 1

II Analysis 1

1. Ein ICE fihrt bis 15:00 Uhr mit konstanter Geschwindigkeit. Von
15:00 Uhr bis 15:02 Uhr nimmt seine Geschwindigkeit zu jedem
Zeitpunkt ab. Ab 15:02 Uhr fihrt der ICE wieder mit konstanter
Geschwindigkeit.

Die Geschwindigkeitsentwicklung von 15:00 Uhr bis 15:02 Uhr wird
zundchst mithilfe der in R definierten Funktion f mit

£(x)=30x3-90x2 +240
beschrieben. Dabei ist x die seit 15:00 Uhr vergangene Zeit in Minuten
und f(x) die Geschwindigkeit in Kilometer pro Stunde.

in km
n ==
yin= I

200

100

-2 -1 0 1 2 3 xinmin

Abb. 1

Die Abbildung 1 zeigt fiir 0<x <2 den Graphen von f; aulerdem stellt sie
die Geschwindigkeiten des ICE vor 15:00 Uhr und nach 15:02 Uhr dar.

Punkte

a) Bestimmen Sie die Geschwindigkeit, die der ICE eine halbe Minute

nach 15:00 Uhr hat.

Zeigen Sie, dass die Geschwindigkeit in der ersten halben Minute

nach 15:00 Uhr um einen kleineren Betrag abnimmt als in der darauf-

folgenden halben Minute. 4
b) Ermitteln Sie den Zeitpunkt, zu dem die Geschwindigkeit am stirks-

ten abnimmt. 4
c) Berechnen Sie die Linge der Strecke, die der ICE in den ersten zwei

Minuten nach 15:00 Uhr zuriicklegt. 3
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d) Untersuchen Sie, ob die folgende Aussage richtig ist:

Wenn sich die Abnahme der Geschwindigkeit von 15:01 Uhr an nicht
mehr verdindern wiirde, dann kdme der ICE von diesem Zeitpunkt an

nach drei Kilometern zum Stehen.

Nun werden alle in R definierten Funktionen fp der Schar mit
fp(x)=%~x4+(30—p)-x3+(p—90)-x2+240

und p € R darauthin untersucht, ob sie fiir 0 <x <2 die Entwicklung der
Geschwindigkeit des ICE von 15:00 Uhr bis 15:02 Uhr passend zur ange-
nommenen Geschwindigkeitsbeschreibung beschreiben konnten.
Die Abbildung 2 ist im Vergleich zur Abbildung 1 um die Graphen G_g,
und G5, der Funktionen f_ g, bzw. )5, erginzt.

yin kT’“

200 1

-2 -1 0 1 2 3 xinmin
Abb. 2

e) Der Ubergang von der Fahrt mit konstanter Geschwindigkeit vor
15:00 Uhr zur Fahrt nach 15:00 Uhr erfolgt sowohl hinsichtlich der

Geschwindigkeit als auch hinsichtlich der momentanen Anderungsrate
der Geschwindigkeit ohne Sprung. Die Funktionen fp werden diesen
beiden Anforderungen gerecht.

Geben Sie die zugehorigen Bedingungen in mathematischer Schreib-
weise an, die die Funktionen f, erfiillen.

Geben Sie denjenigen Wert von p an, fiir den fp(x) mit dem Term der
Funktion f iibereinstimmt.

Beurteilen Sie fiir jede der Funktionen f_g, und f,s, mithilfe des zu-
gehorigen Graphen, ob die Funktion die Geschwindigkeitsentwick-
lung innerhalb des Zeitraums von 15:00 Uhr bis 15:02 Uhr passend
beschreiben konnte (siehe Abbildung 2).

2022-54
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Hinweise und Tipps

Teilaufgabe 1a
Geschwindigkeit eine halbe Minute nach 15:00 Uhr
Die gesuchte Geschwindigkeit entspricht dem Funktionswert von f bei x=0,5.

Vergleich der Abnahmen in den ersten beiden halben Minuten
Sie benotigen zusitzlich zu £(0,5) noch £(0) und f(1).
Vergleichen Sie die Differenzen £(0,5)—f(0) mit £(1)—£(0,5).

Teilaufgabe 1b

Zeitpunkt der stirksten Geschwindigkeitsabnahme

Die stirkste Abnahme liegt an der Wendestelle vor.

Sie benotigen zur Losung der Aufgabe die 1. und die 2. Ableitungsfunktion von f.

Teilaufgabe 1 ¢

In den ersten zwei Minuten zuriickgelegte Strecke

Beachten Sie, dass nach der Linge der zuriickgelegten Strecke gefragt ist, die
Funktion f aber die Geschwindigkeit des ICE angibt.

Die zuriickgelegte Strecke in einem bestimmten Zeitraum ergibt sich aus der Fliche,
die sich in einem bestimmten Intervall zwischen dem Graphen von f und der x-Achse
befindet.

Sie miissen zur Berechnung der Strecke ein passendes Integral 16sen.

Achtung: x gibt die Zeit in Minuten an, f(x) aber die Geschwindigkeit in Kilometern
pro Stunde. Sie bendtigen also fiir Thre Berechnung einen entsprechenden Vorfaktor,
km

der dem Umrechnungsfaktor von kTm in ey entspricht.

Teilaufgabe 1d

Untersuchen der Aussage

15:01 Uhr entspricht x=1.

Berechnen Sie mithilfe von f die Geschwindigkeit um 15:01 Uhr.
Berechnen Sie mithilfe von f' die Geschwindigkeitsdnderung um 15:01 Uhr.

Eine ab 15:01 Uhr konstante Abnahme der Geschwindigkeit entspriche im
Diagramm einer fallenden Geraden fiir x > 1. Die Neigung (bzw. negative Steigung)
dieser Geraden wire gleich der zu diesem Zeitpunkt momentanen Geschwindigkeits-
abnahme.

Folgende geometrische Betrachtung lisst dann einen Riickschluss auf den zuriick-
gelegten Weg bis zum Stillstand zu: Die genannte Gerade bildet gemeinsam mit der
vertikalen Geraden x =1 sowie der x-Achse ein Dreieck. Der Flacheninhalt des
Dreiecks entspricht dem zuriickgelegten Weg.
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1.

a)

b)

9]

Losung

Die Geschwindigkeit des ICE eine halbe Minute nach 15:00 Uhr ergibt sich
aus dem Funktionswert der Funktion f bei x=0,5:
£(0,5)=30-0,53-90-0,5% + 240 =221,25

Eine halbe Minute nach 15:00 Uhr hat der ICE eine Geschwindigkeit von
221,25 &,

Die Geschwindigkeit um 15:00 Uhr entspricht £(0) =240 und die
Geschwindigkeit eine Minute nach 15:00 Uhr:

f(1)=30-13-90-12+240 =180

Es gilt folglich:

£(0,5)-£(0)=221,25-240=-18,75
f(1)-£(0,5)=180-221,25=-41,25

Die Geschwindigkeit nimmt in der ersten halben Minute um 18,75 kTm und in
der zweiten halben Minute um 41,25 kTm ab. In der zweiten halben Minute ist
die Abnahme somit grofer. (w.z.z.w.)

Die stiarkste Abnahme der Funktion f befindet sich an deren Wendestelle.
Dazu werden zunichst die 1. und 2. Ableitungsfunktion ermittelt:

f'(x) =90x2 -180x

f"(x)=180x —180

Die notwendige Bedingung fiir eine Wendestelle ist f "(x) =0 und es folgt:
180x-180=0 < x=1

Da aus Abbildung 1 ersichtlich ist, dass sich im Bereich 0 <x <2 eine Wende-
stelle befindet, muss diese sich bei x =1 befinden. Die Geschwindigkeit
nimmt folglich eine Minute nach 15:00 Uhr am stérksten ab, also um

15:01 Uhr.

Die Lénge ¢ der Strecke (in Kilometern), die der ICE in den ersten zwei
Minuten nach 15:00 Uhr zuriicklegt, ergibt sich aus folgendem Integral:

2
1
6—60-.([f(x)dx

Anmerkung:
Der Faktor & ist notwendig, da x die Zeit in Minuten, f(x) aber die

Geschwindigkeit in kTm angibt. Dieser Faktor entspricht dem Umrechnungs-
faktor von X0 jp km
h min
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d)

e)

Eine Stammfunktion F von f ist:

F(x) = %x“ —9—30x3 +240x =7,5x4 —30x3 + 240x

Fiir die Linge ¢ der Strecke folgt dann:
(= [7,5x4 -30x3+240x |} =—-(7,5-24~30-2%+240-2-0) = 6
60 0760

Der ICE legt in den ersten zwei Minuten 6 Kilometer zuriick.

Die Geschwindigkeit des ICE um 15:01 Uhr entspricht dem Funktionswert
von f an der Stelle x=1:

f(1)=30-13-90-12+240 =180

Die momentane Geschwindigkeitsinderung des ICE um 15:01 Uhr entspricht
dem Funktionswert der Ableitungsfunktion f an der Stelle x = 1:
£'(1)=90-12-180-1=-90

Bei einer Geschwindigkeit um 15:01 Uhr von 180 I‘Tm und einer ab dann

konstanten Geschwindigkeitsdnderung von 90 kTm pro Minute kommt der ICE
nach zusitzlichen zwei Minuten zum Stehen.

Die Bewegung ldsst sich im Diagramm in Abbildung 1 folgendermaf3en
darstellen:

in km
n=—
y h |

200

100

i
1
i N ] N
| S\ Dreiecksflache =
i —<_ Lange der Strecke
1 AN
—I2 —I1 0 'Il é 1I3 X in min

Die zwischen 15:01 Uhr bis zum Stillstand bei konstanter Abnahme der
Geschwindigkeit zuriickgelegte Streckenlénge £, ergibt sich iiber die
Dreiecksflache (siehe Skizze):

fy= L Lo 1g0o3
60 2

Die Aussage ist demnach richtig, der Zug kdme ab 15:01 Uhr nach drei
Kilometern zum Stehen.

Die beiden Bedingungen sind:
f,(0)=240

f[',(0)=0
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