Die Metastruktur der Ortschaften -
eine endlos fortschreibbare Bereicherung von Sprache und Schrift

Wenn man Mathematik betreiben will, ist man ,fein raus“, hat man es erst einmal
bis zum Begriff einer mathematischen Struktur geschafft. /n der Tatist dann die
Grundlegung der Mathematik ,aus der Metasprache (hier deutsch) heraus“ ge-
lungen, lassen sich dann doch bekanntlich Strukturen angeben, welche einen ge-
eigneten Rahmen fiir alle weiteren mathematischen Tatigkeiten bieten - etwa die
oft zu diesem Zweck herangezogenen ZFC-Mengentheorien. Der problematische
Wegabschnitt liegt also in der Anfangsstrecke, von einer noch keinen mathemati-
schen Begriff beinhaltenden Metasprache bis zur Definition der mathematischen
Strukturen. Wir zitieren hierzu Hans Hermes: ,Wie alle Mathematiker nutzen die
Mengentheoretiker das gleiche schmutzige Tuch (ndmlich die Mengenlehre), um
ihr Silber (ndmlich die Mengentheorie) zu polieren“ - mit der ,Mengenlehre* ist
dabei die bekanntermafien logisch unsaubere naive Mengenlehre (,Menge“ im
Sinne von Georg Cantor) gemeint, und mit der ,Mengentheorie“ die axiomatische
Mengenlehre. Es ist das Anliegen dieses Biichleins, das ,schmutzige Tuch“ (also
die naive Mengenlehre) durch ein ,sauberes Tuch“ (die Metastruktur der Ort-
schaften) zu ersetzen (dies ist das Thema der ersten sechs Abschnitte des in
dreizehn Abschnitte aufgeteilten Skripts), und danach (in den folgenden sieben
Abschnitten) auf dem metamathematischen Basisbegriff der Ortschaften fufdend
Grundwahrheiten von Logik und Modelltheorie zu formulieren und zu beweisen
(etwa den Kompaktheitssatz, den Vollstindigkeitssatz von Gédel, das Haltepro-
blem von Turing, die Nicht-Auszdhlbarkeit der Tautologien und der arithmeti-
schen Sétze, den Satz von Tarski, den Fixpunktsatz, den Satz von Léb sowie die
zwei Unvollstindigkeitssdtze von Gédel), und so die Tragfahigkeit des Konzepts
der Ortschaften zu illustrieren. Die Ausfithrungen gestalten sich dabei sehr viel
glatter, griffiger und eleganter als das bei einem mengenbasierten Ansatz der Fall
ist; dies liegt u. a. an der zweifachen Bereitstellung der Terme und Forme(I)n (in
einer ,primordialen” und in einer ,strukturalen” Variante), sowie daran, dass fiir
jeden Ort o gilt: {o}=o0, und dass fiir jedes Simpel S gilt: (S)=S.

Wegen der Kiirze des Biichleins verzichten wir auf ein Inhalts- und Symbol-
verzeichnis, gliedern den Text aber thematisch in dreizehn Abschnitte; das Ende
eines Abschnitts wird jeweils durch die ihm in chronologischer Reihenfolge
zukommende Nummer (in einem schwarzen Kreis in weifs aufgefiihrt) angezeigt.
Die Abschnitte lassen sich wie folgt betiteln:
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Vorwort

Wir gehen von einer ,Metastruktur mit einer Konstanten und zwei Funktoren der
Aritdt 2“ aus; ihre Objekte heifden die Ortschaften. Dabei stellen wir zehn Aus-
gangsregeln auf, von welchen die zehnte gewissermafien als ,Urknall“ fungiert.
Im Laufe der Ausfiihrungen gesellen sich bedarfsgesteuert weitere Regeln hinzu
(die Fortschreibungsregeln; in diesem Biichlein die letzten drei Regeln). Von die-
sen wird jeweils gezeigt, dass sie vereinbar sind mit den vorangehenden Regeln;
es findet also eine ,unbedenkliche Weiterentwicklung” statt. Das Regelwerk ist so
beschaffen, dass es ermoglicht, innerhalb des durch die Ortschaften gegebenen
Rahmens alle benoétigten Begriffe einzufiithren (etwa Ort, Simpel, endlich, Abbil-
dung, Ordnungs- und Aquivalenzbeziehung, Familie, natiirliche und ganze Zahl,
Struktur, Term, Form(el), konsistent ausgebbar, auslesbar), zu definieren, was
ein Programm ist und wie es ablauft, und bestehende Zusammenhange aufzuzei-
gen (etwa die adischen Zerlegungen einer natiirlichen Zahl, die Eindeutigkeit der
Primzahlzerlegung einer nicht nullen natiirlichen Zahl, die Zuriickfiihrung der
Potenzierung auf die Grundrechenarten ,Addition und Multiplikation’, den Kom-
paktheitssatz, den Vollstindigkeitssatz von Godel, das Halteproblem von Turing,
die Nicht-Auszihlbarkeit der Tautologien und der arithmetischen Sétze, den Satz
von Tarski, den Fixpunktsatz, den Satz von Lob sowie die Unvollstindigkeitssétze
von Godel). Die Zugrundelegung der Ortschaft als Basisbegriff bedingt bei vielen
Definitionen und Beweisen eine Abweichung von den in der Literatur anzutref-
fenden Entsprechungen, die Ausfithrungen werden dadurch kiirzer und transpa-
renter. Hat man sich erst einmal mit den in den Beweisen auftretenden Bezeich-
nungen vertraut gemacht, sind die meisten Beweise eher einfach. Die Darstellung
ist recht knapp gehalten, was die Auseinandersetzung mit dem Inhalt erschwert,
sie zum andern aber auch spannender und einpragsamer werden ldsst. Um das
Ganze zu entzaubern sei darauf hingewiesen, dass die Metastruktur der Ortschaf-
ten im Grunde lediglich eine de toute évidence (und mit gleichem Recht wie die
metamathematische Arithmetik; vgl die diesbeziigliche Anmerkung im zehnten
Abschnitt) widerspruchsfreie naive Beziehungslehre ist, ,naiv“ in dem Sinne,
dass die letzte Ausgangsregel nicht durch einen Ausdruck der Logik erster Stufe
wiedergebbar ist (was ja beim Induktionsregelschema der metamathematischen
Arithmetik auch der Fall ist). Vorkenntnisse in Mathematik und Informatik sind
nicht erforderlich, aber sicher hilfreich.

Gelegentlich weichen wir bei den Bezeichnungen von Gewohntem ab, teils zur
Unterscheidung von Bezeichnungen, welche in der Literatur eine dhnliche aber
eben nicht genau dieselbe Bedeutung haben (etwa ,auslesbar, auszahlbar” vs.
sentscheidbar, berechenbar®), teils da in der Literatur ebenfalls Unterschiedliches
anzutreffen ist (z. B. bei der Bezeichnung von Kojunktoren).



Gegeben und wohlunterschieden sind die Ortschaften, eine Ortschaft ¢ (der
Peanoanker) und zu je zwei Ortschaften f, g Ortschaften f\g, fxg (das Dedukt
und das Kreuzprodukt von f und g), dabei gelten die im Folgenden aufgefiihrten
Ausgangsregeln: Die Ortsregeln 01, 02, 03, 04, die Extensionalitdtsregel ER,
die Standortspezifizierungsregeln S1, S2, S3, S4, die Verankerungsregel VR.
Zu ihnen gesellen sich die Fortschreibungsregeln DR (Dimensionsregel) und
K1, K2, ... (Komprehensionsregeln), von deren Vereinbarkeit mit den vorange-
henden Regeln wir uns jeweils zu vergewissern haben. De facto lassen sich die
Regeln als ,fortgeschriebene Definition der Ortschaften“ auffassen.

Ein Ort oder erste Ortschaft sei eine Ortschaft u dergestalt, dass u\u#u und fiir
jede Ortschaft f gilt: u\f=u oder u\f=u\u. Ein Standort der Ortschaft f sei ein Ort
u mit u\f=u\u; schreibe dann: u€f, sage: f enthilt u, u ist aus f. Eine Ortschaft s
heif’t simpel oder ein Simpel, wenn fiir Ortschaften f, g mit fxg=s gilt: (f=s und
g#s) oder (f#s und g=s); ist s zudem erst, so nenne s punktuell oder einen Punkt.
Zu den Bezeichnungen: Lese ,=, #“ als: gleich, ungleich. Wie bei ,=" soll allgemein
bei einem eine zweistellige Beziehung zwischen Ortschaften wiedergebenden
Schriftzeichen das durchgestrichene Schriftzeichen das Nicht-Bestehen (also die
Verneinung) der Beziehung anzeigen; so lese etwa ,u€f” fiir Ortschaften u, f als:
u€fist falsch, sprich: u ist kein in der Ortschaft f enthaltener Ort. Lese zudem ,:="
als: per definitionem gleich; beim spiegelverkehrten Zeichen ,=:" sind die Rollen
von linker (definierter) und rechter (definierender) Seite zu vertauschen.

01: Sindu, v Orte, so ist auch uxv ein Ort.

02: Esexistiert ein Ortt derart, dass fiir jeden Ort u gilt: uxt=txu=u.

03: Fiir Orte u, v, w gilt: (uxv)xw=ux(vxw).

04: Sind u, v Orte, sind a, b Punkte und gilt: uxa=vxb, so folgt: u=v und a=b.

ER: Eine Ortschaft wird durch ihre Standorte eindeutig festgelegt.

S1: Das Dedukt f\g von Ortschaften f, g enthélt einen Ort u genau dann, wenn
u€fund udg.

S$2: Das Kreuzprodukt fxg von Ortschaften f, g enthalt einen Ort u genau dann,
wenn u=vxw mit einem v€f und einem w€g.

S$3:  Zujeder Ortschaft f existiert eine Ortschaft, welche einen Ort u genau dann
enthalt, wenn es einen Punkt a gibt mit uxa€f.

S4: Zu jeder Ortschaft f existiert eine Ortschaft, welche gerade alle Orte der
Gestalt (axu)xa mit einem Standort u von f und einem Punkt a enthalt.

In 02 ist t eindeutig bestimmt, gilt doch fiir einen ,Konkurrenten“  von t: I=ixi=1.
Wegen x1=1 ist  nicht simpel. Wegen 01, ER, S2 lasst sich 03 verallgemeinern zu
03": Fir Ortschaften e, f, g gilt: (exf)xg=ex(fxg). Wegen 03" lassen sich bei der
Kreuzproduktbildung von Ortschaften die schlieffenden Klammern der die Aus-
fithrungsreihenfolge regelnden Klammernpaare solange nach rechts verschieben
bis alle schlieflenden Klammern am Schluss stehen, oder, was dasselbe besagt,
bis keine 6ffnenden Klammern mehr unmittelbar aufeinanderfolgen. Somit hat
die Klammersetzung auf das Endergebnis keinen Einfluss und kann also entfallen.
Allgemein soll beim Verzicht auf Klammersetzung, falls nicht explizit eine andere
Verabredung getroffen wurde, die Bindungsstédrke nach rechts hin abnehmen.
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Aufgrund von 01, ER sind die in S3, S4 postulierten Ortschaften durch f eindeutig
bestimmt; bezeichne sie mit {%, sf, in Worten: der Rumpf sowie die Einfassung
von f. Ein Vorort von f sei ein Standort von f%.

S1 liefert: Fiir Ortschaften f, g ist f\(f\g) = fng die (aufgrund von ER eindeutig
bestimmte) Ortschaft aller (mit als Standorte gerade alle) Orte, welche aus f und
aus g sind; nenne fng den Durchschnitt von f und g. Eine all ihre Standorte aus f
beziehende Ortschaft f” heif3t eine Teilortschaft von f; schreibe dann: f2f", f'cf,
und sage: f inkludiert f’, f umfasst f". Gilt f2f" und f#{’, so schreibe: fof’, f'cf, und
sage: f’ ist eine echte Teilortschaft von f, die Inklusion von f" in f ist echt. Eine
Ortschaft sei letzt oder ein Raum, wenn sie von keiner Ortschaft echt inkludiert
wird. Die leere Ortschaft 1\t = @ enthalt keine Punkte und wird also von jeder
Ortschaft umfasst. Es gilt: @%=sp=0. Wegen S2 gilt fiir jede Ortschaft f: fx@=@xf=@.
Ein Tupel sei eine nicht leere Ortschaft. Ortschaften f, g mit fng=0 seien disjunkt.
Wegen 0\P=0=0x@ ist @ weder erst noch simpel. Ist i ein Ort, so gilt wegen
i\i=@#i: i€i; weiter gilt dann fiir jeden in i enthaltenen Ort j: j2i, denn: Annahme:
es gibt einen Ort j mit j€i, j2i. Nun ist i\j wegen S1, j€i, j€j eine nicht leere echte
Teilortschaft von i, also sind i\@=i, i\i=0, i\j paarweise ungleich, im Widerspruch
zur Definition der Orte. Per Ausschluss (d. h.: aufgrund des Fakts, dass die Ver-
neinung einer Aussage sicher dann wahr ist, wenn die Aussage selbst zu einem
Widerspruch fiihrt) ist die Behauptung hiermit gezeigt. Mit j2i gilt wegen i€i: i€j,
woraus, ebenso wie man j2i aus j€i erhalt, folgt: i2j, d. h. wegen j=2i und ER: i=j.
Folglich ist i bereits der einzige Standort von i, und gilt fiir jede Ortschaft f: i\f=0
falls i€f, i\f=i falls i¢f. Da wegen ER und dem eben Gezeigten eine einstandortige
Ortschaft mit ihrem Standort libereinstimmt, ist in Summe gezeigt: Jeder Ort hat
genau einen Standort: sich selbst. Es machen die Orte gerade alle einstandortigen
Ortschaften aus. Ein Ort u ist genau dann in der Ortschaft f enthalten (u€f), wenn
u von f umfasst wird (ucf). Weil 1 nur sich selbst enthalt, lasst sich 02 wegen S2
verallgemeinern zu 02": Fiir jede Ortschaft f gilt: fxi=txf=f.

Der Identifikator | := st enthilt gerade alle Orte der Gestalt axa, a Punkt. A=1%
enthalt gerade alle Punkte. Wir nennen A die Allkommune, ihre Teilortschaften
die Kommunen oder die kommunalen Ortschaften. Eine Teilortschaft einer
Kommune K heifdt auch eine Teilkommune von K. Nenne die Teilortschaften von
AxA binar und die Teilortschaften von AxAxA ternar. Fiir BSAxA und KEA heifdt
B1K = (BN(AxK))»<A der Vorbereich von K in B; er enthilt einen Punkt a dann
und nur dann, wenn es einen Punkt a” gibt mit axa’€p.

Eine Peanofolge sei eine binire Ortschaft w mit: Zu i€A existiert genau ein j€A
sodass ixj€m. Es existiert ein (eindeutig bestimmtes) o-€A derart, dass fiir jeden
Punkt a die Kommunenfolge a, mla, minla, mininla, minininla, ... bei Zulassung
nur nicht leerer Glieder und ausgereizter Fortfiihrung abbricht mit letztem Glied o;
diese Kommunenfolge heifst dann die m-Kadenz von a. Neben n1@0=0 gilt dann:
mlo=@, und o ist die einzige nicht leere Kommune mit in 1 leerem Vorbereich.
Nenne o =: 0(1) den Nullpunkt von T, und nenne fiir a€A den Punkt b mit axb€mn
den m-Nachfolger ma von a.

Im Folgenden sei 1 eine Peanofolge mit Nullpunkt o. Sei a€A; mit ,Kadenz“ sei
stets die m-Kadenz des Punkts a gemeint.
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In der Kadenz kommt jedes Glied i nur einmal vor, da andernfalls die Kadenz nie
abbrache, dabei erschiene der Abschnitt vom ersten bis zum zweiten Auftreten
von i stets erneut. a ist Standort von keinem Glied aufer a, denn: Nehme an: Es
gibt ein Glied i#a mit a-€i. Sei j=m1---m1a das unmittelbar vor i stehende Glied. Nun:
a€i=mlj=mlnl---mlacninl---mli, also ist a enthalten in einem nach i auftretenden
Glied; die Kadenz von a bricht daher nie ab, im Widerspruch zur Definition einer
Peanofolge. Per Ausschluss folgt jetzt die Behauptung. Sie verschdrft sich zu:
Ungleiche Glieder der Kadenz sind disjunkt, denn: Nehme an: dies ware nicht der
Fall. Sei i das erstauftretende Glied, zu welchem es ein zu i nicht disjunktes Glied
j#i gibt; sei u€inj. Nach dem oben Gesagten sind i, j zu a ungleich. Isti” bzw. j" das
unmittelbar vor i bzw. das unmittelbar vor j stehende Glied, so gilt mit u€i und
i=m1i": mu€i’, mit u€j und j=m1j": Tu€j’, und somit: i'Nj’#P; wegen i'#j” ist dies ein
Widerspruch zur Wahl von i. Per Ausschluss folgt die Behauptung. Jedes Glied ist
punktuell, denn: Nehme an: Es gibt ein nicht punktuelles Glied der Kadenz. Fiir
das auf das letztauftretende solche Glied u unmittelbar folgende (punktuelle)
Glied v ist wegen v=nTu€A mv€u der einzige Standort von u, welcher in m einen
nicht leeren Vorbereich (ndmlich v) hat; also kommt als zu v ungleicher Stand-
ort von u nur der einzige Punkt mit in m leerem Vorbereich in Betracht, namlich o.
Somit gilt: o-€u, und deshalb: uno=0#0, es sind u, o also ungleiche nicht disjunkte
Glieder, im Widerspruch zum eben Gezeigten. Per Ausschluss ergibt sich nun die
Behauptung. Nenne im Fall ,a#0“ den Punkt t1a den m-Vorgéinger von a.

mlb= a=b =ma vermittelt eine umkehrbar-eindeutige Korrespondenz zwischen
den Punkten a und den zu o ungleichen Punkten b. In der (endlosen) Punktfolge
0, TlO, TITLO, TTTO, ... kommt jeder Punkt genau einmal vor (m-Folge der Punkte).
Hierzu: Die erste Aussage ist Klar. In der m-Folge der Punkte tritt a€A hdchstens
einmal auf, da sonst die m-Kadenz von a endlos wére. a kommt mindestens einmal
vor, weil andernfallst die m-Kadenz von a sicher nicht mit o enden wiirde.

Die ersten neun Regeln lassen zwei Trivialvarianten zu: Die digitalen Ortschaf-
ten (darunter verstehe 1, @) sind bereits die einzigen Ortschaften. A ist die einzige
nicht digitale Ortschaft; es ist dann A punktuell mit A=sA=t%, AxA=T=st=t.

Diese Varianten verbieten sich aber aufgrund der Verankerungsregel

VR: fisteine Peanofolge.

0(§) =t 0 sei der nulle Punkt oder die Null. Nenne fiir a€A die $-Kadenz von a
auch die chromatische Kadenz von a, $a a den chromatische Nachfolger von a,
und falls a#0 $1a den chromatischen Vorganger von a. Die $-Folge der Punkte
heifst auch die chromatische Folge der Punkte.

Die Punkte a und die Lande (das seien die Standorte von A\0 =: A, also die nicht
nullen Punkte) 1 entsprechen einander umkehrbar-eindeutig via der Korrespon-
denz §11= ael =fa. Mit 01234566789 seien 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9
die Eins, Zwei, Drei, Vier, Fiinf, Sechs, Sieben, Acht, Neun. Sind a, b €A und ist a
Glied der chromatischen Kadenz von b, so heifst a kleiner-gleich b, b grofder-
gleich a; schreibe dann: a<b, b=a Gilt zudem: a#b, so schreibe: a<b, b>a, und sage:
a ist kleiner als b, b ist grofer als a. Fiir a, b, ¢ €A gilt: 0<a. a<a. a<b oder b=a.
a<fa, es gibt kein u€A mit a<u<§a. Aus a<b, b<a folgt: a=b. Aus a<b, b<c folgt: a<c.
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Die Beweismethode, welche auf der durch die chromatische Folge der Punkte
bedingten Tatsache beruht, dass eine Aussage liber Punkte bereits dann fiir alle
Punkte gilt (Induktionsschluss), wenn man sie fiir 0 verifiziert hat (Induktions-
anfang) und gezeigt hat, dass sie immer dann, wenn sie fiir einen Punkt a (oder,
allgemeiner, fiir alle Punkte a’<a) gilt (Induktionsannahme), auch fiir fa besteht
(Induktionsschritt), sei das Induktionsprinzip. Ebenso reicht es aus, eine punkt-
bezogene Definition fiir 0 und fiir fa zu formulieren, dabei beim Rekursions-
schritt ,a—%a"“ vorausgesetzt wird, dass fiir den Punkt a (oder allgemeiner fiir alle
Punkte a’<a) die Definition bereits erfolgt ist (Rekursionsprinzip).

Induktiv (sprich: aufgrund des Induktionsprinzips) erhalten wir unmittelbar die
AIIkommunenregeI KSA stimmt bereits dann mit A tiberein, wenn 0-€K und fiir
k€A mit k€K (oder, verscharft: fiir k€K mit k’€K fiir alle k'<k) gilt: Sk€K.

Sie liefert die Existenz zur nicht leeren Kommune K eines m-€K mit m<k fiir k€K,
denn: Gibe es kein solches m, so gilte: 0-€A\K, und fiir a€A\K mit ,a"€A\K fir
alle a”€A mit a’<a“: $a€A\K; wegen der Allkommunenregel hitte man dann also:
A\K:A, d. h. es wire K leer, im Widerspruch zur Voraussetzung auf K. Weil fiir
Punkte a, b aus ,asb, b<a“ folgt: a=b, ist m = min<K eindeutig bestimmt, und hei-
e das Minimum von K (bzgl. <). Gibt es ein n€K mit k<n fiir alle k€K, so ist
auch n = max<K eindeutig bestimmt, und heifde das Maximum von K (bzgl. <).

KCA heiflt endlich, wenn K leer ist oder bzgl. < ein Maximum hat. Jeder Punkt ist
endlich. Induktiv sieht man: Zu a€A ist die Kommune %a aller Glieder der chro-
matischen Kadenz von a bildbar, Za ist nicht leer und endlich mit Minimum 0,
Maximum a; sei a? := (Za)\0. A\%a ist unendlich (nicht endlich) mit Minimum $a.
Fiir n€A ist £§1n=(%£n)\n nicht leer und endlich, mit Minimum 0, Maximum §1n.
Induktiv auf a€A sieht man leicht: Jedes KEA mit ,k<a fir k€K ist endlich. Es
folgt: KEA ist genau dann endlich, wenn es ein k€A gibt mit k< fiir alle k€K.
Hiermit wird klar, dass jede Teilkommune einer endlichen Kommune endlich ist.

Neben @%=@ gilt auch: 1%=0, denn: Nehme an: 1%+, sprich: Es existiert ein Ort u
und ein Punkt a derart, dass uxa=t. Fiir b :== min<(&\a) gilt: txb=b, andererseits:
b=bxt=bx(uxa)=(bxu)xa; dies steht wegen b#a im Widerspruch zu 04. Hiermit
ist unsere Behauptung per Ausschluss bewiesen. €

Definiere rekursiv (mittels des Rekursionsprinzips) zur Ortschaft f fiir a€A die
a-te Kreuzpotenz fa von f: f0 := 1, fia := faxf. Wir haben: t2=1, und falls a>1: @a=@.
Die Ortschaften Aa, a-€A, sind paarweise disjunkt und haben mit Ausnahme von t
mehr als einen Standort; hierzu beachte, dass A1=A mehr als einen Standort hat
und, wie man auf 04 und ,1%=@“ gestiitzt leicht sieht, fiir a€A und u€Aa uxa in As
aber in keinem A2, a’<a, enthalten ist. $€A2; sind a, b €4, fcAs, gQAb, so gilt:
f\gSfcAa; f%=0 falls a=0, fcAsa falls a=1; sfSA%a; es gibt ein c:€A mit cza, c2b,
fxgCAc, wie man induktiv auf b erhalt. Bei Beschrinkung auf die Ortschaften der
Gestalt Ay, u€A, und ihre Teilortschaften bleiben also alle zehn Ausgangsregeln
erhalten. Wir konnen deshalb bedenkenlos hinzunehmen die Dimensionsregel

DR: Zujedem Tupel t existiert ein Punkt a mit Aa2t.
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In DR wird a durch t eindeutig bestimmt, und heifie die Dimension dim(t) von t.
Aufgrund von DR sind die Ortschaften der Gestalt A2, a€A, gerade alle Raume. Im
Sinne der Inklusion sind die Orte gerade alle minimalen (d. h.: kleinstmoglichen)
Tupel und die Rdume gerade alle maximalen (d. h.: gréfstmoglichen) Tupel. Fiir
a€A sei A2 der a-Raum (also t der Nullraum, A der Einsraum). Per definitionem
sei jeder Punkt eine Dimension von @. Nenne eine Ortschaft mit der Dimension a
a-dimensional. Hiermit ist ,nulldimensional, eindimensional, zweidimensional,
dreidimensional” gleichbedeutend zu: digital, kommunal, bindr, ternar.

Es vermittelt dim(r)= ac~r =Aa eine eins-zu-eins Korrespondenz zwischen den
Punkten a und den Raumen r. Es gilt: 01, 14, SacAaxA. Per definitionem gelte
mit aer, bos: atbeorxs; a+b sei die Summe von a und b. Diese chromatische
Korrespondenz zwischen den Punkten und den Rdumen bedingt fiir a, b, c €A
a+1=*%fa, a+tb=%(a+b); a+0=0+a=a; (a+b)+c=a+(b+c) [vgl 02’, 03°]. a+b=b+a, denn:
1+0=0+1=1. Ist i€A mit 1+i=i+1, so: 1+(i+1)=(1+i)+1=(i+1)+1. Induktiv auf i ist
somit gezeigt: Fiir i€A ist 1+i=i+1. Weiter gilt: i+0=i=0+i; ist j€A mit i+j=j+i, so:
i+(j+1)=(+j)+1=1+(i+j)=1+(j+i)=(1+j)+i=(j+1)+i. Induktiv auf j ist somit gezeigt:
Fiir j€A ist i+j=j+i, q. e. d. (lese als: quod erat demonstrandum).

Gestlitzt auf 04 erhalt man induktiv auf die Dimension: Ist u ein Ort, so existiert
zu 1<ksdim(u) ein a€A7k, ein s€A und ein Ort r mit axsxr=u; a, s, r sind durch k
eindeutig bestimmt. Setze: s =: ux. Sind Orte u, v Aquidimensional (von einem
selben Raum umfasst) mit Dimension d und mit u;=v; fiir 1<i<d, so folgt: u=v, wie
man induktiv auf d leicht sieht. Klar ist nun (beachte 01, S1): Jeder Standort einer
Ortschaft f ist zu f dquidimensional. Fiir Tupel s, t ist sxt ein Tupel, es gilt:
dim(sxt)=dim(s)+dim(t). Sind u, v Orte, so gilt fiir 1<isdim(u): (uxv);=u;, und fir
1<j<dim(v): (uxVv)dim)+=Vj. Sei t ein Tupel. Nun gibt es zu 1<i<dim(t) genau dann
Tupel u, v mit dim(u)=i, uxv=t, wenn fiir a, b €t gilt: a;x-:-xajxbj+1x:--xbgaim€t; €s
sind dann u, v durch i eindeutig bestimmt und ist u genau dann simpel, wenn i
minimal ist. Induktiv auf die Dimension erkennt man jetzt ohne Miihe, dass jedes
Tupel t sich auf genau eine Weise als t=tix---xt, mit a€A und Simpeln ti, .., ta
schreiben lasst (fiir a=0 ist dieser Schriftausdruck als der Nullraum t zu lesen).
Nenne a =: litll die Stellenzahl und jedes 1<i<lltll eine Stelle von t; zudem sei t; fiir
1<i<litll der i-te Sektor von t, auch Sektor von t an der Stelle i. Es ist lItl<dim(t);
Gleichheit besteht sicher dann, wenn t im Sinne der Inklusion minimal (ein Ort)
oder maximal (ein Raum) ist; ist t ein Raum, so ist fiir 1<i<litll ti=A. Sei () = 1, fiir
Simpel R, S, T, ... sei (R) =R, (R, S) :== RxS, (R, S, T) := RxSxT .... Hiermit gilt fiir
jedes Tupel t: t=(t1, ..., tiur). Wir verstehen fiir a€A unter einem a-Tupel ein Tupel
mit Stellenzahl a, und sagen anstelle von ,2-Tupel, 3-Tupel“ auch: Paar, Tripel.
Ein Tupel t heift wiederholungsfrei, wenn fiir 1<i<j<litll gilt: ti#t;.

Die Simpel sind gerade alle 1-Tupel; sie lassen sich kennzeichnen als diejenigen
analogen (zu t ungleichen) Tupel, welche sich nicht als Kreuzprodukt uxv von
analogen Tupeln u, v schreiben lassen. Die Tupel mit Stellenzahl 22 sind gerade
alle Ortschaften, welche komplex (will sagen: weder digital noch simpel) sind.
Beispiele fiir Simpel: Die nicht leeren Kommunen. Die Peanofolgen, speziell §.
Fiir jedes Tupel t die Ortschaften st, Adim(®+2\st (mithin sind insbesondere I und
der Distinktor  :== A2\[ simpel: nehme t=1). Seien s, t Tupel. Nun: llsxtli=lsll+Itl,
und fir 1<i<lisll gilt: (sxt)i=s;, fir 1<j<lisll: (sxt)isi+j=t;. Hieraus folgt offenbar die
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Kiirzungsregel fiir x: Fir Tupel u, v, i, j mit uxixv=uxjxv gilt: i=j. Eingeschrankt
auf die Radume liefert die Kiirzungsregel fiir x (vermittelt durch die chromatische
Korrespondenz zwischen den Punkten und den Rdumen) als weitere Regel die
Kiirzungsregel fiir +: Fiir a, b, i, j €A mit a+i+b=a+j+b ist i=j. Kraft S2 besteht die
Umkehrung von 01: Sind f, g Ortschaften, ist fxg ein Ort, so sind auch f, g Orte.

Zu a, b €A mit bza existiert wegen der Kiirzungsregel fiir + genau ein d-€A mit
a+d=b; d = b-asb sei die Differenz von a und b. Fiir i, j, a €A mit i, j <a gilt a-i=j
genau dann, wenn a-j=i - sind doch beide Aussagen gleichbedeutend zu: a=i+j.
Fiir a, b €A gilt: a<a+b mit (a+b)-b=a, falls a=b: a-b<a mit a-(a-b)=b. Es ist O<a
mit a-0=a, a<a mit a-a=0. Ist a>1, so gilt: a-1=%1a.

Sind a, a” €A mit a’<a, ist fCAa, f'CAa, so nenne flf = fﬂ(f'XAa-a’) die Vorein-
schrinkung von f auf f', flf := fn(A2-2'xf") die Nacheinschrinkung von fauf f".
Ein Anfang des Tupels t sei ein Tupel i mit ixj=t fiir ein geeignetes Tupel j; j sei
dann ein Rest von t. Wegen t=tx{=txt sind 1, t Anfange und Reste von t. Ein Tupel
s derart, dass es Tupel i, j gibt mit ixsxj=t, heifdt ein Teil von t. Hiermit sind die
Sektoren von t gerade alle simplen Teile von t. Jeder Anfang und jeder Rest von t
ist Teil von t. Die Anfiange der Reste von t sowie die Reste der Anfinge von t sind
gerade alle Teile von t. Anstelle von ,zu t ungleich sagen wir hier auch: echt.

Fiir (i€A und) f, g cAi enthilt fug == Ai\((Ai\f)n(Ai\g)) gerade alle a€Ai mit a€f
oder a€g, (f\g)U(g\f) = fAg gerade alle a€Ai mit a€f oder aber a€g. Nenne fug
die Vereinigung und fAg die symmetrische Differenz von f und g. fA@=f. fAf=0.
fAg=gAf=(fug)\(fng). Ist hcAi, so gilt: (fAg)Ah=fA(gAh), hn(fAg)=(hnf)A(hng),
hx(feg)=(hxf)o(hxg), (fog)xh=(fxh)o(gxh) - dabei stehe o fiir \, N, U oder A.

Wir setzen: {} =0, und fiir Aquidimensionale Orter, s, t, u, ...: {r} ==, {1, s} :=rUs,

{r, s, t} :==rUsUt, {r, s, t, u} :== rUsUtUu, .... Es sind die so darstellbaren Kommunen
gerade alle endlichen Kommunen. Sind A, B endliche Kommunen, so sind die
Kommunen AUB, AAB offensichtlich ebenfalls endlich.

Eine Abbildung sei eine analoge Ortschaft a derart, dass es zu a<€a’% genau ein
b€A gibt mit axb€a; b = aa sei das Bild von a, und a ein Urbild von b (bzgl. «).
Enthalt eine Kommune K jeden Punkt, welcher Bild eines Vororts von « ist, so
schreibe: a: a%—K; ist a bildeindeutig (d. h.: gilt fiir i, j€a% mit i#j: ai#aj) auch:
a: a%—K; ist jeder Standort von K Bild eines a€a% auch: a: a%—»K; falls a: a%—K
und a: a%—»K auch: a: a%<K. @: @—K. Per definitionem sei jeder Punkt ein Rang
von @. Ist a#®, so sei rg(a) = dim(a%)=dim(a)-1 der Rang von a. Nenne eine
Abbildung mit Rang a a-rangig. Es sind die Punkte gerade alle nicht leeren null-
rangigen Abbildungen, fiir a€A gilt: a: t>a. Nenne a: f=K| a: f>K| a: f»K| a: foK
eine Abbildung von f nach K| in K| auf K| inauf K. Ist u€f und a=au, so schreibe:
o: f—>K mit u~a. I: Ao A mit usu, & AoA. Nenne a: f—>K konstant falls fiir a, b €f
gilt: aa=ab; es ist dann auch jeder analoge Rest von a eine konstante Abbildung.
Konstant ist @ sowie jeder Punkt, jede weitere konstante Abbildung ist komplex,
jede nicht konstante Abbildung ist simpel. Ein Operator sei eine Abbildung mit
einem Raum als Rumpf. Die konstanten Operatoren sind gerade alle Aaxb, a, b €A.
Jeder Punkt ist ein Operator. I und jede Peanofolge, speziell §, ist ein einrangiger
Operator. Fiir a: f—A, f'2f sei «”: f'=A mit a’{f=a eine Erweiterung von « auf f’;
nenne einhergehend o die Einschriankung von «” auf f. @
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Rekrutiere rekursiv zu jedem T€A unter den analogen Tupeln die Terme mit
Tiefe t: Die Punkte im Verein mit den Variablen (das seien die Kommunen der
Gestalt A\a mit einem a<€A, speziell also A) sind gerade alle Terme mit Tiefe 0.
Fiir €A sind die Terme mit Tiefe 1+1 gerade alle Tupel der Gestalt 0xT1x--*xTyg(0)
mit einem nicht punktuellen Operator o und Termen Tj, ..., Trg0), welche alle eine
Tiefe <t haben, dabei mindestens einer die Tiefe t hat.

Ein Term T ist simpel oder aber komplex, je nachdem ob 0 Tiefe von T ist oder
nicht. Jeder Sektor eines Terms ist ein Operator oder eine Variable.

Zeige induktiv fir T€A, dass fiir einen Term T mit einer Tiefe kleiner-gleich t
gilt: Ein echter Anfang von T ist selbst kein Term, und ein Tupel, welches T als
echten Anfang hat, ist selbst kein Term.

Hierzu: Der Induktionsanfang , t=0“ besteht, weil 0 genau dann Tiefe von T ist,
wenn T simpel ist. Sei T€4, die Behauptung gelte fiir jeden Term mit einer Tiefe
kleiner-gleich 1. Zum Induktionsschritt ist zu zeigen: sie besteht auch falls t+1
Tiefe von T ist, falls also T=0xT1x::-xTrg0) mit einem nicht punktuellen Operator o
und Termen Tj, ..., Trgo), welche alle eine Tiefe <t haben (und mindestens ein
Term die Tiefe 1). Befande sich unter den echten Anfidngen von T oder unter den
Tupeln, fiir welche T ein echter Anfang ist, ein Term S, so ware S von der Gestalt
S=0%S1x%+++xSrg(0) mit Termen Sy, ..., Srg(o). Flir das Maximum p der Kommune aller
1<i<rg(o) mit S;=T; galte jetzt: p<rg(o) und S,+1 ist ein echter Anfang von Ty.1,
oder umgekehrt. Dies schliefdt die Induktionsvoraussetzung aber aus, weil Ty+1
eine Tiefe kleiner-gleich t hat. Induktiv ist die Behauptung hiermit bewiesen.

Gestiitzt auf obiges Ergebnis erkennt man induktiv leicht, dass fiir €A gilt: Die
Terme mit Tiefe t haben t als einzige Tiefe. Folglich ist die Tiefe eines Terms T
eindeutig bestimmt; sie werde mit {T bezeichnet. Die Terme der Tiefe 0 sind ge-
rade alle simplen Terme, also die Punkte und Variablen. Ist ein Term T priorisch
(nicht zu den Variablen gehorig), so gilt: T=0xT1x--xTrg(o) mit einem Operator o
und Termen Ty, ..., Trg0), dabei ist o und jedes Tj, 1<i<rg(o), eindeutig bestimmt;
nenne o =: PT den Prior, hT :=rg(o) die Hohe, jedes 1<i<hT eine Position und T;
den i-ten Faktor von T oder Faktor von T in der Position i. Ist T komplex, so
ist tT=max<{tT1, -, t{Trg}+1. Ist h'T=1| 2| 3, so sei T unifaktoriell| bifaktoriell|
trifaktoriell. Ein Term t, zu welchem es ein Tupel a gibt mit ,axt ist ein Anfang
von T und A ist kein Rest von a“ sei ein Teilterm von T. Setze fiir jede Variable x:
hx := 0 sei die Hohe von x. Offensichtlich gilt fiir jeden Term T: ITI>{T, ITI>hT.

Eine Parametrik sei ein wiederholungsfreier Ort mit nur Variablen als Sektoren
(mithin t und jede Variable eine Parametrik ist). Ein Interpret von p sei ein zu p
stellengleicher Ort (hat dieselben Stellen wie p) I. Hat ein Term T keinen Sektor
s mit s ist eine Variable, welche nicht zu den Sektoren von p zahlt, so sagen wir:
p bedient T; definiere dann den Wert T(p, I) von T bei der Interpretation
durch den Interpret I von p rekursiv auf {T wie folgt: Ist T eine Variable, so sei
T(p, I) :==I;, dabei sei i die Stelle von p mit pi=T. Ist T=0xT1x---xTrg0) priorisch, so
sei T(p, I) = o(T1(p, ), ..., Trg)(p, I)). T heifdt ein Titel falls T variablenfrei (kein
Sektor von T eine Variable) ist; T(p, )=T(}, 1) ist dann unabhéngig von p und I
und heifde schlicht der Wert von T.
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Induktiv auf die Tiefe priift man leicht die Richtigkeit der folgenden Aussage
nach: Sei p eine den Term T bedienende Parametrik, fiir 1<i<lpll sei T; ein Titel.
Ist I der Interpret von p mit [i=Ti(%, 1) fiir 1<i<lipll, so gilt: T(p, D=T"(} 1), dabei sei
T’ der Titel mit: IT II=IITIl. Fiir 1<i<lITIl gilt im Fall ,T; ist ein Sektor von p“: T'i=t;,
dabei sei 1<j<lipll mit p;=T;; und gilt andernfalls: T"i=T:.

Die booleschen Konstanten T := i\ (0, 0), L := ju(0, 0)=A2\T (das Verum und
Falsum), die Komparatoren = := 1\(1, 1), # = ju(1, 1)=A2\= (der bejahende
und verneinende Komparator), die Junktoren A := [U(0, 1), v == j\ (0, 1)=A2\A
(der Konjunktor sowie der Adjunktor), schlieRlich die Quantoren 3 = {u(1, 0),
v := J\(1, 0)=A2\3 (der lokale und der globale Quantor) heien die logischen
Zeichen. Alle acht gehoren sie zu den Simpeln, welche weder zu den Operatoren
noch zu den Variablen zéhlen.

Beziehe rekursiv zu v€A die Formen mit Verschachtelungsgrad v unter den
Tupeln der Gestalt px{xt mit einer Parametrik p, einem logischen Zeichen ¢ und
einem Tupel t: Die Tupel der Gestalt pxb oder pxkxSxT, dabei p eine Parametrik,
b eine boolesche Konstante, k ein Komparator ist, S, T von p bediente Terme sind,
sind gerade alle Formen mit Verschachtelungsgrad 0. Fiir v€A sind die Formen
mit Verschachtelungsgrad v+1 gerade alle Tupel der Gestalt pxjxsxt, dabei p eine
Parametrik und j ein Junktor ist, und s, t Tupel sind sodass pxs, pxt Formen mit
Verschachtelungsgrad <v sind und pxs oder pxt den Verschachtelungsgrad v hat,
oder der Gestalt pxqxxxt, dabei p eine Parametrik, q ein Quantor, x eine Variable
und t ein Tupel ist derart, dass pxxxt eine Form mit Verschachtelungsgrad v ist.
Die Parametrik p =: f3F heif3t das Maf3, I3FIl die Maf3zahl und die Form F eine
lIRFll-Form, das logische Zeichen ¢ das Logo und das analoge Tupel {xt =: fF der
Formelteil von F.

Eine Formel sei ein Tupel f, welches Formelteil einer Form F ist; nenne dann 3F
eine f bedienende Parametrik. Eine Variable x, welche Sektor von f ist, sei ein
Parameter oder eine Laufvariable von f, je nachdem ob x Sektor einer (und
mithin jeder) f bedienenden Parametrik ist oder nicht; letzteres ist genau dann
der Fall, wenn 3xx oder Vxx ein Teil von fist. Ein Verschachtelungsgrad von F sei
auch ein Verschachtelungsgrad von f. Das Logo von F sei auch das Logo von f.
Ein echter Anfang einer Formel ist selbst keine Formel, und ein Tupel, welches
eine Formel als echten Anfang hat, ist selbst keine Formel. Hierzu: Zeige induktiv:
Fiir v€A besitzt eine Formel f mit einem Verschachtelungsgrad kleiner-gleich v
keinen echten Anfang, welcher zu den Formeln gehort, und ist f auch nicht echter
Anfang einer Formel. Ist v=0, so ist eine boolesche Konstante oder ist f=kxSxT mit
Termen S, T und einem Komparator k, und die Behauptung ist klar bzw. ergibt
sich leicht aus der entsprechenden Aussage liber Terme. Gehe beim Induktions-
schritt vor wie bei den (bifaktoriellen) Termen, mit einem Junktor oder Quantor
in der Rolle des Priors und dem Verschachtelungsgrad in der Rolle der Tiefe.

Wie die Tiefe eines Terms ist auch der Verschachtelungsgrad y¢ einer Form(el) §
eindeutig bestimmt und kleiner als lI§ll. Die Formeln mit Verschachtelungsgrad 0
sind gerade alle booleschen Konstanten im Verein mit den Formeln der Gestalt
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