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156 12 Statistische Schéarzmethoden

Weitere Methoden zur Konstruktion von Schitzungen sind dic Minimum-x*-Methode
und dic Momentenmethode [s. z.B. Miiller (Hrsg.; 1991)].

12.3 Konfidenzschiitzungen

Mit den Methoden in 12.2 kénnen fiir unbekannte Parameter der Verteilung der Grund-
gesamtheit an Hand von Stichproben geeignete Schiitzwerte ermittelt werden. Von den
gebriuchlichsten dieser Schiitzungen sind giinstige Eigenschaften bekannt, die sich
hiiufig auf das Verhalten fiir groBen Stichprobenumfang beziehen (z.B. asymptotische
Erwartungstreue, Konsistenz, asymptotische Normalverteilung). Hierbei fehlen aber
noch Genauigkeitsangaben, insbesondere beziiglich der Abhéingigkeit vom Stichproben-
umlang. Dazu dienen die Intervallschiitzungen (allgemeiner Bereichsschiitzungen).
Das sind ans der Stichprobe berechnete Intervalle (oder Bereiche), in denen der wahre,
aber unbekannte Parameter der Verteilung der Grundgesamtheit mit grober Wahr-
scheinlichkeit (Sicherheit) zu erwarten ist. Solche Intervalle bezeichnet man als
Konfidenz- oder Vertrauensintervalle.

Sie werden bei der Losung praktischer Probleme verwendet, fiir die folgende Beispiele
typisch sind.

Beispiel 12-6: Zur Untersuchung einer bestimmien Stahlsorte beziiglich ihrer Streck-
grenze wurden 145 Messungen durchgefiithrt und daraus das arithmetische Mittel
¥=314,0 N/mm”berechnet. Es interessiert, in welchen Grenzen die mittlere Streck-
grenze dieser Stahlsorte, 7.1, bei der Produktion innerhalb cines Quartals, liegt. Nach
12.2.3.3 ist bekannt, dah ¥ cin geeigneter Schitzwert fir den Mittelwert p der Grund-
gesamtheit ist. Kann man mit Hilfe von ¥ Genauigkeitsschranken fiir p und damit fir
die mittlere Streckgrenze angeben ?

Beispiel 12-7: Linem Warenposten von ciner automatischen Drechmaschine gefertigler
Teile mit dem unbekannten Ausschufiprozentsatz p wird eine Stichprobe von » Stiick
entnommen und auf Ausschulb untersucht. Nach 12.2.3.1 kann p durch die relative
Hiufigkeit eines defekten Stiickes in der Stichprobe geschitzt werden. Wie genau ist die
Schiitzung, und in welchen Grenzen ist der AusschuBprozentsatz des Postens zu erwar-
ten ?

12.3.1 Konfidenzintervalle

Allgemein besteht die Aufgabe der Konfidenzschitzung darin, fiir den wahren, aber un-
bekannten Parameter © der Verteilungsfunktion /' der Grundgesamtheit an Hand einer
Stichprobe ein Intervall J anzugeben. das © mit ciner moglichst grofien Wahrschein-
lichkeit tiberdeckt. Bezeichnet man diese Wahrscheinlichkeit mit € = 1 — o und die
Grenzen des Intervalls J mit G, und G,, d.h., gilt J=(G,,G,) mit G, <G,, so be-
deutet diese Forderung
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P(G,<®<Gy)=s=1-0. (12.3)

(12.3) sagt aus, dab der wahre, aber unbekannte Parameter ® mit der Wahrscheinlich-
keit € vom Intervall J iiberdeckt wird.

Das durch (12.3) definierte Intervall J = (G, G,) heift Konfidenz- oder Ver-
trauensintervall fiir ®, secine Grenze G, bzw G, uniere bzw. obere Konfi-
denzgrenze und die Wahrscheinlichkeit ¢ Konfidenzkoeffizient, Konfidenzni-
veau oder Uberdeckungswahrscheinlichkeit.

Da die von der mathematischen Stichprobe (X3,X5.....X;) abhingigen Konfidenzgren-
zen Gy =Gy (X, X>,...,X,) und G, = G, (X1,X>,....X,;) in (12.3) (nach den Ausfiih-
rungen in 11.2) Stichprobenfunktionen und damit Zufallsgréfen sind. ist auch das In-
tervall J ¢in zufilliges Intervall. Die von der konkreten Stichprobe (xy,x2, ..., x,) abhin-
gigen Realisierungen von G, und G, bezeichnen wir mit g, bzw. g,.

(12.3) kann folgendermafien interpretiert werden: Von 100 aus Stichproben derselben
Grundgesamtheit mit dem Parameter ® berechneten Konfidenzintervallen iiberdecken
im Mittel (1 -—a)- 100 =g- 100 den wahren Parameter ®. Nur im Mittel o - 100 aller
Stichproben liefern Grenzen, die ® nicht enthalten. £ heift in diesem Zusammenhang
auch statistische Sicherheit und o Irrtumswahrscheinlichkeit.

Hat man fiir ¢ine konkrete Stichprobe das Intervall (g, g.) berechnet, so liegt ® entwe-
der in diesem Intervall oder nicht. Eine Wahrscheinlichkeitsaussage ist hier nicht mehr
sinnvoll.

e bzw. o ist vor Untersuchungsbeginn vorzugeben. Man bevorzugt in der Praxis die
Werte
£=0,95, 0,99, 0,999 bzw. «.=0,05, 0,01, 0,001,
oder, in Prozent ausgedriickt:
£=95%, 99%, 99,9 %bzw. x=5%, 1%, 0,1 %.
Auf die Bedeutung dieser Vorgabe kommen wir in 12.3.2 zuriick.

In den folgenden Abschnitten werden einige fiir die Anwendung wichtige Konfidenzin-
tervalle hergeleitet.
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12.3.2 Konfidenzintervall fiir den Mittelwert p der normal-
verteilten Grundgesamtheit bei bekanntem G

Es wird vorausgesetzt, dah das Verteilungsgesetz F der Grundgesamtheit die Normal-
verteilung mit den Parametern p und o? ist.

Zunichst sei die Streuung ¢ als Erfahrungswert bekannt, der Parameter p — und damit
der Mittelwert der Grundgesamtheit — jedoch unbekannt.

Gesucht ist ein Konfidenzintervall fiir i an Hand einer Stichprobe vom Umfang # aus
der Grundgesamtheit, d.h. nach (12.3) ein Intervall J = (G., G,) mit

P(Gu<p<Go)=e=1-0q.

Zu seiner Konstruktion gehen wir von der Punktschitzung X =?1; gD
i=1

(arithmetisches Mittel) fiir j aus. Nach Satz 11-2 in 11.3 besitzt die Slichprobénﬁmk-
tion

X—p
z=t

cine standardisiertc Normalverteilung mit der in 5.2.2 definierten Verteilungsfunktion
@ . Damit gilt nach den Ausfithrungen in 5.2.2 fiir cine belicbige reelle Zahl

P(Z] <) =P(-xk <Z<x) =D () — D (—x) =20 (x) - 1. (12.4)
Setzt man nun dic rechte Seite von (12.4) gleich 1 — o, so erhdlt man
2@ (k)-1=1-o oder
=y
Px)=1 5

Damit ist k gerade das Quantil der Ordnung ¢ = 1 4% der standardisierten Normalver-

teilung (vgl.5.2.2). Wir setzen deshalb x =z,_z. Die sich aus (12.4) crgebende Bezie-
hung
P(12 <215) =1-a (12.5)

entspricht (12.3) und fithrt durch Auflésen der Ungleichung |Z| = X; g Jn

{Zl_%

nach p auf das gewiinschte Konfidenzintervall fiir pL

I’—zl_%% < |.1.<I"+zl_§%. (12.6)
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Die Konfidenzgrenzen lauten damit

u=X—-z12—, go=X+zZ= s

*Jn

Die Beziehung (12.5) ist im Bild 12-1 veranschaulicht.

Bild 12-1. Quantile der standardi-
sierten Normalverteilung

Fiir vorgegebenes € bzw. o konnen die Werte 212 =24 mit Hilfe von Tafel II des An-
hangs ermittelt oder direkt aus Tafel III abgelesen werden.

Beispielsweise liest man fiir a = 0,01 wegen g=1 —%:0, 995 aus Tafel II den Wert
24 = 2,576 (gerundet) ab.
Die Liinge des Konfidenzintervalls betragt

L=go-gu=2z12—2. (12.7)

/i

L ist ein MaB fiir die Genauigkeit der Schitzung: Je kleiner L, um so enger ist das
Konfidenzintervall, d.h. um so genauer die Schitzung. Demgegeniiber bestimmt & die
Sicherheit der Aussage: Grofieres € (kleineres o) bedeutet eine hohere Sicherheit. Da
die Werte z,_2 mit wachsendem ¢ grofier werden (vgl. Tafel III), wichst (bei festem »)

auch L, d.h., die Schitzung wird ungenauer. Daraus ist ersichtlich, da man bei festem
n nicht gleichzeitig die Sicherheit und die Genauigkeit der Konfidenzschitzung erho-
hen kann. Die Linge L des Konfidenzintervalls hingt auch vom Stichprobenumfang n
ab. Sie wird um so kleiner, d.h. die Schitzung um so genauer, je grofier 7 ist.
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Beispiel 12-8: Fiir das oben genannte Beispiel 12-6 (145 Messungen der Streckgrenze
ciner Stahlsorte) ist unter der Voraussetzung, daf die Streckgrenze eine normalverteilte
Zufallsgrofe X ist, ein Konfidenzintervall fiir p zum Konfidenzniveau £ = 0,99 zu be-
stimmen. Dabei wird angenommen, daf die Strenung o? der Grundgesamtheit aus Er-
fahrungen bekannt ist: o2=1000 (N/mm?)*. Mit n=145, ¥=314,0N/mm?,
o =31,6 N/mm? und 71-g =20995 =2,576 (wegen g =1 - % = (,995) berechnet man

die Konfidenzgrenzen

gu=|314,0-2,576 ﬁ} N/mm? = 307,2 N/mm2,

J 145
2o = (314,0+6,8) N/mm? = 320, 8 N/mm?

und damit das Konfidenzintervall (307,2; 320.8) fiir die mittlere Streckgrenze der
Stahlsorte. Die Linge des Konfidenzintervalls betrigt 13,6 N/mm?.

Um die Frage zu beantworten, wieviele Messungen mindestens durchzufiihren sind, da-
mit sich bei demselben Konfidenzniveau £ = 0,99 ein engeres Konfidenzintervall, z.B.
das Intervall (310,0; 318,0) mit der Linge L = 8,0 N/mm? ergibt, hat man (12.7) nach n
aufzuldsen:

42?_% o? 24 0?

n= =

L? &

waobei d = % die halbe Linge des Intervalls bezeichnet. Mit diesem notwendigen Stich-

probenumfang » wird p mit der Genauigkeit d geschitzt, was auch durch die Angabe
X +d verdeutlicht werden kann,

Fiir Beispiel 12-8 erhilt man

_4-2,576% - 1000
8,07

=415.

Fiir eine Stichprobe vom Umfang n = 415 weicht die mittlere Streckgrenze der be-
stimmten Stahlsorte héchstens um + =+ 4,0 N/mm? vom arithmetischen Mittel der
Stichprobe ab.

Bei Vorgabe des Konfidenzkoeffizienten £ gibt es im Prinzip unendlich viecle Méglich-
keiten fiir die Konstruktion eines Konfidenzintervalls. Dies l4uft im wesentlichen da-
rauf hinaus, in der grafischen Darstellung fiir die Dichte der standardisierten Normal-
verteilung (vgl. Bild 12-1) den Flichenanteil o entsprechend aufzuteilen. In der Praxis
sind aber sinnvollerweise nur die beiden folgenden Fille von Interesse. Im ersten Fall
wird cine symmetrische Aufieilung von o vorgenommen, d.h. auf beiden Sciten unter
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der Kurve jeweils % abgeschnitten. Auf diese Weise ergibt sich das (beziiglich X sym-
metrische) zweiseitige Konfidenzintervall (12.6).

Sog. einseitige Konfidenzintervalle der Form (-0, G,) oder (G, +0) erhilt man, wenn
der gesamte Flachenanteil c« nur auf einer Seite unter der Kurve abgeschnitten wird. In
diesem Fall lautet der (12.5) entsprechende Ansatz zB. fiir das Konfidenzintervall

(G, +0) fiir
PZ<zig)=1-w,

wobei z).¢ das Quantil der Ordnung g =1-a der standardisierten Normalverieilung
bezeichnet. Es kann wiederum fiir ausgewdhltes s bzw. o aus Tafel III des Anhangs ab-
gelesen werden. Dabei gilt

Zraq <Z1-% (s. auch Bild 12-1).
Durch Auflsen der Ungleichung Z = 2= /i <z, o nach y erhiilt man das cinseitige
Konfidenzintervall (G, +o0) fiir p mit der unteren Konfidenzgrenze

Gu = ‘? —i&] —a% N
Entsprechende Uberlegungen fithren auf das einseitige Konfidenzintervall (-, G,)
fiir 1 mit der oberen Konfidenzgrenze

4 —
GO =.¥“i'21—cg,i :

i

Fiir Beispiel 12-8 berechnet man mit den dort angegebenen Werten und € = 0,99, d.h.,
Zi-a = Zoge = 2,326, als cinseitige Konfidenzintervalle fiir die mittlere Streckgrenze:

gu=|314.0-2,326 ﬂf—) N/mm? =307,9 N/mm?, d.h. (307, 9;+)

J145
bzw.

g =(314,0+6,1) N/mm? =320, 1 N/mm?, d.h. (=o0; 320, 1).

12.3.3 Konfidenzintervall fiir den Mittelwert |1 der normalverteil-
ten Grundgesamtheit bei unbekanntem ¢*

Bei Bestimmung eines Konfidenzintervalls fiir den Mittelwert p der normalverteilten

Grundgesamtheit hat man hiufig bei praktischen Problemen keine Kenntnis iiber dic

Streuung o’ der Grundgesamtheit. Man muf deshalb fiir o° cine geeignete Schitzung

aus der Stichprobe verwenden. Nach den Ausfiihrungen von 1252 bietet sich als Schitz-
1

wert fiir 6* die empirische Streuung der Stichprobe s = = Y (x;i—%) an.
=& =1



