4 Geodaten

4.3 Schwarzschild-Geodaten

In der Schwarzschild-Raumzeit gilt I'j; = T'%,. Tatsichlich fiir
feCc=RY)

0
> (T =T gyt = (Vads = Va,0) )
k
= [0,0;]f (49)
9, 0f, 0 0f ‘
- (@D - 3D
=0

Das Linienelement ds? der Schwarzschild-Raumzeit (in den
Schwarzschild-Koordinaten) ist

3
ds? = Zgiidxf, mat
=0 1 (4.10)
goo = —h(r), g1u=h""(r),
Jo2 = 7"2, g33 = r?sin? 9.

Nimmt man in der zweiten Gleichung von (4.3) fir X, Y und
Z alle Permutationen von d;, d; und 9y an, so ergibt sich

0
Bz, 9k = 9(V9,05,0k) + 9(9;, V,0k)

= gkkaj + ;T
(4.11)

0 i
8_%9% = Qkkrfj + gul'jy,

0, 9 = 95507 + gl
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4.3 Schwarzschild-Geodéaten

Daraus folgt fiir die Christoffel-Symbole in den Schwarz-
schild-Koordinaten

-1
9k agij 0gir 8gjk:
Ik — Zkk (_
2 ( 8[Ek+al’]+al'z)

(4.12)

Es sei noch darauf hingewiesen, (Ffj)”k ist kein Tensor, d.h. de-
finiert keine koordinatenunabhéngige lineare Abbildung. Nach-
dem wir die Christoffel-Symbole der Schwarzschild-Raumzeit
in den Schwarzschild-Koor-dinaten bestimmt haben, leiten wir
die Geoditengleichungen her. Es seien (xg, 21, 9, x3) Koordi-
naten des R* und

v = {(2o(7), 21(7), 22(7), 23(7)) : T € R}
eine Geodéte und

’)// = 13680 + 13/181 + 13/282 + l’gag

die Tangente in (zo(7), x1(7), z2(7), 23(7)). Dann gilt

Vv”}/ = ngvaﬂ/
= invalx;(?]
—sza 50, +Zx’x’vaa (4.13)
- Z legik + Zx;x;Ffj

d?x, d
— Z [x;c —df: d:Z— Z a:;x; Ffj
2
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4 Geodaten

Da ~ eine Geodéte ist, verschwinden alle Koeffizienten der tan-
gentialen Koordinatenvektoren O:

d?zy, ok dz; dx;
—, k=0,1,2,3. 4.14
dr? Z Sdr dr’ 0,1,2,3 ( )

Man beachte, (4.14) ist die Geodétengleichung fiir ein beliebi-
ges Koordinatensystem im R* Nach dem Einsetzen von (4.12)
fiir die Christoffel-Symbole erhalten wir die Geodétengleichun-
gen in den Schwarzschild-Koordinaten:

Lemma 2 (Geoditengleichugen) Es sei (R, g) eine Schwarz-
schild-Raumzeit mit den Schwarzschild-Koordinaten xqg = t, x1 =
r, To =1, x3 = @ und mit dem Schwarzschild-Metrik-Tensor

g = diag(goo, 911, g22, g3s), wobei gog = —h(r), g = h71(r),
Ga2 = 1% und ¢33 = r’sin?9. Dann lauten die Geoddtenglei-
chungen

2 o (4)] = 5 (Y k=2 (ars

Da alle g;; von ¢t und ¢ unabhéngig sind, folgt aus (4.15) fiir
kE=0und k=3

ddf[ hffﬂ = 0 und (4.16)
%[TQ sin? ﬁj—T} =0.

Das bedeutet fiir jede Geodéte existieren zwei Konstanten F
- genannt Energie der Geodéte - und L - genannt Drehimpuls
der Geodate - so, dass

h E,
"ar = (4.17)

dy
2 g 19— = L.
rsin -
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4.3 Schwarzschild-Geodéaten

Nur ¢33 hiangt von 9 ab. Deshalb gibt die Geodatengleichung
(4.15) fiir k = 2
d [ o dV
— 7” —
dr Ll dr
Fiigt man (4.17) und (4.18) zusammen, so erhélt man die Be-
wegungsgleichungen einer Geodite:

} =72 SinﬁCOSﬂ(i-f)Q (4.18)

Lemma 3 (Bewegungsgleichungen) FEs seien

(R*, g) eine Schwarzschild-Raumzeit, (t,r, 9, ) die
Schwarzschild-Koordinaten dieser Raum-Zeit und v eine Geo-
date. Dann existieren Konstanten E und L so, dass

dt
h(?”)d— = .E?7
T
d
r2sin2 9 = I, (4.19)
dr
dp,dd] . dy ?
|7 ] = sindeos ()

Nun zu einer weiteren sehr wichtigen - in der Literatur be-
kannten (siche z.B. [1]) - Eigenschaft einer einzelnen Geodéte.
Es sei v eine Geodite der Schwarzschild-Raumzeit (R*, g) in
Schwarzschild-Koordinaten (¢, 7,9, ).

Definition 14 (dquatorial beginnend) Die Geoddte v heifst
dquatorial beginnend relativ zu den Schwarzschild-Koordina-
ten, falls fiir einen Anfangswert T =0

s dv
9(0) = = d —(0)=0.
=7 wnd S0
Jeder Kurve R D (a,b) — R* wird eine Eigenzeit T zugeord-
net. Namlich, die ab einem Startpunkt so gemessene Bogen-
lénge, dass
dr? = —ds>. (4.20)
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4 Geodaten

Wir setzen im Weiteren ohne besonderen Hinweis immer vor-
aus, dass die Geodéte nach der Eigenzeit parametrisiert ist.
Eine Geodéte mit ¥ = 7 geniigt der dritten Bewegungsglei-
chung (4.19). Ist die Geodéte aquatorial beginnend, so wird
die Losung als Randwertaufgabe eindeutig. Mit anderen Wor-
ten,

Lemma 4 (Aquatorialebgne) FEine dquatorial beginnende Geo-
ddte v liegt immer in der “Aquatorialebene

{(t,r,9,¢) € R x RT ><T52:195g}.

Das hez'[}t aquatorial beginnende Geoddten liegen im Raumteil
in der Aquatorialebene.

Die Projektion einer Geodéte in den Raumteil wird das Orbit
der Geodéte genannt. Das Orbit einer dquatorial beginnen-
den Geodate ist immer eine ebene Figur. Dies war eine kurze
Zusammenstellung bekannter, fiir uns im Weiteren wichtiger,
Eigenschaften von Geodéten.

Die Geodéte v sei nicht dquatorial beginnend, d.h. es exi-
stiert kein Wert 7 = 7 fiir den 9(79) = 7/2 und 9'(79) = 0.
Nach geeigneter Rotation s des Bezugssystems der rdumlichen
Kugelkoordinaten des Schwarzschild-Koordinatensystems kann
erreicht werden, dass im rotierten Koordinatensystem die Geo-
déte dquatorial beginnend ist. Tatsédchlich denkt man sich eine
Gerade durch den Koordinatenursprung und einem Startpunkt
auf dem Orbit 7, so ist die gesuchte Ebene durch Rotation um
diese Gerade dann erreicht, wenn die Richtung (Tangente) im
Startpunkt in der Ebene liegt. In der Literatur (siehe z.B. [1])
wird hieraus geschlussfolgert, jede Geodéte liegt im Raumteil
in einer Ebene durch den Koordinatenursprung. Hierbei wird

42



4.3 Schwarzschild-Geodéaten

aber nicht beriicksichtigt, mit der Rotation des Koordinaten-
systems dndern sich die Geodétengleichungen und damit die
Bewegungsgleichungen. Dies haben wir im Abschnitt 2.3 ge-
sehen, die Christoffel-Symbole bilden keinen Tensor. Es be-
darf zur Bekriftigung dieser Aussage einer zusatzli-
chen Bretrachtung.

Gegeben sei eine Geodéte v in den Schwarzschild-Koordina-
ten (t,7,7, p). Wir nehmen an die Geodéte ~y ist beziiglich der
Ebene

O, = {(r,9,p) € RT x, S*:

o (4.21)
sin @ sin ¥ cos(¢p — @) + cos @ cos ) = 0}.

dquatorial beginnend, d.h. v(0) € O, und der Tangential-
vektor an den Startpunkt liegt in dieser Ebene. Der Vektor
(1,0, ¢) ist die Normale der Ebene O,. Ohne Einschrénkung
der Allgemeinheit konnen wir annehmen 6 # 7/2. Wenn es
keinen solchen Startpunkt gébe, ldge das Orbit 4 bereits in
einer Ebene, die senkrecht auf der zy-Achse stiinde. Es sei
{(r(p),(p),p) : ¢ € R} eine vorldufig beliebige glatte Kur-
ve in O,. Differentation der Ebenengleichung unter erneutem
Einsatz der Ebenengleichung ergibt auf ~

[ sin 6 cos ¥ cos(p — @) — cos B sin V] 3—19 = sinfsin Jsin(p — @)
¥

— [cos 6 cos® ¥ + cos  sin* V] % = sin #sin? ¥ sin(p — ¢)
—cosf dv = sinfsin®Isin(p — @) dp
(4.22)
Die Funktion ¥ = 9¥(y) ist indirekt mit der Ebenengleichung
von O, definiert. Deshalb konnte ¥ nur dann Null werden,
wenn die Ebene O, die z-Achse schneiden wiirde. Dann miis-
ste O, die z-Achse enthalten und es wire § = /2, was den
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4 Geodaten

Voraussetzungen widerspriche. Mit r = r(7) aus der Geo-
datengleichung von v und dem Drehmoment L der Geodite
bestimmen wir die Funktion ¢ = ¢(7) als Losung der Diffe-
rentialgleichung
L
dp = d 4.23
7T s o(p(n) (4.23)
Offensichtlich ist diese einfache Differentialgleichung integrier-
bar. Die Losung wird durch die Vorgabe des Anfangswertes aus
dem Startpunkt der Geodéte ~y eindeutig, sie sei ¢(7). Dann
bezeichnen wir ¥(p(7)) wieder mit ¥ = J(7). Aus (4.22) folgt
dann

dv
— COS 97’2d— = Lsinfsin(p — ¢).
T

Diese Gleichung nach 7 differenziert und (4.21) ergeben

_ 4 [TQﬁ} cos ) = Lsinf cos(p — ¢) do
drl dr dr (4.24)
cos@sindd i[rzﬁ] =L d—gocosecosﬁ '
drl drl 7 dr

Fiir L setzen wir jetzt die nach L umgestellte Gleichung (4.23)
ein und erhalten

cos 6 sin 9 i [7"23—19} = cosf@sind r? sim}‘cosﬁ(d—(p)2

dr T dr (4.25)
Aol

Die so eindeutige konstruierte in O, liegende Kurve geniigt
also den Bewegungsgleichungen und fillt im Startpunkt mit
dem Orbit ¥ der Geodéte zusammen. Also sind sie identisch.
Es wurde also gezeigt (vgl. z.B. [1])
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4.3 Schwarzschild-Geodéaten

Lemma 5 (Geodaten-Orbit) Es sei (R, g) eine
Schwarzschild-Raumzeit. Dann liegt das Orbit einer beliebigen
Geoddte ~ in einer Ebene im Raumteil durch den Koordina-
tenursprung.

Definition 15 (Orbitalebene) Die mit (4.21) definierte Ebe-
ne O, im Raumteil der Schwarzschild-Raumzeit wird Orbital-
ebene der Geoddte v genannt.

Eine wichtige Gruppe von Geodéaten sind die gebundenen Geo-
daten.

Definition 16 (Potential der Geodite) Es seien (R, g) ei-
ne Schwarzschild-Raumzeit mit dem Krimmungsparameter (Mas-
se des Zentrums) M und v eine Geoddte der Schwarzschild-
Raumzeit mit dem Drehimpuls L. Die Funktion V : Rt — R
L? 2M
Vir)=(1- ﬁ) (1- 7) (4.26)
wird Potentialfunktion der Geoddte v genannt.

Mit Hilfe des Potentials konnen die Geodéaten einfach klassifi-
ziert werden.

Definition 17 (gebundene Geodite) Es seien (R, g) ei-
ne Schwarzschild-Raumzeit mit dem Krimmungsparameter (Mas-
se des Zentrums) M und 7 eine Geoddte der Schwarzschild-
Raumzeit mit dem Drehimpuls L und der Energie E. Die Geo-
ddte vy wird Geoddte mit gebundenem Orbit (oder einfach ge-
bundene Geodite) genannt, wenn nachfolgende Bedingungen
erfillt sind

(1) ;]gﬂl{ri{‘/(r)} < E* < min {1,%%1({‘/(7“)}}
(i3) L* > 12M>
(1ii) |4 |>2M
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4 Geodaten

Die Aussage, jede einzelne gebundene Geodéte hat einen ebe-
nen Orbit, verschirfen wir ganz wesentlich (siche [9], [11] ).
Die Orbits samtlicher gebundener Geodéten liegen in ein und
derselben Ebene, in der Aquatorialebene der Schwarzschild-
Koordinaten.

Satz 1 (Orbits in der Aquatorialebene) Es sei

(R*, g) eine Schwarzschild-Raumzeit. Das Orbit einer belie-
bigen gebundenen Geoddten liegt in der Aquatorialebene der
Schwarzschild-Koordinaten.

Beweis. Ist die Geodite dquatorial beginnend, so liegt das
Orbit der Geodiite gemif Lemma 4: Aquatorialebene (siehe
oben) in der Aquatorialebene. Verbleibt der Fall ~ ist nicht
aquatorial beginnend. Dann existiert - siehe oben Lemma 5:
Geodéten-Orbit - die Orbitalebene
O, ={(r,9,¢) € R" x, S*:
sin @ sin ¥ cos(p — @) + cos cos ) = 0},

in der das Orbit enthalten ist. Wie bei der Herleitung des
Lemma 5: Geodéten-Orbit folgt (siehe (4.23) )

—r?Y cos = Lsinfsin(p — ¢) (4.27)

Es sei 4/ der Tangentialvektor des Orbit in den kartesischen
Koordinaten des Bezugskoordinatensystems

d
Y = —(rsindcos ) O+
-

d
+o (rsindsing) 0,+

d
+ E(r cos ) 0,.
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4.3 Schwarzschild-Geodéaten

Das Orbit 4 C liegt vollsténdig in der Orbitalebene. Folglich
liegt der Vektor

d, | d, . .. d
(E(T sin 9 cos @), %(r sin 9 sin @), E(r cos¥))

im Bezugskoordinatensystem in der Orbitalebene, d.h. in {(z,y, 2) :
TNy +yny+zn, = 0}, wobel (ny, ny,n,) = (sind cos ¢, sin ¥ sin ¢, cos ¥)
der Normalenvektor der Orbitalebene ist. Damit gilt unter An-
wendung der Definitionsgleichung der Orbitalebene und unter
Anwendung von (4.26)
0 = sin 6 cos ¢[r’ sin ¥ cos ¢ + r’ cos 9 cos p — r¢’ sin ¥ sin |+
+ sin @ sin ¢[r' sin ¥ sin ¢ + 9’ cos ¥ sin ¢ + r¢’ sin 9 cos |+
+ cos f[r' cos ¥ — ¥ sin ] =
= 7'[sin @ sin Y(cos ¢ cos p + sin ¢ sin @) + cos f cos Y]+
+ 79'[sin 0 cos ¥(cos ¢ cos ¢ + sin @ sin ) — cos O sin I+
+ r¢" sin 0 sin Y(sin ¢ cos ¢ — cos ¢ sin ) =
= r1)'[sin 0 cos ¥ cos(¢p — ) — cos O sin Y]+
+r¢’ sinfsindsin(¢p — ) =
= —719'[cos® ¥ cos @ sin™ ¥ + cos O sin ] + r¢’ sin @ sind sin(¢ — @) =
= —r1 cos@sin ' ¥ + 7 sin 0 sin 9 sin(¢p — )
0 = —1*Y cos ) + ¢’ sin Osin® ¥ sin(¢p — ) =
= sin@sin(p — ¢)[L + r*¢’ sin? V]
0 = Lsinfsin(p — ¢)
(4.28)
Da L > 0 bedeutet die letzte Gleichung aus (4.28)
sinf = 0. (4.29)

Dies bedeutet aber, dass die Orbitalebene O, die Aquatorial-
ebene (xy-Ebene) ist.
q.e.d.
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