Vorwort

..., 1e Lineare Algebra ist ein lebendiger und aktiver Bereich der Mathematik. Sie
'g\b./ - ist grundlegend sowohl fiir die reine als auch fiir die angewandte Mathema-
@' tik, fiir die Informatik, fiir Natur-, Wirtschafts-, Sozial- und Ingenieurswissen-
ST, schaften. Sie verfiigt iiber viele und tiefgehende theoretische Ergebnisse und
ist verantwortlich fiir stetig anwachsende Algorithmen von Computersimulationen.

Vorlesungen zur Linearen Algebra gehéren zu den Pflichtveranstaltungen der mathema-
tischen Grundausbildung von allen Studierenden der ingenieurwissenschaftlichen, wirt-
schaftwissenschaftlichen, naturwissenschaftlichen, mathematischen sowie informations-
und kommunikationstechnischen Fachrichtungen an Fachhochschulen, Hochschulen und
Universitidten. Hintergrund dieses Buches ist die Unterstiitzung einer Vorlesung Linea-
re Algebra. Das Buch kann aber auch zum Selbstudium und als Wiederholungslektiire
zur Priifungsvorbereitung eingesetzt werden. Auch soll es Anregung sein und den Weg
erdffnen zur weitergehenden und vertieften Beschiiftigung mit Theorie, Algorithmen,
Konzepten, Methoden, Modellen, Anwendungen und Querverbindungen der Linearen Al-
gebra. Die Themen reichen von Vektoren, Matrizen, Geometrie, Vektorrdumen, linearen
Abbildungen, linearen Gleichungen, Determinanten, Eigenwerten, Eigenvektoren, linea~
rer Ausgleichsrechnung, Koordinatentransformationen bis zur Singuldrwertzerlegung.

Ich habe versucht, immer wieder Anwendungen und Mathematische Modelle der Linea-
ren Algebra aufzuzeigen, da ich den Anwendungsbezug der Mathematik fiir sehr be-
deutsam erachte; er ist aber nicht das Maf} aller Dinge. Es gibt Themen, die sich einer
kurzfristigen Anwendbarkeit entziehen, jedoch von grundsétzlicher Bedeutung sind und
gerade wegen ihrer Zweckfreiheit eine wesentliche Komponente der mathematischen Bil-
dung (auch fiir Anwender) ausmachen.

Zentrale Gleichungen der Linearen Algebra sind lineare Gleichungssysteme Ax = b
und Eigenwertgleichungen Az = Az. Es ist einfach faszinierend, wie viel man iiber
diese beiden Gleichungen sagen (und lernen) kann. Viele Anwendungen sind diskret
und nicht kontinuierlich, digital anstatt analog und linearisierbar anstatt unberechenbar
und chaotisch. Dann aber sind Matrizen und Vektoren die geeigneten Objekte und die
Lineare Algebra die richtige Sprache; an die Stelle von kontinuierlichen Funktionen treten
Vektoren. Vier Hauptaufgaben der Linearen Algebra, die ich in diesem Buch besprechen
mochte, habe ich im Anhang A aufgeschrieben.



Die Methoden der Linearen Algebra eignen sich zur Beschreibung einer grofien Zahl von
Phénomenen der Natur-, Ingenieur-, Gesellschafts- und Wirtschaftswissenschaften. Man
spricht von einer Mathematischen Modellierung der Phinomene. Die Linearen Algebra
ist ein méchtiges Modellierungswerkzeug. Beispiele, die ganz oder zu einem grofien Teil
mit Methoden der Linearen Algebra modelliert werden konnen, sind: Elektromagneti-
sche Schwingkreise, das Biegen von Balken, das Pendel, die Bewegung des Kreisels, die
Drehung des Kreisels um seine Achsen, die Spektren von Molekiilen und Atomen, die
Darstellung, Bearbeitung und Kompression digitaler Bilder, Wichtigkeit von Internetsei-
ten, Produktionsplanung, Lineare Regression, mechanische Schwingungen, usw.

Ein wesentliches Konzept der Linearen Algebra ist der Vektor. Vektoren sind mathe-
matische Abstraktionen von Pfeilen. Entscheidend wichtig fiir die Lineare Algebra und
ihren groflen Erfolg ist Folgendes: Das Bild der Pfeile und wie damit umzugehen ist, kann
auf verscheidene Situationen angewendet werden. Verschiedene mathematische Objek-
te konnen als Vektoren interpretiert und mit ihnen gerechnet werden wie mit Pfeilen.
So konnen beispielsweise als Vektoren interpretiert werden: Gruppe von Zahlen, Po-
lynome, Matrizen, Funktionen, usw. Immer wird gleich gerechnet. Das ist am Anfang
gewohnungsbediirftig, da zum Beispiel das Additionszeichen + immer gleich geschrieben
wird, aber immer wieder anders gemeint ist. Es ist wichtig und sinnvoll dies gleich zu
schreiben, macht aber zu Beginn das Verstehen nicht gerade leicht.

Die Lineare Algebra hat sich aus zwei unterschiedlichen Teilgebieten entwickelt: der (ana-
lytischen) Geometrie und dem Studium linearer Gleichungssysteme. Die Lineare Algebra
ist ein faszinierendes Gebiet innerhalb der Mathematik mit groBem Anwendungspoten-
zial. Sie ldsst sich aus drei Blickpunkten betrachten. Erstens: Geometrischer Blickpunkt.
Die (Analytische) Geometrie modelliert geometrische Objekte mithilfe der Linearen Al-
gebra. Zweitens: Arithmetischer Blickpunkt. Modellieren und rechnen mit linearen Glei-
chungen und Matrizen sind fiir praktische Probleme, fiir Computermathematik (Nume-
rische Mathematik) und fiir Computersimulationen von groBer Bedeutung. Man denke
nur an die Matrizenrechnung und MATLAB!. Drittens: Algebraischer Blickpunkt. In der
strukturbetonten Theorie der Vektorrdume (lineare Réume) tritt das Wesen der Ma-
thematik als Strukturwissenschaft besonders hervor. Wir haben uns bemiiht, in dieser
Einfithrung alle drei Blickpunkte zur Geltung kommen zu lassen.

Dieses Lehr- und Ubungsbuch ist aus einer Reihe von Mathematik-Vorlesungen fiir Inge-
nieure, Informatiker und Wirtschaftswissenschaftler hervorgegangen, die sich seit vielen
Jahren gehalten gabe und noch immer halte. Es ist auch durch mein Biichlein [39] in-
spiriert. Es ist so angelegt, dass es in der vorgegebenen Reihenfolge, ohne Auslassungen,
sicher aber mit haufigem Zuriickblédttern, bearbeitet werden kann. Die mathematischen
Sétze sind kursiv geschrieben, durchnummeriert und (fast) jeder Satz mit einem Namen
versehen. Eine Definition erkennt man nicht daran, dass davor Definition steht, sondern

'MATLAB ®) ist eingetragenes Warenzeichen von The MathWork Inc.

ii



daran, dass der zu definierende Begriff fett gedruckt ist. Definitionen und Sédtze habe
ich oft mit Bemerkungen und Kommentare versehen, um deren Bedeutungen gut zu ver-
stehen. Wiederholungen sind kein Versehen, sondern Gewollt. An zahlreichen Beispielen
konnen Sie die zentralen Begriffe und Methoden der Linearen Algebra trainieren. Je-
des Kapitel beinhaltet Aufgaben, deren Musterlgsungen am Ende abgedruckt sind. Die
Aufgaben dienen zum Einiiben und Vertiefen des Stoffes. Sie finden zwei Sorten von Auf-
gaben. Zum einen ganz einfache Késtchenaufgaben bzw. Richtig- oder Falsch-Aufgaben,
diese dienen zur unmittelbaren Selbstkontrolle, und zum anderen die eigentlichen Auf-
gaben. Bei diesen habe ich mich bemiiht, keine unnétigen Tricks einzubauen, sondern
Thnen Erfolgserlebnisse zu ermoglichen. Das Namen- und Stichwortverzeichnis ist recht
ausfiihrlich angelegt, um das Auffinden von Namen, Definitionen und Erlduterungen
beim Zuriickblittern oder bei der spéteren Arbeit mit dem Buch zu erleichtern.

Ich habe mich bemiiht, Bezeichnungen konsistent iiber das ganze Buch hinweg zu ver-
wenden. Punkte, Mengen und lineare Abbildungen werden mit grofien lateinischen Buch-
staben A, B, C, L, M, usw. bezeichnet. Besonders wichtige Mengen, wie zum Beispiel die
reellen Zahlen werden ebenfalls mit grofien lateinischen Buchstaben geschrieben, dariiber
hinaus sind sie aber noch besonders gedruckt, zum Beispiel R fiir die Menge der reellen
Zahlen. Reelle Zahlen sind kleine lateinische a, b, ¢, ... oder griechische Buchstaben a,
B, 7, usw. Vektoren und Matrizen sind fett und kursiv geschrieben; Vektoren sind kleine
(a, b, c usw.) und Matrizen sind groBe lateinische Buchstaben (A, B, C usw.). Sind
Abbildungen bzw. Funktionen Vektoren, so schreiben wir sie nicht fett. Beispiele sind
mit dem ausgefiillten Quadratzeichen m und Beweise mit dem nicht ausgefiillten Qua-
dratzeichen o abgeschlossen. Gelegentlich rechnen wir mit MATLAB, dann verwenden wir
die Schreibmaschinenschrift.

Wir entwickeln die Lineare Algebra fast ausschlieBlich mit dem reellen Zahlenkorper R
aus Griinden der Ubersichtlichkeit und der Praxisnihe. Im Mittelpunkt stehen somit re-
elle Vektorrdume, wobei diese fast immer endlich dimensional sind. Fast alles gilt analog
auch im K" mit beliebigem Zahlenkorper K, ja iiberhaupt in jedem endlich dimensio-
nalen Vektorraum iiber K. Statt R kann man oft auch einen anderen Zahlenkorper K
zulassen und es kostet nicht viel Anstrengung, die bereits gewonnenen Ergebnisse zu
iibertragen bzw. entsprechend anzupassen. Ganz besonders stark orientieren wir uns an
den vier Fundamentalrdumen einer reellen Matrix.

In zunehmendem Mafle werden sehr leistungsfihige mathematische Softwaresysteme (wie
zum Beispiel MATLAB) bei der mathematischen Losung naturwissenschaftlicher, techni-
scher, wirtschaftswissenschaftlicher oder sonstiger Probleme in Praxis und Wissenschaft
erfolgreich eingesetzt. Solche Systeme kénnen bereits im Grundstudium (so auch in der
Linearen Algebra) ein niitzliches und sinnvolles Hilfsmittel sein und zum Beispiel zur
Kontrolle beim Losen von Aufgaben verwendet werden (Uberprﬁfung der von Hand ge-
rechneten Losungen). Das System MATLAB gestattet es, Algorithmen in iibersichtlicher
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Form darzustellen und umzusetzen. Aulerdem deckt es eigene Fehler gnadenlos auf.
Computerexperimente in der Mathematik kénnen Wege zur Erkenntnis sein.

Die Lineare Algebra gibt es als mathematische Disziplin schon lange Zeit, jedoch wurde
die breite praktische Anwendung der bekannten Verfahren erst mit dem Siegeszug der
Computerei in den letzten Jahren wirklich moglich. Gerade der Umgang mit grofien Da-
tenmengen, wie sie in der praktischen angewandten Linearen Algebra vorkommen, sind
ein Vorzug der modernen Rechenleistungen. Aus diesem Grund und auf diesem Gebiet
gibt es sehr viele und sehr gut konzipierte Softwarepakete (der Anwender hat die Qual
der Wahl), die verwendete mathematische Modelle schnell und zuverléssig einsetzbar
machen. So werden immer mehr Softwarekomplettlosungen angeboten, die aber leider
die dahinterstehenden mathematische Modelle oft nicht mehr erkennen lassen. Dies ist
nicht immer vorteilhaft. Fiir bestimmte Verfahren bestehen gewisse Kriterien, die beim
Einsatz erfiillt sein miissen und bei Nichterfiillen zu Uberraschungen, Verwunderungen
oder Fehlern fithren. Meist hat der Anwender auch mehrere Losungsmoglichkeiten zur
Verfiigung, so dass auch die Vielfalt entsprechend eingeordnet werden muss. Wir wollen
Erfahrungen und Tipps aufzeigen und weitergeben, um praktische Probleme effizient zu
16sen.

Durch die tiber 800 Beispiele und gelosten Aufgaben wird das Versténdnis des Lehrstoffes
gefestigt. Um sich die Lineare Algebra zu erschlieflen, ist es ratsam, die Beispiele durch-
zuarbeiten und die Aufgaben zu 16sen. Arbeiten Sie alleine und auch in Gruppen! Stellen
Sie eigene Fragen und iiberlegen Sie sich Antworten! Unterhalten Sie sich iiber Lineare
Algebra! Uber 200 Bilder tragen zur weiteren Veranschaulichung wichtiger Definitionen,
Sitze, Beispiele und Beweise bei. Uber 20 Tabellen gestalten das Buch iibersichtlich. Am
Ende des Buches finden Sie nach dem Literaturverzeichnis ein Symbolverzeichnis sowie
das griechische Alphabet.

Das vorliegende Buch habe ich vollstéindig in IXTEX mit der Hauptklasse scrbook des
KOMA-Script Pakets erstellt. Die Literaturhinweise wurden mit BIBIXTEX und der Index
mit Makelndex erzeugt. Fast alle Bilder (Abbildungen) wurden mithilfe von PSTricks
oder MATLAB erstellt. Ohne diese schonen Tools wiire dies alles viel schwieriger gewesen.
Falls ich ein Bild aus dem freien Onlinelexikon Wikipedia (http://de.wikipedia.org)
iibernommen habe, so habe ich dies jeweils in der Bildunterschrift erwihnt.

Fiir jede Anregung, niitzlichen Hinweis oder Verbesserungsvorschlag bin ich dankbar.
Sie kénnen mich iiber Post oder E-Mail gramlich@hs-ulm.de erreichen. Auch nachdem
das Buch in Druck gegangen ist, wird es weiterleben. So finden Sie auf meiner Homepa-
ge www.hs-ulm.de/gramlich eine sténdig aktualisierte Fehlerliste zu diesem Buch, die
.bib-Datei, in der die von mir angegebene Literatur steht und weitere interessante Links
zur Linearen Algebra.

Ulm, im Friihling 2013 Giinter M. Gramlich
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1. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

Computational mathematics is mainly based on two big ideas: Taylor series and linear
algebra.
Lroyp N. TREFETHEN

Der Computer hat dazu beigetragen, das Studium der numerischen Analysis zu
vertiefen und die Theorie der Matrizen aus ihrem fiinfzigjihrigen Schlaf zu erwecken.
PHILIP J. DAVIS, REUBEN HERSH [22]

In vielen realen auflermathematischen, aber auch innermathematischen Problemen tre-
ten lineare Gleichungssysteme auf; ihre Behandlung ist eines der wichtigsten Themen der
Linearen Algebra. In der Elektrotechnik etwa fithrt die Anwendung der KIRCHHOFFschen
Knotenregel fiir Schaltkreise auf lineare Gleichungssysteme, Bilanzaufgaben in Technik
und Okonomie werden mit linearen Systemen modelliert. Innerhalb der Mathematik wer-
den Losungen nichtlinearer Gleichungssysteme und Optimierungsaufgaben mit linearen
Systemen gesucht (Quasi-NEWTON-Verfahren). Interpolationen und Approzimationen
von Kurven und Fléchen mittels Spline- und anderer Funktionen fiithren auf lineare Sys-
teme. Die Integration von Anfangswertaufgaben bei Systemen gewohnlicher Differenzi-
algleichungen, die Diskretisierung von Randwertaufgaben bei gewdhnlichen und partiel-
len Differenzialgleichungen mittels Differenzenverfahren oder finiter Elemente oder das
Losen von Anfangs- und Randwertaufgaben bei partiellen Differenzialgleichungen fithrt
iiber lineare Gleichungssysteme zur Losung.

Zur sachgerechten Behandlung mathematischer Probleme der Technik und Wirtschaft,
etwa zu Netzwerkberechnungen in der FElektrotechnik oder zur Berechnung von Fach-
werken in der Statik, zur Losung von Transportproblemen oder anderen Optimierungs-
aufgaben, zur qualitativen und quantitativen Diskussion mechanischer dynamischer Sys-
teme bedient man sich der Matrizenrechnung. Matrizen sind mathematische Model-
le fiir innermathematische und auflermathematische Probleme, zum Beispiel fiir Dre-
hungen, Spiegelungen, Projektionen, lineare Abbildungen, digitale Bilder, lineare Glei-
chungssysteme, Graphen, innerbetriebliche Leistungsverflechtungen, Materialverflechtun-
gen bei Stufenproduktionen, Kundenwanderungen, volkswirtschaftliche Verflechtungen,
Trégheitsbeschreibungen starrer Korper, usw.



1. Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

1.1. Lineare Gleichungssysteme

Die Gleichung

2r-5=3
ist eine lineare Gleichung, weil die Variable z linear in ihr vorkommt. Lost man die
Gleichung 2z — 5 = 3 nach der Unbekannten x auf, so erhilt man die Losung = = 4.

Allgemein ist eine lineare Gleichung in einer Variablen x von der Form
ax = b,

wobei a, b reelle Konstanten sind. Fiir a # 0 ist = b/a die Lésung.

Satz 1.1. Wir betrachten die lineare Gleichung ax = b mit reellen Konstanten a, b.

(a) Ist a # 0, dann ist x = b/a die (eindeutige)! Lésung von ax = b.
(b) Ist a =0, aber b # 0, dann hat ax = b keine Lisung.
(c) Ist a =0 und b =0, dann lost jede reelle Zahl die Gleichung ax = b.

Fiir die Losungsmenge L von ax = b gilt also: L = {b/a}, L ={} oder L =R.

Wir betrachten zu diesem Satz gleich ein Beispiel.

Beispiel 1.1. Die Losung der Gleichung 2z = 6 ist # = 3. Die Gleichung Ox = 7 hat
keine Losung. Die Gleichung 0z = 0 hat jede reelle Zahl als Losung, zum Beispiel ist
x =4 eine Losung. =

Bei der Losung der Gleichung ax = b sind drei Félle zu unterscheiden: Eindeutige
Laosbarkeit, Unlosbarkeit und mehrdeutige Lisbarkeit. AusschlieBlich diese drei Fille tre-
ten auch bei linearen Gleichungssystemen auf.

FEine lineare Gleichung in n Variablen z1,xs,...,x, hat die Gestalt
a171 + a2 + -+ + apTy = b,

wobei a1, ao, ..., a, und b gegebene reelle Konstanten sind. Die reellen Zahlen a; nennt
man die Koeffizienten der Gleichung und b € R ist die rechte Seite (Absolutglied)
der Gleichung (Zur Schreibweise sei bemerkt, dass wir fiir die Variablen z1, x2, x3 ei-
ner Gleichung auch x, y oder z schreiben. Kommen mehr als drei Unbekannte vor, so
schreiben wir « mit Index, also z1, x2 usw.).

'Das Wort eindeutig habe ich in Klammer gesetzt, weil es iiberfliissig ist, denn die Losung driickt schon
die Eindeutigkeit aus.



