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3 Planare Graphen — die Eulersche
Polyederformel

Planare Graphen sind solche Graphen, die sich ohne Uberkreuzungen von
Kanten in eine Ebene zeichnen lassen. Wir nehmen hierbei an, dass die Kno-
ten als Punkte in der Ebene dargestellt werden. Eine Kante entspricht dann
einer Kurve, die zwei solche Knotenpunkte verbindet. Diese Definition ist je-
doch immer noch unexakt. Was ist eine Kurve? Was heifit Uberkreuzung? Wir
werden diese Begriffe in den folgenden Abschnitten genauer kldren. Hierbei
gelangen wir in ein Teilgebiet der Mathematik, das eng mit der Graphen-
theorie verwandt ist — die Topologie. Das ist eine Art verallgemeinerte Geo-
metrie, die ohne solche Begriffe wie Léange, Volumen oder Winkel auskommt.
In der Topologie werden Eigenschaften von Figuren untersucht, die bei belie-
bigen bijektiven stetigen Abbildungen erhalten bleiben. Dazu gehéren zum
Beispiel Zusammenhang und Dimension, jedoch nicht Form und Grofe.

Zunéchst miissen wir jedoch mit der hier gegebenen anschaulichen Definition
eines planaren Graphen auskommen. Planare Graphen haben unter anderem
fiir das Schaltkreis-Layout grofle Bedeutung. Hierbei geht es darum, elek-
tronische Bauelemente so durch elektrische Leiterbahnen zu verbinden, dass
keine (oder moglichst wenige) Uberkreuzungen der Leitungen auftreten. Si-
cher kann man nicht durch Probieren aller méglichen ebenen Darstellungen
von Graphen feststellen, ob ein Graph planar ist. Deshalb ist ein (moglichst
einfach tiberpriifbares) Kriterium fiir die Planaritéit von Graphen gesucht.

Dieses Kapitel liefert eine erste Einfiihrung in die Theorie der planaren Gra-
phen. Leser, die mehr zu diesem Thema wissen mochten, sollten zum Beispiel
die Biicher von Sachs [25] oder von Nishizeki und Chiba [21] lesen. Das letzt-
genannte Buch liefert speziell auch eine schéne Ubersicht zu Algorithmen fiir
planare Graphen.

3.1 Planare Einbettungen

3.1.1 Ebene Kurven und Einbettungen

Wie zeichnet man einen Graphen in eine Ebene? Zunéchst ordnen wir den
Knoten des Graphen Punkte der Ebene zu, sodass verschiedene Knoten stets
auf verschiedene Punkte der Ebene abgebildet werden. Die Ebene identifizie-
ren wir mit der Punktmenge R2. Damit kann die Darstellung der Knoten als
Punkte in der Ebene durch eine injektive Abbildung ¢ : V — R? beschrie-



44 8 Planare Graphen

ben werden. Hierbei heifit eine Abbildung ¢ injektiv, wenn aus = # y stets
¢(x) # ¢(y) folgt. Um die Darstellung der Kanten exakt zu beschreiben,
miissen wir zuniichst einige Grundbegriffe kldren. Eine einfache (doppel-
punktfreie) ebene Kurve ist eine stetige injektive Abbildung des Intervalls
[0,1] in die Ebene. Die Stetigkeit ist eine Voraussetzung dafiir, dass die Kurve
zusammenhéngend ist. Die Injektivitéit der Abbildung sichert die Vermeidung
von Doppelpunkten (Selbstiiberschneidungen) der Kurve.

ﬁ

Bild 3.1: Einfache und nichteinfache Kurven

Das Bild 3.1 zeigt links einfache Kurven und rechts eine Kurve mit Dop-
pelpunkten. Eine Kante zwischen den Knoten v € V und v € V ist eine
einfache Kurve mit den Endpunkten ¢(u) und ¢(v). Damit kann eine Kan-
te insbesondere keine Selbstiiberschneidungen besitzen. Verschiedene Kanten
konnen sich jedoch sehr wohl schneiden.

& <76

Bild 3.2: Drei Darstellungen eines Graphen in der Ebene

Das Bild 3.2 zeigt drei verschiedene Darstellungen eines Graphen in der Ebe-
ne. Nur die erste Darstellung besitzt Kanteniiberschneidungen, die beiden
anderen jedoch nicht. Die Knoten sind hierbei durch kleine schwarze Kreise
dargestellt, um sie besser sichtbar zu machen. Eine Darstellung eines Gra-
phen G in der Ebene ohne Kanteniiberkreuzungen nennen wir eine planare
Einbettung von G.

Wir werden bald sehen, dass nicht jeder Graph eine planare Einbettung be-
sitzt. Damit ergibt sich das Problem, zu entscheiden, welche Graphen planare
Einbettungen besitzen und welche nicht. Wir nennen einen Graphen, der eine
planare Einbettung besitzt, einen planaren Graphen.
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3.1.2 Fldchen eines planaren Graphen

Eine Punktmenge G der Ebene R? heifit zusammenhingend, wenn je zwei
Punkte aus G durch eine ganz innerhalb von G verlaufende Kurve verbunden
werden konnen. Es sei G = (V, E) ein planarer Graph. Wir betrachten eine
Einbettung von G in die Ebene. Wenn wir alle Kanten und Knoten von G
(genauer: alle Kurven und Punkte, die den Kanten und Knoten entsprechen)
aus der Ebene entfernen, so zerfillt die Ebene in zusammenh#ngende Gebiete.
Diese Gebiete nennen wir die Flachen der Einbettung.

Bild 3.3: Fliachen einer Einbettung

Das Bild 3.3 zeigt die Flichen einer Einbettung eines planaren Graphen.
Die dargestellte Fliche F5 ist hierbei die unendliche (dufere) Fliche. Ein
Graph ist offensichtlich genau dann planar, wenn alle seine Komponenten
planar sind.

3.1.3 Einbettungen auf der Kugel

Jeder Einbettung eines Graphen G in der Ebene kann auch eine Einbettung
von G auf der Kugeloberfliche zugeordnet werden. Um die Einbettung in
die Kugeloberfliche zu konstruieren, betrachten wir eine stereographische
Projektion. Dazu denken wir uns eine Kugel IC, die auf der Einbettungsebe-
ne £ von G liegt. Den Beriihrungspunkt von X mit £ nennen wir auch den
Siidpol der Kugel. Bild 3.4 verdeutlicht diese Situation. Die vom Nordpol N
der Kugel ausgehenden Strahlen zu den Knoten und Kanten der Einbettung
von GG in & schneiden die Kugeloberfliche in genau einem Punkt. Die Menge
aller dieser Schnittpunkte liefert die gesuchte Einbettung von G in K. Aus
dieser Konstruktion folgt auch, dass jede Fliache einer Einbettung eines Gra-
phen in eine Ebene als duflere Fléiche einer Einbettung gewéhlt werden kann.
Wir miissen dazu nur die Kugel in der Ebene weiterrollen, bis der Nordpol in
der gewiinschten Fliche F; liegt und anschliefend die stereographische Pro-
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jektion in der umgekehrten Richtung ausfithren. Dabei erhalten wir eine neue
Einbettung des Graphen in die Ebene, die nun F; als &uflere Fliache besitzt.
Zwei Einbettungen eines Graphen in die Ebene, die durch diese Konstruk-
tion auseinander hervorgehen, heiflen dquivalent. Man kann zeigen, dass
fiir dreifach zusammenhéngende (sieche Abschnitt 6.1) planare Graphen die
Einbettung bis auf Aquivalenz eindeutig bestimmt ist.

Bild 3.4: Stereographische Projektion

Wir haben gesehen, dass jeder Graph, der in die Ebene eingebettet wer-
den kann, auch eine Einbettung auf der Kugeloberfliche besitzt. Fiir andere
Fliachen trifft dies nicht in jedem Falle zu. Auf einem Torus (eine Fliche in
Form eines Fahrradschlauches) kann man einen vollstdndigen Graphen K7
einbetten. In der Ebene gelingt dies bereits fiir den K5 nicht mehr. Die Ein-
bettbarkeit von Graphen bietet damit auch eine Moglichkeit zur Klassifikati-
on von Fléchen. Dieser Sachverhalt findet in der Topologie Anwendung. Eine
elementare Einfithrung in die kombinatorische Topologie liefert das Buch von
Armstrong [2].

3.1.4 Kreuzungszahl und Dicke

Wenn ein Graph nichtplanar ist, so interessiert man sich manchmal fiir die
»Stirke der Abweichung von der Planaritéit “. Um diesen Begriff etwas genauer
zu fassen, fithren wir einige Mafle fiir diese Abweichung ein. Die Kreuzungs-
zahl (crossing number) v(G) eines Graphen G ist die minimale Anzahl von
Kanteniiberkreuzungen, die bei einer Darstellung des Graphen in der Ebe-
ne auftritt. Es erweist sich jedoch als recht schwierig, diese Zahl fiir einen
gegebenen Graphen zu bestimmen.
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Bild 3.5: Zerlegung eines nichtplanaren Graphen

Ein anderes Maf$ ist die Dicke (thickness) 6(G) eines Graphen G. Das ist
die minimale Anzahl planarer Untergraphen von G, deren Vereinigung G ist.
Wir kénnen uns diese Untergraphen als Schichten vorstellen, die {ibereinander
gelegt sind. Das Bild 3.5 zeigt einen nichtplanaren Graphen der Dicke 2 und
eine Darstellung der beiden planaren Untergraphen als iibereinander gelegte
Schichten. Solche Darstellungen sind fiir das Layout elektrischer Schaltungen
von Interesse. Die exakte Bestimmung der Dicke eines Graphen ist ebenfalls
ein recht schwieriges Thema. Fiir vollstdndige Graphen kennt man zumindest
das Ergebnis.

Satz 3.1 (Beineke und Harary)
Die Dicke eines vollstindigen Graphen mit n (n # 9, n # 10) ist

0(K,) = V+7J'

6

Hierbei sei fiir jedes € R die Zahl |z] die groBite ganze Zahl gleich oder
kleiner . Den Beweis dieses Satzes findet man in dem Buch von Harary [15].

3.2 Die Eulersche Polyederformel

3.2.1 Polyeder

Ein Polyeder ist ein durch ebene Flichenstiicke berandeter Korper (ein
Vielflichner). Wir wollen hier ausschliefllich konvexe Polyeder betrach-
ten. Das sind solche Polyeder, in denen zwei Punkte des Polyeders stets durch
eine ganz im Polyeder verlaufende Strecke verbunden werden kénnen. Ein
konvexes Polyeder kann folglich weder Dellen noch Locher besitzen. Wiirfel
und Tetraeder sind Beispiele fiir konvexe Polyeder. Wir wollen uns im Fol-
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genden nur fiir die kombinatorischen Eigenschaften konvexer Polyeder, nicht
jedoch fiir die geometrischen Eigenschaften interessieren. Kombinatorische
Eigenschaften sind die Anzahl der Seitenflichen, der Ecken und Kanten oder
die Anzahl der Randkanten einer Seitenfliche. Geometrische Eigenschaften
sind Kantenlédngen, Winkel zwischen Kanten oder das Volumen eines Korpers.

Bild 3.6: Das Kantengeriist eines Wiirfels als planarer Graph

Was haben Polyeder mit planaren Graphen zu tun? Fiir die Untersuchung
der kombinatorischen Eigenschaften eines Polyeders geniigt die Betrachtung
des Kantengeriistes, das sich auf folgende Weise auf einen planaren Graphen
abbilden l&sst. Wir fithren zunéichst eine Zentralprojektion mit dem Kan-
tengeriist so aus, dass das Bild als Graph auf einer Kugeloberfliche sicht-
bar wird. Anschaulich kann man sich diesen Prozess wie folgt vorstellen.
Wir platzieren zunichst das Kantengeriist des Polyeders (zum Beispiel eines
Wiirfels) im Inneren einer Hohlkugel. Nun stellen wir uns wiederum im In-
neren des Polyederkantengeriistes eine punktférmige Lichtquelle vor. Dann
fallt der Schatten der Kanten des Polyeders auf die Kugelinnenfliche. Die-
ser Schatten bildet dort einen Graphen, der keine Kanteniiberkreuzungen
aufweist. Schlielich kénnen wir den auf der Kugeloberfliche eingebetteten
Graphen mittels stereographischer Projektion in die Ebene abbilden. Auf
diese Weise kénnen wir die kombinatorischen Eigenschaften eines Polyeders
mit einem planaren Graphen darstellen. Das Bild 3.6 zeigt einen planaren
Graphen, der das Kantengeriist eines Wiirfels repriisentiert.

3.2.2 Die Polyederformel fiir zusammenhiangende Graphen

Es sein nun G = (V, E) ein zusammenhéngender planarer Graph, fiir den uns
eine Einbettung in der Ebene vorliegt. Die Anzahl der Knoten von G sei n,
die Anzahl der Kanten m. Die Anzahl der Flichen der Einbettung bezeichnen
wir mit f. Diese drei Zahlen erfiillen eine bemerkenswert einfache Beziehung,
die LEONHARD EULER (1707 — 1783) entdeckte.
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Satz 3.2 (Euler)
Fiir jeden zusammenhéngenden planaren Graphen gilt

n+ f=m+2. (3.1)

Insbesondere ist die Anzahl der Flichen eines planaren Graphen un-
abhéngig von der konkreten Einbettung in die Ebene.

Wir bezeichnen die Gleichung (3.1) im Folgenden als Eulersche Polyeder-
formel.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch vollstéindige Induktion nach der Anzahl
der Knoten und Kanten. Fiir einen Graphen mit nur einem Knoten und keiner
Kante gilt die Formel offensichtlich. In diesem Falle ist n = 1, f = 1 und
m = 0. Es sei nun G ein Graph mit n Knoten und m Kanten, welcher die
Eulersche Polyederformel (3.1) erfiillt. Wir werden zeigen, dass dann auch
jeder Graph, der einen Knoten oder eine Kante mehr besitzt, diese Formel
erfiillt.

Nehmen wir zunéchst einen Knoten hinzu. Damit der neue Graph wieder
zusammenhéngend ist, miissen wir gleichzeitig eine neue Kante erzeugen.
Entweder wir platzieren den Knoten auf einer der vorhandenen Kanten, wobei
diese Kante in zwei neue Kanten unterteilt wird oder wir setzen den Knoten
in irgendeine Fliche und verbinden ihn durch eine neue Kante mit einem
bereits vorhandenen Knoten. In beiden Fillen nimmt die Anzahl der Knoten
und Kanten um je 1 zu und die Anzahl der Flichen bleibt konstant. Damit
addieren wir je 1 zu beiden Seiten der Gleichung (3.1), sodass diese Gleichung
giiltig bleibt.

Eine neue, in G eingefiigte Kante verlduft ganz im Inneren einer Fléiche der
Einbettung. Diese Fliche wird folglich in zwei neue Flichen zerlegt. Damit
nimmt bei dieser Operation die Anzahl der Kanten und Fldchen um je 1 zu,
sodass wiederum die Eulersche Polyederformel erhalten bleibt. Folglich gilt
sie fiir alle zusammenh&ngenden planaren Graphen. [J

Die Eulersche Polyederformel ldsst sich fiir den Wiirfel nach Bild 3.6 leicht
iiberpriifen. Dieser Graph (ebenso wie der Wiirfel als Korper) besitzt 8 Kno-
ten (Ecken), 12 Kanten und 6 Flichen. Tatséchlich ist 8 + 6 = 12 4 2. Die
oben beschriebene Projektion des Kantengeriistes eines konvexen Polyeders
begriindet auch den Namen Polyederformel, obwohl wir zunéchst eine Be-
ziehung iiber planare Graphen bewiesen haben.
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3.2.3 Die Polyederformel fiir nicht zusammenhangende
Graphen

Die Eulersche Polyederformel ldsst sich auch fiir nicht zusammenhéngende
Graphen verallgemeinern. Es sei G ein planarer Graph mit ¢ Komponenten.
Fiir jede Komponente gilt die Beziehung (3.1). Wir miissen jedoch beach-
ten, dass sich alle Komponenten die duflere Fliche teilen. Damit haben wir
insgesamt ¢ — 1 Flidchen weniger. Es folgt n 4+ f — (¢ — 1) = m + 2 oder

n+f—c—m=1.

Die relativ einfache Polyederformel besitzt erstaunlich weitreichende Kon-
sequenzen fiir die gesamte Theorie planarer Graphen sowie zahlreiche An-
wendungen in der Topologie. Sie ldsst sich noch allgemeiner fassen, sodass sie
auch fiir Flichen beliebigen Geschlechts (was immer das ist) und fiir hoherdi-
mensionale Rdume gilt. Eine elementare Einfithrung zu diesen Fragen liefert
das Buch von Boltjanskij und Efremovic [8].

3.3 Anwendungen der Polyederformel

3.3.1 Nichtplanare Graphen

Die Eulersche Polyederformel gestattet uns auf einfache Weise zu zeigen,
dass es tatsdchlich nichtplanare Graphen gibt. Unser Ziel ist es zunéchst,
moglichst kleine nichtplanare Graphen zu finden. Dabei kénnen wir uns auf
schlichte Graphen beschrianken, da fiir jede planare Einbettung eines Graphen
beliebig viele parallele Kanten und Schlingen ergénzt werden koénnen, ohne
die Planaritdt zu storen.

Folgerung 3.3
Der vollstandige Graph K3 ist nichtplanar.

Beweis: Wir zeigen diese Aussage indirekt mit der Eulerschen Polyederformel.
Angenommen Kj ist ein planarer Graph. Eine Einbettung miisste dann

f=m+2—-m=104+2-5=7

Flichen besitzen. Jede Fliache wird von mindestens drei Kanten berandet.
Andererseits berandet jede Kante gleichzeitig zwei Flichen. Damit folgt

3f < 2m.



