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Einfiihrung

Mit diesem Buch versucht der Autor die wichtigsten
Themenbereiche der Analytischen Geometrie anschaulich
und moglichst iibersichtlich darzustellen. Wéhrend vieler
Jahre der Vermittlung mathematischer Themen an
Lernende verschiedenster Altersgruppen gab es ab und zu
Verstindnisschwierigkeiten, die einem Lehrenden oft
nicht mehr bewusst sind. Manchmal wird ein
Mathematiker aber auch durch aufmerksame Zuhorer auf
einfachere Losungswege hingewiesen, die das Verstehen
mathematischer Zusammenhinge durchaus erleichtern
konnen. Einige dieser Hinweise wurden in den Unterricht
und schlieBlich auch in dieses Werk iibernommen.

In der Mathematik kénnen die unterschiedlichsten Wege
zum Ziel fiihren. Deshalb ist ein verstdndnisvoller
Lehrender stets bemiiht, die sinnvollsten und einfachsten
Losungswege zu vermitteln. In dieser vorliegenden
Zusammenfassung des Lehrstoffs der mathematischen
Oberstufe wird daher versucht, die wichtigsten
Abiturthemen moglichst  verstindlich und ohne
komplizierte Umwege darzulegen.

Die in diesem Buch gestellten Aufgaben sollten von den
Lesern selbststindig zu 16sen versucht werden und erst
anschlieBend mit dem Losungsanhang iiberpriift werden.
Mathematik lernt man am ehesten durch eigenes
Erarbeiten. Es kann manchmal auch sinnvoll sein, einen
nicht verstandenen Losungsweg erst nach einiger Zeit
nachzuvollziehen. ,,Manches erledigt sich durch Warten®.
Dies ist im tdglichen Leben, wie in der Mathematik ein
hilfreiches Mittel, um Frust zu vermeiden. Anschlie3end
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sollte man sich allerdings seiner Fehler bewusst werden,
um diese kiinftig zu vermeiden.

Viele berithmte Mathematiker und andere heute
angesehene Wissenschaftler sind immer wieder mal
Irrtlimern aufgesessen, die sie erst spater oder teilweise nie
berichtigen konnten. Was heute als selbstverstindlich
gelehrt wird und einem Lernenden so grofartig und
manchmal schwierig erscheint, konnte hédufig erst nach
vielen Jahren, Jahrzehnten oder gar Jahrhunderten geklart
werden. Dazu gehdren Fragen zur ,,Quadratur des
Kreises* aus dem Altertum, das ,,Vierfarben-Problem®,
welches erst im 21. Jahrhundert mithilfe elektronischer
Rechner gelost werden konnte, die Frage nach der
Unendlichkeit von Primzahlen und viele weitere noch
ungeloste Fragestellungen.

Auch die Erkenntnis wund der anschlieBende
mathematische Beweis der Unlosbarkeit einer
Aufgabenstellung gehort zum Wesen der Mathematik.

Man  sollte sich  allerdings niemals  durch
Aufgabenstellungen jeglicher Art entmutigen lassen,
sondern versuchen, moglichst alternative Losungswege zu
testen. Es kann durchaus Freude bereiten, ein Problem zu
einem spéteren Zeitpunkt geldst oder verstanden zu haben.

Das vorliegende Lehrbuch eignet sich nicht nur fiir die
Vorbereitung der Abiturpriifung, sondern auch fiir
Personen, die sich in die hohere Mathematik einarbeiten
mochten.



1. Historische Entwicklung

Die analytische Geometrie wurde vor allem von René
Descartes und Pierre de Fermat unabhingig
voneinander entwickelt.

Der Begriff , kartesisches Koordinatensystem* enthilt
einen Teil des Namens von Descartes.

Seit Descartes Arbeiten werden geometrische Kurven
durch Gleichungen charakterisiert.

So erhélt man aus der Gleichung y = x? eine (schlichte)
Parabel und eine (bestimmte) Hyperbel wird durch die
Gleichung y = x! beschrieben.

Die Geometrie wird demnach mit der Algebra
verbunden. Damit ist es mdglich, geometrische Probleme
rechnerisch zu losen.

Descartes setzte sich auch dafiir ein, mathematische
(deduktive) Methoden in der Philosophie anzuwenden.
Am Schluss seines Hauptwerks ,,Discours de la méthode
pour bien conduire sa raison et chercher la verité dans les
sciences® schrieb er sinngemaf folgende Zeilen:

., Ich hoffe, dass unsere Enkel mir nicht nur fiir die
Dinge Dank wissen werden,
die ich hier auseinandergesetzt habe,
sondern auch fiir diejenigen, die ich absichtlich
tibergangen habe, um ihnen das Vergniigen zu lassen,
sie selbst zu finden. “

Auch in dem vorliegenden Lehrbuch muss vieles in der
Analytischen Geometrie Wichtige ,,libergangen‘ werden,
weil die folgende Abhandlung vor allem einer
zusammenfassenden Abiturvorbereitung dienen soll.
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2. Vektoren

Zwei Punkte P(pi|p2) und Q(qi|q2) bestimmen eindeutig

den Vektor v =PQ = (Zl ~ 222)

Ein Vektor (lat. Trdger) wird mit einem Pfeil als V
gekennzeichnet. Damit wird ausgedriickt, dass ein Vektor
geometrisch als ein in bestimmter Richtung mit
bestimmter Lange verlaufender Pfeil verstanden werden
kann.

Beachte:
Zu jedem Vektor V gibt es unendlich e
viele Entsprechungen mit gleicher ;
Lénge und gleicher Richtung.

/
Beispiel:

B1. Welchen Vektor bestimmen die Punkte A(2|-3) und
B(3]-1)?

AB = <—13—_(2—3)) -(3)
Aufgabe:

(Die Losungen aller Aufgaben sind ab Seite 104 zu finden.)

Al. Welcher Vektor verbindet die Punkte P(-3|4) und
Q(51-2) ?


https://www.oberprima.com/mathematik/mathe-in-der-oberstufe/vektorrechnung-schnell-verstehen/

2.1 Vektorraum
Ein Vektorraum V ist eine algebraische Menge, deren
Elemente Vektoren heif3en.

z.B.d,b,ceV

2.2 Ortsvektor

ﬁ,’ _ (pl) e.:__

Qf-5K)

P2

Ein Ortsvektor
verbindet den
Koordinatenursprung

mit einem Punkt der
Ebene oder des
Raumes.

2.3 Lange eines Vektors

Der Betrag eines Vektors entspricht seiner Liange.
V| =vvi? + vp?

Beispiel:

B2. Welche Linge hat der Vektor v = (_51 2) ?

|U| = /5% + (—12)% = 13 Liingeneinheiten (LE)
5
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Aufgaben:
A2. Berechne die Lange des Vektors v = (18)

A3. Zeige, dass das durch die Punkte A(0|0]0), B(-4|3|5)
und C(-1|7]0) aufgespannte Dreieck gleichseitig ist.

2.4 Abstand von Punkten

Abstand der
dreidimensionalen Q| q:195)
Punkte P(p1|p2|p3)
und Q(q1/qz|q3):

P—‘o

P(pup/zlpu,/
, o ) d

X

|ﬁ| =J(@1—P1)? + (@2 — P2)? + (43 — P3)?

Beispiel:
B3. Welchen Abstand haben die Punkte P(2]-3|1) und
Q(-1/3]4) voneinander?

IPQ|=v9+36+9~7,35LE

Aufgabe:

A4. Bestimme den Vektor ﬁ, den die Punkte A(1]2]3)
und B(4|3]2) aufspannen und berechne den Abstand

dieser Punkte voneinander.
6
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2.5 Vektoraddition

Vektoren gleicher Dimension und )
gleicher Art kdnnen addiert werden.

- _’_ al b1 _ a1+b1) __;_’
a+b—(a2)+(b2)—(a2+b2 ] >

2.6 Vektorsubtraktion

Vektoren gleicher Dimension und gleicher Art kdnnen
auch subtrahiert werden.

Vektorsubtraktion

Beispiele: o
5 4%
Ba.a=(4); 5=(3) N b T/
— — -2 i 1 >
@a-b =( 3 ) 4 -3 -2 -1 T T .
|
24

B5. Addiere und subtrahiere die Vektoren

3 1
3=<—2> und B=<2 )
1 _3
4 2
a+B=<o) ; a-B:(—4>
2 4



Aufgabe:
AS5. Addiere und Subtrahiere die beiden Vektoren

5 /2
3=<0> und b=<—2>
-1 4

2.7 Geometrische Verschiebung

Ein Vektor kann zur Ortsverdnderung von geometrischen
Formen dienen, indem charakteristische Punkte durch
einen Vektor verschoben werden.

Aufgabe:

A6. In welche Punkte A°, B und C¢ werden die Punkte
A(11), B(-2|3) und C(4|2) durch den in der Skizze

angegebenen Vektor V = (_25) verschoben?

Verschiebungsvektoren



2.8 Einheitsvektor

Ein Einheitsvektor weist die Lange 1 auf. Dazu wird der
Vektor durch seinen Betrag dividiert:

| <

=
e =

=

Beispiel:

8
B6. Berechne den Einheitsvektor des Vektors Vv = ( 4 )

(4)

v = = /82 +42 + (—8)? = V144 = 12

oy
Il
|
m-PG)
N————
Il
S
I
Wik wlN
Il
W=
~
_ N
SN——

_8 _2 —2
12 3
Uberpriifung auf Linge 1:

- (O O+ (2 = frririmn

Aufgabe:

A7. Bestimme den Einheitsvektor des Vektors

1
U= < 2 ) und tiberpriife dessen Linge.
-3
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2.9 Kollinearitat

Kollineare Vektoren sind parallele /
oder antiparallele Vektoren. Einer
der beiden Vektoren ist ein /

-

Vielfaches des anderen Vektors. 7
a=s-'b
Die Vektoren 3 und b heifRen linear abhingig.
Beispiel:
6 2
B7.1-3]=3-1-1
9 3

Der linke Vektor entsteht durch Multiplikation mit
einem Skalar (Zahlenwert) aus dem rechten Vektor.

6 2
Die Vektoren (—3) und (—1) sind linear abhéngig.
9 3

2.10 Komplanaritit

¢=3-3+2b

Linearkombination dreier
Vektoren.

Die Vektoren 3, b und ¢ sind komplanar, liegen also in
einer Ebene und sind linear abhiingig.
10
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Mindestens ein komplanarer Vektor ldsst sich als
Linearkombination zweier Vektoren darstellen.

Beispiel:

1 1 2
BR&. Sind die Vektoren (7) , <2> und (—1) komplanar?
2 1 1

1 1 2 ) 1=r+2s
(7)=r-<2>+s-<—1>:> ) 7=2r—s
2 1 1 [2=r1 +s

) +1II) 9 =3r

() 0)-6)

Die drei Vektoren sind komplanar und damit linear
abhingig.

r=3inI)1—3+25

m
)—A

Sollte das Gleichungssystem nicht losbar sein, so wiren
die Vektoren linear unabhingig.

Aufgabe:

A8. Uberpriife, ob die Punkte A(5|-8|-1), B(3|-2|1) und
C(2/1]2) in einer Ebene liegen, d. h. ob ihre
Ortsvektoren komplanar bzw. linear abhédngig sind.

11



2.11 Lineare Unabhiingigkeit

Lassen sich Vektoren nicht linear kombinieren, so sind
sie linear unabhingig.

Aufgabe:

1 0 0
A9. Zeige, dass die Vektoren <0> , (1) , (O)
0 0 1

nicht komplanar, also linear unabhingig sind.

3. Berechnung von Vektoren und Punkten

3.1 Mittelpunkt eines Vektors bzw. einer Strecke

OM = > (0A + OB) .
b
8]
Beispiel:

B9. Bestimme den Ortsvektor und die Koordinaten des
Mittelpunkts M zwischen den Punkten P(2]-3|1) und

Q(4l-13).

. 2 4 6 3
o% = 05 - (_3)+(_1> _ 0,5-(—4>=<—2>

1 3 4 2
= M@3|-2[2)

12



Aufgabe:
A10. Errechne den Mittelpunkt zwischen Punkten

A(-1]0/2) und B(2}4|-3) und gib den zugehdrigen
Ortsvektor von M an.

3.2 Schwerpunkt eines Dreiecks

Hinweis:

Die drei Seitenhalbierenden eines Dreiecks schneiden
sich im Schwerpunkt dieses Dreiecks.

13
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Beispiel:

B10. Bestimme den Schwerpunkt des Dreiecks mit den
Eckpunkten A(1|2|3), B(4/5|6) und C(-2|-4/-3).

o (()-0)-C3)-0)-)

— S(1]1]2)

Aufgabe:
A1l. Berechne den Schwerpunkt des Dreiecks mit den

Eckpunkten A(4|1|3), B(-1]|-4|0) und C(0]-3|6) und
gib den Ortsvektor von S an.

14



3.3 Punkte und Vektoren im Raum

z

Beispiel: 3/ &

Ly

B11. : A

F5l513) \

el

/|2

\

1

/13 |
\
\

/4

7

A(6[0[0) (660

6
7
P

Im Pyramidenstumpf der Abbildung sind die Punkte
A(6]0]0), B(6/6|0) und F(5|5|3) gegeben.

a) Welche Koordinaten weisen die restlichen Eckpunkte
C,D, E, G und H auf.

Wegen der parallelen Kanten gelten: C(0[6/0) und
D(0)0]0). Aus dem Vergleich der Punkte A, B mit F
lasst sich eine ,,Einriickung® um 1 und die ,,Hohe* 3
erkennen: E(5|1|3), H(1]1|3), G(1]5|3)

b) Die Vektoren AF und BH sind zu bestimmen.
. 5 6 -1
3 0 3
/1 6 -5
3 0 3

15



ZuB11.

c¢) Welche Koordinaten hat der Mittelpunkt M der
Deckfliche EFGH?

. . 5 1 3
OM = 0,5- (OE + 0G)=0,5- (1) + (5) = (3) =
3 3 3

M(@3[313)

Aufgaben:

A12. Zur quadratischen

-
|t

Pyramide der Abbildung 4 /]
sind die Punkte A(4/1|0), '

i,

C(-2/7/0) und S(1[46) RN

gegeben. AN

a) Bestimme die Punkte B A \

und D sowie den T

Mittelpunkt M der AR i

Grundflache ABCD.
b) Berechne die Lange der Seitenkante [AS].

c) Zeige, dass die Beziechung AS = AM + MS gilt.

A13. Ein Wiirfel mit der Kantenlidnge s = 4 ist gegeben.
a) Gib die Koordinaten aller

Eckpunkte an. t

b) Wie lauten die Koordinaten der £
Kantenmittelpunkte S und T? £ Mo

¢) Bestimme die Koordinaten der e lae
Flachenmittelpunkte R und U. . J

d) Welche Koordinaten besitzt der v

Mittelpunkt M im Innenbereich?
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