1  Mathematische Grundlagen

Lehrziele
Nach Durcharbeiten dieses Kapitels sollen die Studierenden

e die Grundziige und den Sinn der Mengenlehre verstehen,

o die wichtigsten Begriffe und Verbindungen der Aussagenlogik beherrschen,

e in der Lage sein, die grundlegenden arithmetischen Rechenregeln und
-gesetze sicher anzuwenden,

¢ das Umgehen mit dem Summen- und Produktzeichen sicher beherrschen,

e in der Lage sein, Beweise mit Hilfe der vollstindigen Induktion durchzu-
fithren,

¢ mit Potenzen, Wurzeln und Logarithmen sicher umgehen konnen,

e in der Lage sein, Aquivalenzumformungen durchzufiihren,

e lineare Gleichungen und quadratische Gleichungen sicher 16sen konnen,

e befihigt sein, nichtlineare Gleichungen aufzulésen, ggf. unter Anwendung
des Horner-Schemas oder der Polynomdivision,

e in der Lage sein, Ungleichungen zu l6sen.

1.1  Mengen und Zahlenmengen

Wie gemischt auch immer die Erinnerungen und Gefiihle an die Mengenlehre
aus der Schulzeit sein mégen: Es ist unbestritten, dass die Mengenlehre' ein
wichtiges Instrumentarium bereit stellt, mit dessen Hilfe oft umfangreiche und
komplizierte Problemstellungen und deren Losungen kompakt und tibersicht-
lich dargestellt werden konnen. Deshalb wollen wir uns an dieser Stelle mit den
wichtigsten Sachverhalten noch einmal vertraut machen.

1 Die Mengenlehre wurde begriindet von dem deutschen Mathematiker Georg Cantor
(1845-1918).
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1 Mathematische Grundlagen

1.1.1 Mengen und Mengenbeziehungen

a) Begriff und Darstellung von Mengen

Definition

Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter unterschiedlicher Ob-
jekte (Dinge). Von jedem Objekt muss eindeutig angebbar sein, ob es zur
entsprechenden Menge gehort oder nicht. Die einzelnen Objekte, aus denen
eine Menge zusammengesetzt ist, heifen Elemente dieser Menge.

Mengen werden iiblicherweise mit lateinischen GroRbuchstaben bezeichnet
(A, B, C, ...). Fiir die Aufzihlung verwendet man in der Regel »geschweifte«
Klammern »{« bzw. »}«. Das Symbol »€« steht fiir die Elementdarstellung, ge-
lesen »ist Element der Menge...«. Ist ein Element nicht in einer Menge enthalten,
verwendet man das Symbol »&«, gelesen »ist nicht Element der Menge ...«. Man
kann Mengen angeben durch Aufzdhlen, durch graphische Darstellung oder
durch Beschreibung.

Bemerkungen und Beispiele:

I. (Aufzdhlung) Die ersten 5 Primzahlen 2, 3, 5, 7, 11 bilden die Menge: »Menge
der ersten 5 Primzahlen«. Bezeichnen wir diese Menge mit A, so kénnen wir
als Aufzihlung schreiben: A = {2,3,5,7,11}. Es gilt beispielsweise 7 € A, d. h. die
Zahl (also das Element) 7 ist Element der Menge A, also Element der ersten 5
Primzahlen. Dagegen gilt beispielsweise 6 & A, d. h. 6 ist nicht Element von A.

1. (graphische Darstellung) Fiir die graphische Darstellung verwendet man
sog. Venn-Diagramme. Bezogen auf die Menge A = {2,3,5,7,11} sihe es
folgendermaRlen aus:

A

Abb. 1.1: Venn-Diagramm am Beispiel

I11. (Beschreibung) Mit »Menge der am heutigen Tag geschlossenen Ehen in
Nordrhein-Westfalen« liegt eine beschreibende Darstellung einer Menge
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1.1 Mengen und Zahlenmengen

vor. Es wire hingegen sehr miihevoll, jedes Element dieser Menge einzeln
aufzuzdhlen.

IV. Die Menge »FuRballfans von Borussia Monchengladbach« ist keine Menge
nach Cantor, da nicht eindeutig angebbar ist, ob ein Element (»FuBballfan«)
zu der Menge gehdrt oder nicht (ob man sich selbst als Fan sieht oder als
solcher von seiner Umwelt wahrgenommen wird, ist subjektiv und nicht
objektiv entscheidbar).

V. In der Statistik, insbesondere in der Wahrscheinlichkeitsrechnung, wird
Thnen die Mengenlehre wieder begegnen. Sie wird dort insbesondere
angewandt zur Verdeutlichung von Ereignissen und deren Wahrschein-
lichkeiten.

Wir wollen noch zwei spezielle Mengen definieren:

Definition

Die Menge, in der alle betrachteten Elemente enthalten sind, wird als
Grundmenge G bezeichnet. Eine Menge, die kein Element enthilt, heiflt
leere Menge.

Fiir die leere Menge schreibt man entweder { } oder @.
Weitere Beispiele:

i. A sei die Menge der ersten 8 Buchstaben unseres Alphabets. Dann ist die
Grundmenge die Menge der Buchstaben unseres Alphabets: G = {A,B,C,...,X,
Y,Z} und fiir A gilt: A = {A,B,C,D,EF,G,H}.

ii. Die Menge A = Menge der Primzahlen zwischen 23 und 29 ist die leere
Menge, also A = {}, da die Zahlen 24, 25, 26, 27 und 28 alle keine Primzahlen
sind.

iii. Die Menge der »vollkommenen Zahlen« zwischen 10 und 20 ist leer.?

2 Fiir alle Freunde der Zahlen ein wenig Zahlentheorie am Rande: Unter einer vollkom-
menen Zahl versteht man eine Zahl, die gleich der Summe ihrer Teiler (einschlieRlich der
1, aber ohne die Zahl selbst) ist. Hiervon gibt es nicht besonders viel. Die erste vollkom-
mene Zahl ist die 6 (=1 + 2 + 3). Die nichste vollkommene Zahlist 28 (=1+2+4+7+
14). Fiir den Fall, dass Sie sich selbst auf die Suche machen: Die nichsten vollkommenen
Zahlen sind 496 und 8.128.
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1 Mathematische Grundlagen

b) Mengenbeziehungen

Wir wollen uns im Folgenden die Beziehungen zwischen zwei oder mehreren
Mengen ansehen.

1. Gleichheit von Mengen
Zwei Mengen A und B heilen gleich, geschrieben A = B, wenn sie dieselben
Elemente enthalten.
Beispiel: Fiir die Mengen A = {1,3,5}, B = {5,3,1} und C = {17* /27, 15 - 10}
giltt A=B=C

II. Teilmengen
Die Menge A heil3t Teilmenge der Menge B, wenn jedes Element der Menge
zugleich auch Element von B ist.
Schreibweise: A C B

Bemerkungen und Beispiele:
a. Fiir die Mengen A = {1,3,5,7} und B = {1,2,3,4,5,6,7} gilt: A C B

Abb.1.2

b. Die Menge der Stiirmer in einer Fuballmannschaft ist eine Teilmenge
der gesamten Mannschaft.
c. Sei A = {x|x ist eine Stadt in Nordrhein-Westfalen}
B = {yly ist eine Stadt in Deutschland}
C = {z]z ist eine Stadt in Asien}
Dann gilt: A C B, aber A ¢ Cund B ¢ C.
d. Man vereinbart, dass die leere Menge { } Teilmenge jeder Menge ist.
e. Jede Menge ist auch Teilmenge von sich selbst.
I1I. Potenzmenge
Die Menge P(A) aller Teilmengen M einer gegebenen Menge A heilt
Potenzmenge der Menge A, geschrieben:

Beispiel: Essei A = {1,2,3}
Dann ist P(A) = {{ },{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}
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1.1 Mengen und Zahlenmengen

Hat die Menge A n Elemente, dann besitzt die Potenzmenge P(A) 2"
Elemente, d. h. 2" verschiedene Teilmengen. Die leere Menge { } und die
Menge A sind hierbei entsprechend der Eigenschaft einer Teilmenge mit-
gezihlt.

Im obigen Beispiel besitzt die Potenzmenge der Menge A mit n = 3 Elemen-
ten 2°> = 8 Elemente.

Aufgabe 1:

a) Gegeben sei die Menge {a;b;c}. Bestimmen Sie die Potenzmenge!

b) Gegeben sei die Menge {a;b;c;d;e;f;g;h}. Aus wie viel Elementen besteht die
Potenzmenge?

1.1.2 Mengenoperationen

Wir kennen Verkniipfungen von Zahlen z. B. durch Addition, Subtraktion etc.
Ahnliche Aussagen lassen sich auch fiir Mengen machen.

I. Durchschnitt zweier Mengen
Unter dem Durchschnitt zweier Mengen (der Schnittmenge) versteht
man die Menge aller Elemente, die sowohl zu A als auch zu B gehéren.
Schreibweise: A N B
Es gilt: A N B:= {x|x € A A x € B}. Es liegt also hier die »und«-Verkniipfung
vor, also »x in A« und »x in B«. Das A-Zeichen ist das mathematische Symbol
fiir »und«.
Ferner gilt fiir n Mengen (i = 1,..n, n € N):
A NA,NAsN..A, = N, A = {x[x liegt in allen Mengen A}
Haben zwei Mengen A und B kein gemeinsames Element, d. h. esist AN B: =
{}, dann heiRen diese Mengen disjunkt oder auch elementfremd.

Beispiele:
a. A=1{23,57,11,13} und B = {1,2,3,4,5,6,7,8} AN B = {2,3,5,7}

A ANB

Abb.1.3

25

© 2022 W. Kohlhammer, Stuttgart



1 Mathematische Grundlagen

b. Grundmenge G = natiirliche Zahlen = {1,2,3,4,5,6,...}. In G seien:

A = Menge der durch 3 teilbaren Zahlen = {3,6,9,12,15,21,24,27,30...}

B = Menge der durch 7 teilbaren Zahlen = {7,14,21,28,35...}

AN B =1{21,42,63,84,..} = Menge der durch 21 teilbaren Zahlen.

II. Vereinigung zweier Mengen

Unter der Vereinigungsmenge der Mengen A und B versteht man die
Menge aller Elemente, die entweder zu A oder zu B (oder zu beiden) gehéren.
Schreibweise: A U B
Esgilt: AU B := {x|x € A v x € B}. Es gilt hier die »oder«-Verkniipfung, also »x
in A« oder »x in B«. Das V-Zeichen ist das mathematische Symbol fiir »oder«.
Ferner gilt fiir n Mengen (i=1,..n,n €N): A; UA, U A3 U..A, = UL A =
{x|x liegt in mindestens einer der Mengen A}

Beispiele:
a. A=1{2,3,5,7,11,13} und B = {1,2,3,4,5,6,7,8} AUB ={1,2,3,4,5,6,7,8,11,13}

Abb. 1.4

b. Grundmenge G = natiirliche Zahlen = {1,2,3,4,5,6,...}. In G seien:
A = Menge der durch 3 teilbaren Zahlen = {3,6,9,12,15,18,21,24,27,30...}
B = Menge der durch 7 teilbaren Zahlen = {7,14,21,28,35...}
A UB = {3,6,7,9,12,14,15,18,21,24,27,28,30,33,35,36,39,42,45,...}
111. Differenz- und Komplementirmenge
Unter der Differenzmenge der Mengen A und B versteht man die Menge
aller Elemente, die zu A, aber nicht zu B gehoren.
Schreibweise: A \ B (gelesen »A ohne B«) A\ B:= {x|x € A Ax & B}
Falls A eine Teilmenge von B ist, so bezeichnet man die Differenzmenge B\A
auch als die Komplementdrmenge von A beziiglich B. Sie besteht aus
denjenigen Elementen, die zu B, aber nicht zu A gehéren.
Schreibweise: CskA  CpA: = {x|x EB A x & A}, falls A C B
Immer moglich ist die Komplementbildung beztiglich der Grundmenge
G, hier wird zumeist das Symbol A verwendet.
Schreibweise: A A=CA=G\A={x|x€GAX¢A}
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1.1 Mengen und Zahlenmengen

Beispiele:
a. A =11,2,3,4,5,6}
B = {5,6,7,8,9,10}
D =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}, ACD
A\ B = {1,2,3,4} Differenzmenge
B\ A = {7,8,9,10} Differenzmenge
CpA =D \ A = {7,8,9} Komplementirmenge

) A
A\B DA =A
B\A
.B B
A '

Abb. 1.5

b. G = Kinder einer Schulklasse
A = Menge (Anzahl) der Méddchen in dieser Klasse, A C G
A = Menge (Anzahl) der Jungen in dieser Klasse

Wir wollen abschliefend noch einige Gesetze und Rechenregeln der Men-
genalgebra zusammenfassen. Wie an anderer Stelle schon einmal erwéhnt,
werden Sie einige dieser Regeln in der Statistik im Zusammenhang mit der
Wabhrscheinlichkeitsrechnung wiedersehen.

Regel Name Beispiel Formel

Es seien
A={1,23,4,56,7}
B=1{5,6,7,8,9,10}
C=1{2,4,6,8,10,12}

G =N (natirliche Zahlen)
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1 Mathematische Grundlagen

Regel Name Beispiel Formel
1. AnB=BNA Kommuta- ANB = {567} =BNA (1.1)
AUB=BUA tivgesetze AUB = {1,23,4,5,6,7,89,10} =BUA
2. (AnB)nC= Assoziativ- (AnB) NC= {6} =An (BNC) (1.2)
An(BNQ) gesetze (567} (68,10}
(AUB)UC = (AuB) uC=1{1.23,...,89,10,12}
Au(BUC) {1,23..89,10}
u(BuC)
3. AU(BNQ) = Distributiv- AU (BNC) = (13)
(AUB)N (AU gesetze (AUB)N(AUCQ)
An(BUC) = {7} 0 (6810} =
(AnB)U (AN ——
— BNC
{1,2,...910} n {1,...,810,12} =
AuB AuC
{1,2,3/4,56,7,8,10}
{7} 0 (567891012} =
—_———
BucC
{5,6,7} U {246} = {6}
—— =
ANnB AnC
4. A\(BNnC) = De Mor- {1,...7}\{6,8,10} = (1.4)
(A\B)U(A\C)  gansche ~—— ~~—
A\(BUC) = Regeln
1,...4} U {1357} ={1,23457
(A\B)n (A\C) Qo4 v 1357} =4 }
AU :ZHB' A\B A\C
ANB=AUB

{1,...7}\{2,4,5,6,7,89,10,12} =
—_—— —

A BuC

(1,..4} n {1357} = {13}
—— ——

A\B AC
{11,1213,..} =
————
708
{89,10,11,...} n {1,23,4,11,12,13,..

3

A B
{1,234,89,10,11...} =

ANB

{89,10,11,..} U {1,23,411,12,13,.

D)

A B
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1.1 Mengen und Zahlenmengen

Aufgabe 2: Bilden Sie Durchschnitt A N B, Vereinigung A U B und Differenz
A\ B folgender Mengen:

a) A = {3:4;6;7;8}, B = {2;4;5;6;7}

b) A = {abic}, B ={}

o A={}B=1{1357}

Aufgabe 3: Gegeben sind folgende Mengen: Grundmenge G = {1,3,5,7,9,11,
13,15}, A = {1,3,5,9}, B = {9,11,13,15}. Belegen Sie anhand des Beispiels die
Giiltigkeit folgender Aussage: ANB = A UB!

1.1.3 Zahlenmengen

Nachdem wir uns in den obigen Abschnitten allgemein mit Mengen befasst
haben, betrachten wir nun eine besonders wichtige Kategorie von Mengen, die
Zahlenmengen.

In der Mathematik unterscheidet man verschiedene Zahlenmengen, die
sinnvoll aufeinander aufgebaut sind. Alle diese Mengen haben unendlich
viele Elemente, dennoch sind diese Mengen unterschiedlich »groR«. Man
kann sich gedanklich alle Zahlen auf einem Zahlenstrahl untergebracht
vorstellen.

Abb. 1.6

Das einfachste und grundlegendste Zahlensystem sind die natiirlichen Zahlen
(1, 2, 3,..). Sie folgen gewissermaRen dem natiirlichen (Ab-)Zdhlvorgang.
SchlieRt man die 0 und die negativen Zahlen mit ein, so bezeichnet man diese
Menge als ganze Zahlen. Fiir die meisten Berechnungen reichen jedoch die
ganzen Zahlen nicht aus, denn eine Zahl wie etwa 0,5 (= %) oder % ist nicht in
der Menge der ganzen Zahlen enthalten. Hierfiir bendtigen wir eine neue
Zahlenmenge, die wir als rationale Zahlen bezeichnen. Die rationalen Zah-
len umfassen alle Briiche und damit auch die ganzen Zahlen (z. B. ist 1 =1). Mit
den rationalen Zahlen sind allerdings noch nicht alle denkbaren Zahlen er-
fasst. Der Zahlenstrahl ist noch immer »liickenhaft«. Es gibt Zahlen, die sich
nicht als Bruch darstellen lassen, z.B. die beiden Naturkonstanten n (=
3,14159...) und e (= 2,71828..., »Eulersche Zahl«) oder etwa /3, diese Zahlen
heifen irrational. Erweitert man die rationalen Zahlen um die irrationalen

29

© 2022 W. Kohlhammer, Stuttgart



1 Mathematische Grundlagen

Zahlen, so erhilt man die reellen Zahlen. Sie decken den Zahlenstrahl kom-
plett ab, deshalb ist es sehr praktisch, wenn man fiir Berechnungen die reellen
Zahlen zu Grunde legt, denn um etwaige »Liicken« braucht man sich dann
nicht mehr zu sorgen. Der Vollstindigkeit halber sei erwdhnt, dass es noch
eine weitere Zahlenmenge gibt, die die Menge der reellen Zahlen umfasst. Sie
wird als die Menge der komplexen Zahlen bezeichnet und im Allgemeinen mit
C abgekiirzt. In der Menge der komplexen Zahlen lassen sich Ausdriicke be-
rechnen - wie z. B. ,/—17 - die in der Menge der reellen Zahlen nicht definiert
sind. Fiir die Wirtschaftsmathematik sind sie jedoch von untergeordneter
Bedeutung, weshalb wir sie nicht weiter behandeln wollen.
Zusammenfassung:

Zahlen Begriff Abk.
1,23,... Naturliche Zahlen N
...-3,-2,-1,0,1,2,3,... Ganze Zahlen VA
Alle Briiche Rationale Zahlen Q
Alle rationalen Zahlen plus alle irrationalen Zahlen Reelle Zahlen R
(z.B.m, e, V2)

Fiir die behandelten Zahlenbereiche gilt somit: NC Zc Q c R

Abb.1.7

Wir wollen uns zum Abschluss dieses Kapitels noch mit speziellen Mengen
reeller Zahlen beschiftigen, ndmlich mit den Intervallen.

Die Menge der reellen Zahlen, die einer Ungleichunga <x <bbzw.a<x<b
bzw.a < x < b bzw. a < x < b geniigen, nennt man Intervall.
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