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Vorwort

Liebe Schiilerinnen und Schiiler,

dieses Ubungsbuch ist die ideale Hilfe bei der Vorbereitung auf das Landesabitur 2023 im
Fach Mathematik in Hessen.

e Sie erhalten im ersten Teil des Buches zahlreiche Informationen zum Abitur, deren
Kenntnis fiir die gezielte Vorbereitung auf die Abiturklausur hilfreich und wichtig ist. Dazu
gehoren u. a. eine komplette Aufstellung der fiir die Priifung 2023 relevanten Themen, Hin-
weise zum genauen Ablauf der Priifung sowie alles Wissenswerte zur Struktur und zu den
Anforderungen der Priifungsaufgaben.

e Sie finden dariiber hinaus viele praktische Hinweise, die Ihnen sowohl in der Vorbereitung
auf das Abitur als auch wihrend der Priifung dazu verhelfen, Priifungsaufgaben gut zu
16sen.

e Im Jahr 2023, also im Jahr Thres Abiturs, wird es in Hessen zum fiinften Mal zum Einsatz
eines Pflichtteils ohne Hilfsmittel kommen. Man darf also in diesem Teil der Priifung kei-
nen WTR bzw. kein CAS benutzen und auch keine Formelsammlung. Zur Vorbereitung
finden Sie in diesem Band zwei Aufgabenserien, die in Format und Inhalt diesem Teil ent-
sprechen.

e AuBlerdem enthilt dieser Band die offiziellen, vom hessischen Kultusministerium gestellten
Original-Abituraufgaben der Jahre 2018 bis 2021. Zudem stehen Thnen die Aufgaben des
Jahres 2022 als PDF zum Download zur Verfiigung, sobald sie zur Verdffentlichung frei-
gegeben sind. Das Aufgabenformat aus dem Jahr 2018 wird Ihnen in dem Teil Ihrer Abitur-
priifung begegnen, in dem Hilfsmittel erlaubt sind. Die Priifungen aus den Jahren 2019 bis
2022 haben bereits das Format, das Ihnen vorgelegt werden wird. Zu all diesen Aufgaben
sind vollstiindige und ausfiihrlich kommentierte Losungsvorschlidge von unseren Auto-
ren vorhanden. Sie ermdglichen Thnen, Thre Losungen eigenstindig zu kontrollieren und die
Rechenwege Schritt fiir Schritt nachzuvollziehen.

Bei allen Original-Abituraufgaben wurden von unseren Autoren Hinweise und Tipps er-
ginzt, die Thnen Hilfestellungen fiir die Losung der Aufgabe geben. Wenn Sie mit einer
Aufgabe nicht zurechtkommen, schauen Sie deshalb nicht gleich in die Lésungen, sondern
nutzen Sie schrittweise die Losungstipps, um selbst die Losung zu finden.

Sollten nach Erscheinen dieses Bandes noch wichtige Anderungen in der Abitur-Priifung 2023
vom Kultusministerium bekannt gegeben werden, finden Sie aktuelle Informationen dazu im
Internet unter www.stark-verlag.de/mystark.

Die Autoren wiinschen Thnen fiir die Priifungsvorbereitung und fiir das Abitur viel Erfolg!
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Hinweise und Tipps zum
Landesabitur 2023

Ablauf der Priifung

Die zentrale schriftliche Abiturpriifung

Seit dem Schuljahr 2006/2007 gibt es in Hessen im Fach Mathematik zentrale schriftliche
Abiturpriifungen. Die Aufgaben werden im Auftrag des hessischen Kultusministeriums
von einer Fachkommission erstellt. Die Beurteilung der Losungen der Schiiler/innen wird
von zwei Fachlehrkréften durchgefiihrt. Es kann auch im Abitur 2023 moglich sein, dass
die Zweitkorrektur durch Lehrkrifte anderer Schulen erfolgt. Die verbindlichen curricula-
ren Vorgaben (Kerncurriculum Mathematik Hessen), nach denen in den drei ersten Schul-
halbjahren der Qualifikationsphase der gymnasialen Oberstufe unterrichtet wird, bestim-
men Inhalte und Anforderungen der Abituraufgaben. Hinzu kommt, dass die Bildungs-
standards Mathematik verstiarkt in den hessischen Abschlussarbeiten, also auch beim
Landesabitur, in den Materialvorgaben und Fragestellungen der Aufgaben beriicksichtigt
werden.

Aufbau der Priifungsaufgaben

Das hessische Landesabitur Mathematik in Hessen besteht seit dem Jahr 2019 aus zwei
unterschiedlichen Abschnitten im Bereich der schriftlichen Priifungen.

Priifungsteil 1: Vorschlag A

Dies ist der ,hilfsmittelfreie Teil der Priifung, d.h., die Aufgaben sind ohne Formel-
sammlung und ohne Taschenrechner zu 16sen. Es werden vier Aufgaben gestellt, die min-
destens zwei Kurshalbjahre der Q-Phase abdecken. Dabei beinhaltet ein Aufgabenset drei
Aufgaben mit dem Niveau I und eine Aufgabe mit dem Niveau II (Niveau I beinhaltet die
Anforderungsbereiche I und II und Niveau II den Anforderungsbereich III, sieche die Sei-
ten VII bis IX).

Priifungsteil 2: Vorschldge B und C

Der Priifungsteil 2 besteht aus den Vorschlidgen B1 und B2 zur Analysis sowie C1 zur Li-
nearen Algebra/Analytischen Geometrie und C2 zur Stochastik. Zuletzt konnte die Lehr-
kraft in der Stochastik eine Vorauswahl zwischen zwei Aufgaben (C2.1 und C2.2) treffen.
Fiir den Priifungsteil 2 (Vorschldge B und C) werden zwei Rechnertechnologien angebo-
ten, WTR und CAS. Sie bekommen aber nur die Aufgaben fiir die Rechnertechnologie,
welche in Threm Kurs vereinbart und angewendet wurde. Sie miissen aus B und C jeweils
einen Vorschlag auswéhlen. Die Formate dieser Aufgaben entsprechen den bisher ver-
wendeten Fragestellungen.

Bearbeitungszeit

Die Auswahlzeit wird im Sinne der Angleichung an die Priifungsrealitit in die Bearbei-
tungszeit integriert. Die Gesamtbearbeitungszeit betridgt im Grundkurs 255 Minuten.

I
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Ablauf der Priifung

Ab dem Abitur 2022 werden alle Aufgabenvorschlige (sowohl der Aufgabenvorschlag
zum Priifungsteil 1 als auch alle Vorschldge zum Priifungsteil 2) bereits zu Beginn der
Priifung ausgeteilt. Der Priifling entscheidet selbst, wann er Vorschlag A (hilfsmittelfreier
Priifungsteil 1) und seine Bearbeitung von Vorschlag A abgibt, im Grundkurs jedoch
spatestens nach 90 Minuten. Nach Abgabe von Vorschlag A erhilt er die zusétzlichen
Hilfsmittel fiir Priifungsteil 2. Alle Vorschlige zum Priifungsteil 2 verbleiben ab dem
Abitur 2022 bis zum Ende der Bearbeitungszeit beim Priifling.

Bewertungseinheiten (BE)

Priifungsteil 1: Hier werden im Grundkurs 20 BE vergeben.
Priifungsteil 2: Hier werden im Grundkurs 80 BE vergeben.

Zugelassene Hilfsmittel

Die fiir die schriftliche Abiturpriifung im Fach Mathematik (Priifungsteil 2) zugelassenen
Hilfsmittel sind Worterbiicher der deutschen Rechtschreibung, die jeweilige Rech-
nertechnologie (WTR oder CAS), die im Unterricht verwendete Formelsammlung (Ta-
felwerk) sowie die Schreib- und Zeichengeriite, die im Fach Mathematik Anwendung
finden. Im Falle auergewohnlicher n und p (Stochastik) werden die entsprechenden Ta-
bellen zur Binomialverteilung zur Verfiigung gestellt. Nicht zugelassen sind schulinterne
Druckwerke, mathematische Fachbiicher und mathematische Lexika.

Zur Bearbeitung der Aufgaben bekommen Sie Reinschrift- und Konzeptpapier von Ihrer
Schule (versehen mit dem Stempel Ihrer Schule) zur Verfiigung gestellt. Samtliche Ent-
wiirfe und Aufzeichnungen gehoren zur Abiturarbeit und diirfen nur auf diesem Papier
angefertigt werden, das nach Beendigung der Bearbeitungszeit wieder komplett abgege-
ben werden muss.

Rechnertechnologie

Zu Beginn der Jahrgangsstufe 12 geht es um die Wahl der zu verwendenden Rechner-
technologie, also

e Wissenschaftlicher Taschenrechner WTR

e Taschenrechner mit einem Computeralgebrasystem CAS

Diese Entscheidung treffen die jeweiligen Schiiler/innen eines Kurses in Abstimmung mit
ihrem/ihrer Kurslehrer/in. In der Abiturpriifung werden dem Kurs nur die entsprechenden
Aufgabenvorschlige vorgelegt.

Taschenrechner der Kategorie WTR miissen iiber erweiterte Funktionalitidten zur numeri-
schen Berechnung

e der Losungen von Polynomgleichungen bis dritten Grades,

e der (ndherungsweisen) Losung von Gleichungen,

e der Losung eindeutig 16sbarer linearer Gleichungssysteme mit bis zu drei Unbekann-
ten,

der Ableitung an einer Stelle,

von bestimmten Integralen,

von Gleichungen von Regressionsgeraden,

von 2 X 2- und 3 X 3-Matrizen (Produkt, Inverse),

von Mittelwert und Standardabweichung bei statistischen Verteilungen,

von Werten der Binomial- und Normalverteilung (auch inverse Fragestellung)
verfiigen.

II
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Hessen — Grundkurs Mathematik
2020 — B1: Analysis (WTR)

Die Tabellen in Material 1 zeigen die Entwicklung der Weltbevolkerung {iber einen Zeitraum
von 60 Jahren. In Material 2 sind die Wertepaare fiir ausgewihlte Zeitpunkte als Punkte ein-
gezeichnet (Weltbevolkerung in Milliarden Menschen, gerundet auf zwei Nachkommastellen,
Zeit t in Jahren nach Beginn des Jahres 1960).

1.1

1.2

1.3

14

2.1

Zeigen Sie anhand der Tabellenwerte in Material 1, dass die Entwicklung der Weltbevol-
kerung im Zeitraum von 1960 bis 1985 als exponentieller Wachstumsprozess modelliert
werden kann. (4 BE)

Ein Wissenschaftler schldgt vor, die Entwicklung der Weltbevolkerung durch die Funk-
tion f mit f(t)=3,02 - €0.019-t (f(t) in Milliarden Menschen, Zeit t in Jahren nach Beginn
des Jahres 1960) zu modellieren. Geben Sie die Funktionswerte in der folgenden Werte-
tabelle an und zeichnen Sie den Graphen der Funktion f fiir 0 <t<60 in das Koordinaten-
system in Material 2.

t 0 10 | 20 | 30 | 40 | 50 | 60
£(t)

Geben Sie die Weltbevolkerung an, die der Wissenschaftler bei dieser Modellierung fiir
den Beginn des Jahres 2020 prognostiziert. (SBE)

Zeichnen Sie die Wertepaare der Tabelle (Material 1) fiir die Jahre 1990 bis 2020 als
Punkte in das Koordinatensystem in Material 2.

Beurteilen Sie, inwieweit der in Aufgabe 1.2 genannte Modellierungsvorschlag geeignet
ist, die tatséchliche Bevolkerungsentwicklung in der Zeit vor und nach 1990 zu beschrei-

ben. s (5BE)
Berechnen Sie den Wert des Terms % J. 3,02-e0:019 -t dt und deuten Sie das Ergebnis
im Sachzusammenhang. 5 (6 BE)

Fiir die Zeit ab 1985 wird eine neue Modellierung fiir die Entwicklung der Weltbevolke-
rung vorgeschlagen. Dabei wird davon ausgegangen, dass sich die momentane Ande-
rungsrate der Bevolkerungsentwicklung durch eine Funktion g' mit g'(t)=d - ekt modell-
haft beschreiben lisst.

Im Gegensatz zur Funktion f aus Aufgabe 1 wird fiir die Funktion g' der Zeitpunkt t=0
auf den Beginn des Jahres 1985 festgelegt.

Fiir den Beginn des Jahres 1985 geht man von einer momentanen Anderungsrate von
0,0891 Milliarden Menschen pro Jahr aus, wihrend fiir den Beginn des Jahres 2020 nur
noch eine Anderungsrate von 0,078 Milliarden Menschen pro Jahr angenommen wird.
Berechnen Sie auf dieser Grundlage die Werte der Parameter d und k und geben Sie die
Funktionsgleichung von g' an. (SBE)

Im Folgenden soll die momentane Anderungsrate der Bevolkerungsentwicklung durch die
Gleichung g'(t)=0,0891 - e-0,004-t beschrieben werden.

22

Die Funktion g soll die Entwicklung der Weltbevolkerung ab 1985 modellhaft beschrei-
ben.
Berechnen Sie eine Funktionsgleichung der Funktion g so, dass der Funktionswert von g

2020-5
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fiir den Beginn des Jahres 1985 mit dem Tabellenwert dieses Jahres iibereinstimmt.

[zur Kontrolle: g(t)=27,125-22,275 - -0,004-1] (5BE)
2.3 Untersuchen Sie anhand des Funktionsterms von g, wie sich die Weltbevolkerung nach
diesem Modell langfristig entwickelt. (3BE)
2.4 Berechnen Sie den Zeitpunkt, ab dem die Weltbevolkerung nach diesem Modell um we-
niger als 0,08 Milliarden Menschen pro Jahr zunimmt. (3BE)
3 Untersuchen Sie anhand der Werte fiir die Jahre 1995, 2005 und 2020, ob sich die Funk-
tion g zur Modellierung der Entwicklung der Weltbevolkerung fiir den Zeitraum von
1995 bis 2020 besser eignet als die Funktion f. (4 BE)
Material 1
Entwicklung der Weltbevilkerung von 1960 bis 1985
Jahr 1960 | 1965 | 1970 | 1975 | 1980 | 1985
Weltbevolkerung (Milliarden
Menschen, gerundet auf 3,02 | 3,32 3,68 4,06 | 4,44 | 4,85

zwei Nachkommastellen)

Entwicklung der Weltbevilkerung von 1985 bis 2020

Jahr 1985 | 1990 | 1995 | 2000 | 2005 | 2010 | 2015 | 2020
Weltbevolkerung (Milliarden

Menschen, gerundet auf 4,85 5,31 5,74 | 6,13 6,52 6,93 7,35 7,78
zwei Nachkommastellen)

Daten nach: United Nations — Department of Economic and Social Affairs, Population Division (2015): World Popula-
tion Prospects: The 2015 Revision

Material 2
graphische Darstellung der Entwicklung der Weltbevilkerung

9
8
7 4
6
5 -
4 4
3
2 4
1

Weltbevolkerung
| (Milliarden Menschen)

10 20 30 40 50 60
Zeit t (in Jahren nach Beginn des Jahres 1960)
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Hinweise und Tipps

Teilaufgabe 1.1

Ein exponentieller Wachstumsprozess wird durch eine Funktion f(t)=a- ek-t modelliert.
Dividiert man zwei aufeinanderfolgende Funktionswerte (festes Zeitintervall), so erhdlt man
den Wachstumsfaktor k. Dieser muss bei gleichen Zeitintervallen eine Konstante sein.
Teilaufgabe 1.2

Benutzen Sie Ihren WTR zur Berechnung der Funktionswerte.

Tragen Sie die Funktionswerte und die Zeichnung direkt in die Vorlage ein.

Denken Sie daran, dass t=0 dem Beginn des Jahres 1960 entspricht.

Teilaufgabe 1.3
Achten Sie auf die Abweichungen vor und nach t=30 Jahren.

Teilaufgabe 1.4

Berechnen Sie den Wert durch Ermittlung einer Stammfunktion und Einsetzen der Integra-
tionsgrenzen.

Es wird tiber 20 Jahre integriert und dann durch 20 dividiert. Denken Sie an einen Durch-
schnitt und formulieren Sie im Sachzusammenhang.

Teilaufgabe 2.1

Bestimmen Sie d und k durch Einsetzen der gegebenen Werte und Funktionswerte fiir g'.
Vergessen Sie nicht, die Gleichung fiir die Funktion g' am Ende hinzuschreiben.
Teilaufgabe 2.2

g(t) bestimmt sich durch das Integral tiber die Funktion g'.

Denken Sie an die Integrationskonstante.

Berechnen Sie die Integrationskonstante durch Einsetzen des Tabellenwertes fiir t=0 (1985).
Teilaufgabe 2.3

Langfristig heif3t: t — oo

Wie ist das Verhalten des Exponentialterms fiir t — c0?

Teilaufgabe 2.4
Setzen Sie g'(t)=0,08 und l6sen Sie die entstehende Gleichung.

Teilaufgabe 3
Bestimmen Sie die Funktionswerte mit dem WTR.

Denken Sie daran, dass der Beginn des Jahres 1985 identisch ist mit t=0 bezogen auf die
Funktion g.

2020-7
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1.1

1.2

Losung

Man muss zeigen, dass das prozentuale Wachstum in den hier aufgefiihrten Intervallen in
etwa konstant geblieben ist. Das prozentuale Wachstum im Zeitraum von 5 Jahren ergibt
sich aus der Division von jeweils zwei aufeinanderfolgenden Werten der Tabelle des
Materials 1:

Wachstum zwischen 1960 und 1965: 3,32

>

Das bedeutet also ein Wachstum von etwa 9,9 %.

=1,099

Fiir die anderen Wachstumsraten ergibt sich gerundet auf drei Nachkommastellen:

1965 auf 1970: 28 _ 1,108
3.32

1970 auf 1975: 2% _1 103
3.68

1975 auf 1980: %% ~ 1,004

1980 auf 1985: 82 _1 092
4.44

Die Schwankung der Wachstumsraten betrigt also maximal 1,6 %. Das berechtigt, von
einem exponentiellen Wachstumsmodell auszugehen.

t 0 10 20 30 40 50 60
f(t) 302 | 3,65 | 442 | 534 | 6,46 | 7,81 | 9,44

Weltbevdlkerung
g +(Milliarden Menschen)

0 10 20 30 40 50 60
Zeit t (in Jahren nach Beginn des Jahres 1960)

Bei diesem Modell wird fiir den Beginn des Jahres 2020 eine Bevolkerung von 9,44 Mil-
liarden Menschen vorhergesagt.
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1.3

14

2.1

Weltbevdlkerung

g +(Milliarden Menschen)

8 T 1 %
7

6 -

5 |

4 1

33

21

14

0 1'0 2'0 3'0 4'0 5'0 6'0

Zeit t (in Jahren nach Beginn des Jahres 1960)

Wie man sieht, stimmen die Tabellenwerte mit den Funktionswerten der Funktion f(t)
etwa bis zum Jahre 1990 (t=30) gut iiberein. Danach aber liegen die Tabellenwerte mit
immer grofler werdenden Abstinden unterhalb der Funktionswerte, sodass die Modell-
funktion nur innerhalb des Zeitraums von 1960 bis 1990 geeignet erscheint.

20 | 0,019 20 0,019
~4,04

25 25
L-J‘3,02~e0’019“dt:iv 3,02 o019 | 1 302 (001925 _ ¢0019:5)
20 ) 5

Das Ergebnis gibt auf Basis der Modellfunktion f(t) die durchschnittliche Bevolkerungs-
zahl der Weltbevolkerung zwischen dem Beginn des Jahres 1965 und dem Beginn des
Jahres 1985 an. Sie betrégt etwa 4,04 Milliarden Menschen.

Fiir t=0, also den Beginn des Jahres 1985, betrigt die Anderungsrate pro Jahr 0,0891,
also g'(0)=d- ek-0=0,0891. Daraus folgt d=0,0891.

Der Beginn des Jahres 2020 entspricht t=35 (mit 1985 als neuem Zeitnullpunkt). Daraus
folgt unter Verwendung von d=0,0891:

2'(35)=0,0891-ek*35 und g'(35)=0,078 = 0,0891-ek 35=0,078

Division durch 0,0891 und anschlieBendes Logarithmieren ergibt:

In(ek35) =k 35 = In[ 2978
0,0891

Daraus folgt:

k= 2978 ) 0038
35 10,0891

Damit lautet die gesuchte Funktionsgleichung:
g'(t)=0,0891.¢~0-0038 ¢
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