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Vorwort

Liebe Schiilerin, lieber Schiiler,

Sie haben Mathematik in Nordrhein-Westfalen als Leistungskurs belegt und planen,
in diesem Fach Thr Abitur abzulegen. Mit diesem Buch helfen wir Thnen, sich effektiv
auf das Zentralabitur 2023 vorzubereiten:

Sie erhalten im ersten Teil des Buches viele Informationen zur gezielten Vorbe-
reitung auf die Abiturpriifung. Dazu gehoren u. a. eine Aufstellung der fiir die
Priifung 2023 relevanten inhaltlichen Schwerpunkte und Fokussierungen, Hinweise
zum Ablauf der Priifung sowie alles Wissenswerte zur Struktur und zu den Anfor-
derungen der Priifungsaufgaben.

Sie finden dariiber hinaus zahlreiche praktische Hinweise, die Thnen sowohl bei
der Vorbereitung auf das Abitur als auch wihrend der Priifung dazu verhelfen,
Priifungsaufgaben gut zu 16sen.

Das Buch enthilt Ubungsaufgaben im Stil der schriftlichen Abiturpriifung sowie
die vom Ministerium fiir Schule und Bildung des Landes Nordrhein-Westfalen
gestellten Original-Abituraufgaben 2018 bis 2022.

Zu samtlichen Aufgaben wurden von unseren Autoren vollstindige, kommentierte
Losungsvorschlige sowie separate Hinweise und Tipps zum Losungsansatz
ausgearbeitet, die [hnen das selbststéindige Losen der Aufgaben erleichtern.

Zudem ist dieses Buch ein ActiveBook — das bedeutet, Sie

erhalten zusitzliches Ubungsmaterial online bei MyStark: :

— Interaktives Training zum hilfsmittelfreien Teil A AL

— Lernvideos zum Einsatz Ihres GTR bzw. CAS

— Jahrgang 2022, sobald dieser zum Download bereit steht

— Original-Abituraufgaben der Jahre 2017 bis 2022, die
nicht im Buch abgedruckt sind

Interaktives
Training

Ausfiihrliche Infos dazu inkl. Zugangscode zu MyStark finden Sie auf den Farb-
seiten vorne in diesem Buch.

Sollten nach Erscheinen dieses Bandes noch wichtige Anderungen in der Abiturprii-
fung 2023 vom Schulministerium bekannt gegeben werden, finden Sie aktuelle Infor-
mationen dazu ebenfalls bei MyStark.

Wir wiinschen Thnen viel Erfolg bei der Abiturpriifung!
Ihr Stark Verlag
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Hinweise und Tipps zum Abitur 2023

1 Ablauf der Priifung

Die zentrale schriftliche Abiturpriifung

In Nordrhein-Westfalen gibt es im Fach Mathematik zentrale schriftliche Abiturprii-
fungen. Die Aufgaben werden im Auftrag des Ministeriums fiir Schule und Bildung
erstellt. Grundlage fiir die zentral gestellten Aufgaben der schriftlichen Abiturpriifung
sind die verbindlichen Vorgaben der Kernlehrpline fiir die gymnasiale Oberstufe.
Die schriftliche Abiturpriifung in Mathematik besteht aus einem Priifungsteil A, der
hilfsmittelfrei zu bearbeitende Aufgaben umfasst, und einem Priifungsteil B, beste-
hend aus Aufgaben mit realitdtsnahem Kontext und innermathematischen Argumenta-
tionsaufgaben mit Hilfsmitteln.

Seit dem Abitur 2021 haben sich die zeitlichen Vorgaben fiir die Bearbeitung geén-
dert. Die Aufgaben der fritheren Abiturpriifungen sind inhaltlich (allerdings nicht un-
bedingt vom Umfang her) als Ubungsmaterial weiterhin gut geeignet.

Aufbau der Priifungsaufgaben

Die schriftliche Abiturpriifung fiir den Leistungskurs gliedert sich in zwei Priifungs-

teile:

— Fiir den Priifungsteil A erhilt die Schule einen Satz hilfsmittelfrei zu bearbeiten-
der Aufgaben, die grundlegende mathematische Kompetenzen abfragen. Diese sind
verbindlich zu bearbeiten, d. h., es findet keine Auswahl durch die Fachlehrkraft
statt. Die Aufgaben konnen aus allen Inhaltsfeldern (Analysis, Analytische Geo-
metrie/Lineare Algebra und Stochastik) und deren Verkniipfungen sein. Beim
Losen der Aufgaben darf kein Taschenrechner und keine Formelsammlung
verwendet werden.

— Fiir den Priifungsteil B erhilt die Schule zwei Aufgabensitze — einen GTR-Aufga-
bensatz und einen CAS-Aufgabensatz. Jeder Aufgabensatz beinhaltet 2 Analysis-
aufgaben, 1 Aufgabe zur Vektoriellen Geometrie und 1 Stochastikaufgabe.

Die Fachlehrkraft stellt aus einem der beiden Aufgabensitze (GTR oder CAS)
die Aufgaben fiir den Priifungsteil B nach folgenden Vorgaben zusammen:

Der Priifungsteil B wird aus 3 Aufgaben gebildet, wobei eine Analysisaufgabe,
die Aufgabe zur Vektoriellen Geometrie und die Stochastikaufgabe zu wihlen
sind.

Zugelassene Hilfsmittel fiir den Priifungsteil B:

e GTR (grafikfiahiger Taschenrechner) oder CAS (Computer-Algebra-System)

e Mathematische Formelsammlung

e Deutsches Worterbuch
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Dauer der Priifung

Fiir die Bearbeitung stehen Ihnen im Leistungskurs insgesamt 270 Minuten zur Ver-
fiigung. Dabei betrigt die Arbeitszeit fiir den Priifungsteil A, der von Ihnen zu Be-
ginn der Priifung bearbeitet wird, maximal 70 Minuten. Sobald Sie mit dem Prii-
fungsteil A fertig sind, konnen Sie Thre Ausarbeitungen bei der Aufsicht fithrenden
Lehrkraft abgeben. Sie erhalten dann die Aufgaben des Priifungsteils B, einschlief3-
lich der zugelassenen Hilfsmittel. Sollten Sie den Priifungsteil A schneller bearbeiten
konnen, diirfen Sie auch schon frither mit dem Priifungsteil B beginnen. Sie haben

dann fiir diesen entsprechend mehr Zeit.

2 Inhaltliche Schwerpunkte und Fokussierungen 2023

Die inhaltlichen Schwerpunkte und Fokussierungen fiir den Leistungskurs Mathe-

matik in der Abiturpriifung 2023 sind folgende:

Schwerpunkte und Fokussierungen

Beispiele

Funktionen und Analysis
e Funktionen als mathematische Modelle

e Fortfithrung der Differenzialrechnung
— Behandlung von ganzrationalen Funktionen, natiirlicher
Exponential- und Logarithmusfunktion und deren Ver-
kniipfungen bzw. Verkettungen mit Untersuchung von
Eigenschaften in Abhingigkeit von Parametern
— notwendige Ableitungsregeln (Produkt-, Kettenregel)

e Grundverstindnis des Integralbegriffs

e Integralrechnung

2018 — Aufgabe B1
(GTR)

2021 — Aufgabe B1
(GTR)

2019 — Aufgabe A,
Teilaufgabe a
2018 — Aufgabe A,
Teilaufgabe ¢
2019 — Aufgabe A,
Teilaufgabe b

Analytische Geometrie und Lineare Algebra

e lineare Gleichungssysteme

e Darstellung und Untersuchung geometrischer Objekte
e Lagebeziehungen und Abstinde

e Skalarprodukt

2020 — Aufgabe B3
(GTR/CAS),
Teilaufgabe c (2)
2019 — Aufgabe B3
(GTR/CAS)

2019 — Aufgabe B3
(GTR/CAS)

2018 — Aufgabe A,
Teilaufgabe a

II
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Stochastik

e Kenngrofen von Wahrscheinlichkeitsverteilungen 2018 — Aufgabe A,
Teilaufgabe d

¢ Binomialverteilung und Normalverteilung 2019 — Aufgabe B5
(GTR/CAS)

e Testen von Hypothesen 2018 — Aufgabe B5
(GTR/CAS)

3 Leistungsanforderung und Bewertung

Im Leistungskurs belduft sich die Hochstpunktzahl fiir den Priifungsteil A (ohne Hilfs-
mittel) auf 30 Punkte und fiir den Priifungsteil B (mit Hilfsmitteln) auf 90 Punkte
(Analysis 40 Punkte, Vektorielle Geometrie und Stochastik jeweils 25 Punkte).

Die Bewertung der Klausuraufgaben erfolgt auf der Grundlage eines der Aufgaben-
stellung beigefiigten Bewertungsschemas. Darin sind Teilleistungen ausgewiesen, die
die mit der jeweiligen Aufgabe verbundenen Anforderungen aufschliisseln. Das Be-
wertungsschema ist Grundlage der Beurteilung. Von der Modelllosung abweichende
Losungen werden entsprechend bewertet, die fiir die Aufgabenstellung vorgesehene
Hochstpunktzahl kann aber nicht iiberschritten werden. Ferner konnen nur ganze
Punktzahlen vergeben werden. Ausschlaggebend ist hier die fachliche Richtigkeit
und Vollstindigkeit.

Ein weiteres wichtiges Bewertungskriterium ist die Darstellungsleistung, in welche
der richtige Einsatz der Fachsprache und die Strukturiertheit der Ausfiithrungen ein-
flieBen. Die Bewertung der Darstellungsleistung wird in die Bewertung der inhaltli-
chen Leistungen integriert. Punktabzug aufgrund von gehduften Verstofen gegen die
sprachliche Richtigkeit (Rechtschreibung und Grammatik) kann im Anschluss an die
Bewertung der inhaltlichen Leistungen erfolgen.

4 Operatoren und Anwendungsbereiche

Bei der Formulierung der zentralen Priifungsaufgaben werden sogenannte Operatoren
verwendet, die sicherstellen sollen, dass alle Schiiler*innen und Lehrer*innen unter
einer bestimmten Aufgabenstellung das Gleiche verstehen. Damit Sie die Aufgaben-
stellungen korrekt erfassen konnen, ist es sehr zu empfehlen, sich mit diesen Opera-
toren auseinanderzusetzen. Im Folgenden finden Sie eine vollstindige Liste dieser
Operatoren.

Es konnen auch Operatoren verwendet werden, die nicht in dieser Liste enthalten
sind, wenn davon auszugehen ist, dass die jeweilige Aufgabe im Sinne der Auf-
gabenstellung bearbeitet werden kann. Beispiele hierfiir sind: herleiten, ordnen,
priifen, vergleichen, darstellen.

Die Operatoren kénnen durch Zusitze (wie ,,rechnerisch® oder ,,grafisch*) konkreti-
siert werden.

11
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Ubungsaufgaben im Stil der Abiturpriifung
Priifungsteil B — Analysis B2

Das seitliche Profil einer Wasserrutsche in einem Freibad kann durch den Graphen
der Funktion f mit der Gleichung

f(x)=(x+1)-el=x, 0<x<5!

modelliert werden (x und f(x) in Metern). Das Schwimmbecken wird im Bereich der
Rutsche auf der linken Seite durch den negativen Teil der y-Achse begrenzt und der
obere Beckenrand befindet sich auf Hohe der x-Achse. Fiir den Wasserspiegel der
Wasseroberfldache wird angenommen, dass er 20 cm unterhalb des Beckenrandes liegt.
Der Sachverhalt ist in Abbildung 1 veranschaulicht.

f(x)
3 -+

Abbildung 1

a) (1) Ermitteln Sie, in welcher Hohe iiber der Wasseroberfliche das Ende der
Rutsche liegt.

(2) Zeigen Sie rechnerisch, dass die Profillinie der Rutsche auf der gesamten
Linge fillt, und bestimmen Sie das durchschnittliche Gefille der Rutsche.

(3) Bestimmen Sie durch Rechnung denjenigen Punkt auf der Profillinie der Rut-
sche, in dem das Gefille am grofBten ist.
Aus Sicherheitsgriinden darf der Neigungswinkel der Rutsche an keiner Stelle
60° tiberschreiten.
Uberpriifen Sie, ob die Rutsche dieser Norm gerecht wird.

1 Die Funktion f ist fiir alle x € R definiert, wird aber nur fiir 0 < x <5 zur Modellierung verwendet.

19
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Hinweise und Tipps

Teilaufgabe a

(1) Beachten Sie, dass der Abstand bis zur Wasseroberfliche und nicht bis zur x-Ach-
se gesucht ist.

(2) Die Profillinie der Rutsche fillt auf der gesamten Lénge, wenn der Graph der Funk-
tion f im gesamten Definitionsbereich streng monoton fallend ist.
Bestimmen Sie die 1. Ableitung von f und zeigen Sie, dass f'(x) <0 gilt fiir
0<x<5.
Berechnen Sie die durchschnittliche/mittlere Steigung des Graphen der Funktion f
f(x) —f(x)

mit der Formel m = ———=,
X=Xy

Oder
Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f und bestimmen Sie die durchschnittli-
che/mittlere Steigung grafisch mit einer Sekante durch zwei Punkte des Graphen.

(3) Das groBte Gefille der Rutsche liegt an der Minimalstelle der 1. Ableitung f'(x)
Vor.

Uberpriifen Sie als Kandidaten hierfiir die Nullstellen der 2. Ableitung f"(x) und
die Randstellen des Definitionsbereichs.

Bestimmen Sie den Winkel o, der zu dem groften Gefille gehort, mithilfe des
Tangens.

Teilaufgabe b

(1) Beachten Sie, dass beide Seiten verkleidet werden sollen und dass die Verkleidung
bis zur Wasseroberfliche reichen soll.

Berechnen Sie den Inhalt einer Seitenflidche, indem Sie zum Flacheninhalt zwi-
schen der Profillinie und der x-Achse den Flacheninhalt eines Rechtecks addieren.

Oder
Stellen Sie die Wasseroberflidche als Funktion dar und berechnen Sie den Inhalt
einer Seitenfliche als Flicheninhalt zwischen zwei Funktionsgraphen.

(2) Uberlegen Sie, welcher Flicheninhalt durch das bestimmte Integral angegeben
wird und welcher Flicheninhalt davon abgezogen wird.
Markieren Sie in der Abbildung den Flicheninhalt, der iibrig bleibt.
Vergessen Sie nicht, auch die zweite Teilfldche, in die die Verkleidung zerlegt
wird, einzuzeichnen.

(3) Die Funktion F ist eine Stammfunktion der Funktion f, wenn F'(x) =f(x) gilt.

Bilden Sie F'(x) und bestimmen Sie a und b, indem Sie die Funktionsterme mit-
einander vergleichen.

22


https://www.stark-verlag.de/C05501?utm_source=produktseite&utm_medium=pdf&utm_campaign=leseproben

Losung

a) (1) Da die Wasseroberfliche 20 cm=0,2 m GTR/CAS
unterhalb dps Beckenrandes liegt, muss Adeeler1)- e Fertig
zum Funktionswert f(5) noch der Wert
0,2 addiert werden:
f(5)+0,2=0,31

Das Ende der Rutsche liegt ca. 0,31 m (=31 c¢m) iiber der Wasseroberfléiche.

As)+0.2 0.309894

(2) Die Profillinie der Rutsche fillt auf der gesamten Linge, wenn der Graph der
Funktion f im gesamten Definitionsbereich streng monoton fallend ist.
Dies ist der Fall, wenn f'(x) <0 ist fiir 0 <x <5. (Die Rédnder des Definitions-
bereichs konnen bei der Untersuchung auf Monotonie vernachlissigt werden.)

Mit der Produkt- und Kettenregel ergibt CAS

si'ch fiir die1 1 Ableitung: . =2 (0) Fertig
f'(x)=1-el " X+x+1)-e!' =% (-1 Ge
=el—x_(x+1)_el—x a!j{x} e @ 17X

—el-x_x.el-x_el—-x
=—x-el=X
Fiir x >0 gilt folgende Abschitzung:

f'(x)::’)s-el‘x <0
<0 >0

Der Graph der Funktion f ist streng monoton fallend fiir x > 0. Die Profillinie
der Rutsche fillt daher auf der gesamten Linge.

Das durchschnittliche Gefille der Rutsche GTR/CAS

entspricht der mittleren Steigung des (5)A0) T0551678
Funktionsgraphen von f im Definitions- 50
bereich 0<x<5.
m=1O=fO _ 45,
5-0
Alternativ: GTR/CAS

Die mittlere Steigung m kann auch gra-
fisch anhand der Gleichung der Sekante
durch die Punkte P(0|f(0)) und Q(5|f(5))
ermittelt werden.

Das durchschnittliche Gefille der Rut-
sche betrigt ca. 0,52 m je Meter in hori-
zontaler Richtung.

(0,2.72)

y=-0.52x+2.72

] 1 (s.0m1)

24
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(3) Das Gefille der Rutsche wird durch die 1. Ableitung f'(x) beschrieben. Das
grofte Gefille liegt an der Minimalstelle der Funktion f'(x) vor. Dafiir infrage
kommen die Nullstellen der 2. Ableitung f"(x) oder die Randstellen des Defi-
nitionsbereichs.

Mit der Produkt- und Kettenregel ergibt CAS

sich fiir die 2. Ableitung: 2 Fertig
£(x) =—1-el =X+ (—x)-e! =% -(=1) == %)

=—el X4 x.el-x

=(x—1)-el=x a7t (e-x-e)- ™

Notwendige Bedingung fiir eine Minimalstelle der Funktion f'(x): f"(x) =0

(x=1)-el=x=0 |:el-x20
x-1=0 |+1
x=1

Berechnung des Funktionswertes der GTR/CAS
?ulnk_tiorll f'(x): e O Fertig

= . . aif(1) -1
1Zetrl1 .uberprufen sind noch die Randstel- 2770) 7
£ ((')) ~0 a1f(s) -0.091578
'(5)=-0,09 L :

Das grofite Gefille besitzt die Rutsche nach 1 Meter in horizontaler Richtung.
Mit f(1)=2 lauten die Koordinaten des zugehorigen Punktes (1]2).

Der Winkel «, der zu diesem Gefille gehort, berechnet sich durch:

tan(o) =—1 GTR/CAS
o =tan~!(~1) |1an“(‘ 1) -45.
o=—45°

Da Neigungswinkel immer zwischen 0° und 90° angegeben werden, betrigt
der zugehorige Neigungswinkel 45°. Die Rutsche wird der Norm daher ge-
recht.

b) (1) Die zu verkleidende Fldche auf einer Seite der Rutsche setzt sich aus der Fli-
che zwischen der Profillinie der Rutsche und dem oberen Beckenrand (x-Ach-
se) sowie der rechteckigen Flidche zwischen dem Beckenrand und der Wasser-
oberfliche im Bereich 0 <x <5 zusammen. Da beide Seiten der Rutsche ver-
kleidet werden sollen, wird mit 2 multipliziert.

GTR/CAS

5

=2. . ~ 2 5 12.6167

A=2 ['([ f(x)dx +5 0,2] 12,62 [m?] m=2_([f(x)dx+s_o_2)
0
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Abiturpriifung 2021 Mathematik Leistungskurs (Nordrhein-Westfalen)
Priifungsteil B — Analysis B1 (GTR)

Die Funktion f ist gegeben durch die Gleichung f(x)=10-(x-1)-e7*, xe R.
Der Graph von fist in Abbildung 1 dargestellt.

f(x)
2 -+
1 -+
0
1+
-2+
Abbildung 1
Punkte
a) (1) Begriinden Sie, dass x=1 die einzige Nullstelle von f ist. 1
(2) Zeigen Sie: f'(x)=10-(2-x)-e7*. 2
(3) Untersuchen Sie f rechnerisch auf lokale Extremstellen. 3
b) (1) Gegeben ist die Funktion t mit t(x)=—10-e73-x+50-e73, xe R, und
der Wendepunkt W(3|f(3)) des Graphen von f.
Weisen Sie rechnerisch nach, dass der Graph von t die Tangente an
den Graphen von f im Punkt W ist. 4
(2) Die Schnittpunkte der in b(1) gegebenen Tangente mit den beiden
Koordinatenachsen legen eine Strecke fest.
Berechnen Sie die Linge dieser Strecke. 3
(3) Im Intervall [1; 5] begrenzen der Graph von f und die in b(1) gegebe-
ne Tangente zusammen mit der x-Achse eine Fldche F (siehe Abbil-
dung 2).
Bestimmen Sie den Fldcheninhalt von F. 3
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Abbildung 2

c) Die Gerade g ist die Parallele zur x-Achse durch den Hochpunkt
H(2|f(2)) des Graphen von f. Die y-Achse, g und der Graph von f
schlieBen eine Fliche ein (siehe grau gefirbte Fliche in Abbildung 3).

y i
i g H
L/ 1
0 1 2 X
f
o QT P
i
i
-107 !
:py
i
1
Abbildung 3

(1) Ermitteln Sie den Inhalt dieser Fliche.

Q,(u | f(u)), 0<u <2, ist ein Punkt auf dem Graphen von f. Die Parallelen
durch Q, zu den beiden Koordinatenachsen werden mit p, und p,, be-
zeichnet. Die y-Achse, g, p, und Py begrenzen ein Rechteck (sieche
schraffierte Fldche in Abbildung 3).

(2) Ermitteln Sie den Fldcheninhalt dieses Rechtecks fiir den Fall, dass
Q, mit dem Schnittpunkt {ibereinstimmt, den der Graph von f mit der
x-Achse hat.

(3) Untersuchen Sie, um wie viel Prozent sich der Wert aus (2) maximal
vergrofern lésst, wenn fiir Q (u | f(u)) eine andere Position mit
0<u<?2 gewihlt wird.
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d) Die Gerade mit der Gleichung y=x wird als ,,1. Winkelhalbierende* be-
zeichnet. Es gibt genau eine Tangente ty an den Graphen von f, die paral-
lel zur 1. Winkelhalbierenden ist. Eine mit vier Nachkommastellen ange-
gebene nidherungsweise Gleichung fiir ty ist
y=x-0,3824.

Ermitteln Sie rechnerisch den Abstand, den die Tangente t; von der
1. Winkelhalbierenden hat.

e) Die Funktion f gehort zur Schar h,, die gegeben ist durch

h,(x)=10-(x-a)-e™™, xe R,ae R.

Ohne Nachweis kann verwendet werden

h,(x)=10-(x—a—2)-e7X.

Der Graph von h, besitzt genau einen Wendepunkt W .

(1) Ermitteln Sie die Koordinaten des Wendepunktes W,
[Hinweis: Ein Nachweis der hinreichenden Bedingung ist hier nicht
erforderlich.]

(2) t, ist die Tangente im Wendepunkt W,. Eine Gleichung fiir t, ist
y=-10-e2-2.x+10-(a+4)-e2~2,
Fiir a#—4 begrenzt t, mit den beiden Koordinatenachsen ein Dreieck.
Leiten Sie einen Term fiir den Fldcheninhalt Ay des Dreiecks her.
[Mogliche Losung: Ap(a)=5-(a+4)*-e™372]

(3) Ermitteln Sie einen Wert von a, fiir den die Dreiecksfldche die Grofie
10 FE hat.

Hinweise und Tipps

Teilaufgabe a

(1) Setzen Sie den Funktionsterm gleich 0 und l6sen Sie die entstehende Gleichung
nach x auf.

(2) Leiten Sie den Funktionsterm mithilfe der Faktor-, Produkt- und Kettenregel ab.

(3) Die notwendige Bedingung fiir eine Extremstelle lautet: f'(x)=0
Die hinreichende Bedingung fiir eine Extremstelle lautet: f'(x)=0 A f"(x)#0
Bilden Sie die 2. Ableitung mithilfe der Faktor-, Produkt- und Kettenregel.

Oder
Die hinreichende Bedingung fiir eine Extremstelle lautet: f'(x)=0 und an der
moglichen Extremstelle findet ein Vorzeichenwechsel statt.
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Teilaufgabe b

(1) Denken Sie daran, dass bei einer Tangente an den Graphen einer Funktion f im
Punkt P die gleiche Steigung und der gleiche Funktionswert vorliegen.

Die Steigung des Graphen der Funktion an der Stelle x =3 ist gleich dem Wert der
1. Ableitung an der Stelle x =3.

(2) Der Schnittpunkt mit der y-Achse kann mithilfe des y-Achsenabschnitts der Tan-
gente bestimmt werden.

Im Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse ist der Funktionswert der Tangente
gleich null.

Die Linge einer Strecke mit den Endpunkten P(xp|yp) und Qxq | ¥q) berechnet
sich nach folgender Formel:

d(p; Q)=\/(XP—XQ)2 +(yp—yo)?

(3) Die Gesamtfliche kann durch eine Senkrechte vom Wendepunkt W auf die
x-Achse in zwei Teilflichen unterteilt werden.

Achten Sie bei den Integrationsgrenzen auf die vorherigen Aufgaben.
Berechnen Sie den Flicheninhalt der Teilfldichen mithilfe des GTR.

Teilaufgabe ¢
(1) Beachten Sie bei der Geradengleichung die y-Koordinate des Hochpunktes.

Stellen Sie mithilfe der Geradengleichung und der Funktionsgleichung der Funk-
tion f die Differenzfunktion d auf.

Entnehmen Sie die Integrationsgrenzen der Abbildung oder der Beschreibung der
Fléche.

(2) Der Flidcheninhalt A eines Rechtecks mit den Seitenldngen a und b berechnet sich
nach folgender Formel:
A=a-b
Achten Sie bei der Bestimmung der Seitenlidngen auf den Hochpunkt und auf den
Schnittpunkt des Graphen der Funktion f mit der x-Achse.

(3) Stellen Sie mithilfe der Flicheninhaltsformel fiir ein Rechteck die Zielfunktion
auf.
Bestimmen Sie das Maximum mit dem GTR grafisch.

Wihlen Sie den Fldcheninhalt aus Teilaufgabe ¢ (2) als Grundwert und den
maximalen Flacheninhalt als vermehrten Grundwert.
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Losung

a) (1) In den Nullstellen der Funktion f(x) =10-(x—1)-e~*, x€ R ist der Funk-

tionswert null.
10-(x=1)-e7*=0 |:IOe‘X¢0fiirallexe]R

x—1=0

x=1
x =1 ist die einzige Nullstelle.
(2) Eine Ableitung mithilfe der Faktor-, Produkt- und Kettenregel ergibt:

f'x)=10-[1-e *+(x-1)-(-D)-eX]=10-[1—-x+1D-e *]=10-(2—x)-e~*

(3) Zunéchst wird die 2. Ableitung mithilfe der Faktor-, Produkt- und Kettenregel
berechnet:
f'"(x)=10-[-1-e*+(2=x)-(-1)-e7X]
=10-[(-1-2+x)-e7X]
=10-(x-3)-e7 %
Die notwendige Bedingung fiir eine Extremstelle lautet: f'(x)=0
10-(2—x)-e7* =0 |:10e‘x¢0fiirallexe]R
2—-x=0
x=2
Die hinreichende Bedingung fiir eine Extremstelle lautet: f'(x)=0 A f"(x) #0
f"(2)=10-(2-3)-e2=-10e2<0
Da f"(2) <0 ist, liegt an der Stelle x =2 eine lokale Maximumstelle vor.

Alternativ:

Die hinreichende Bedingung fiir eine Extremstelle lautet: f'(x) =0 und an der
moglichen Extremstelle findet ein Vorzeichenwechsel statt.
f'()=10-2-1)-e"'=10e"!>0

£'(3)=10-(2-3)-e"1=-10e1<0

An der Stelle x=2 findet ein (+/-)-Vorzeichenwechsel statt. Daher liegt hier
eine lokale Maximumstelle vor.

Eine Rechnung mit dem GTR reicht bei den Operatoren ,,begriinden Sie*,
»zeigen Sie“, ,,untersuchen Sie rechnerisch oder ,,weisen Sie rechnerisch
nach® nicht aus. Dies betrifft die Teilaufgaben a und b (1).

b) (1) Wenn die Gerade mit der Gleichung t(x) =—10e~3 - x +50e~3 Tangente an
den Graphen der Funktion f im Wendepunkt W(3 | {(3)), also die Wendetan-
gente, ist, dann miissen die Funktionswerte von Gerade und Funktion f an der
Stelle x =3 iibereinstimmen. Ebenso muss die Steigung des Graphen an der
Stelle x =3 mit der Steigung der Geraden iibereinstimmen.
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Es gilt:

f(3)=10-(3-1)-e3=20e73
t(3)=—10e73 -3+50e3 =20e 3

Die Funktionswerte stimmen iiberein.

Die Steigung der Geraden ist m=—10e~>.
Die Steigung des Graphen der Funktion f an der Stelle x=3 ist gleich dem
Wert der 1. Ableitung an der Stelle x =3.
£'(3)=10-(2-3)-e3=-10e3
Die Steigungen stimmen iiberein.
Somit gilt: Die Gerade t ist die Tangente am Graphen der Funktion f im
‘Wendepunkt.
(2) Der y-Achsenabschnitt der Tangente liefert den Schnittpunkt mit der y-Achse:
S,(0]50e73)
Im Schnittpunkt der Tangente mit der x-Achse ist der Funktionswert der
Tangente gleich null.
—10e3-x+50e=3=0
50e3=10e3-x  |:(10e73)
x=5
Der Schnittpunkt mit der x-Achse ist N(5|0).
Die Linge einer Strecke mit den Endpunkten P(xp | yp) und Qxq | y) berech-
net sich nach folgender Formel:

d(P; Q) =,/(xp—xq)2 +(yp —yq)?

Einsetzen der Koordinaten der Punkte Sy und N in die Abstandsformel ergibt:
d(Sy;N)= \/(0—5)2 +(50e=3 -0)2 =5,59[LE]

Die Strecke hat eine Liange von ca. 5,59 Lingeneinheiten.

(3) Die Gesamtfldche kann durch eine Senkrechte vom Wendepunkt W auf die
x-Achse in zwei Teilflachen unterteilt werden.

f(x), t(x)
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