Edition

Harri [

Deutsch

g

Hohere Mathematik

Aufgaben und Losungen

Band 3

von

Karlheinz Spindler

VERLAG EUROPA-LEHRMITTEL - Nourney, Vollmer GmbH & Co. KG
Dusselberger StraBe 23 - 42781 Haan-Gruiten

Europa-Nr.: 59567



Autor:

Prof. Dr. Karlheinz Spindler studierte Mathematik, Mechanik und Geschichte an der Technischen Hochschule Darm-
stadt. Nach Ablegung seines Diploms und des Staatsexamens fiir das Lehramt an Gymnasien war er als Wissen-
schaftlicher Mitarbeiter an der TH Darmstadt tatig und wurde dort Giber ein Thema aus der Strukturtheorie Liescher
Algebren promoviert. AnschlieBend arbeitete er zunachst zwei Jahre lang als Visiting Assistant Professor an der
Louisiana State University in Baton Rouge (USA) und dann fiinf Jahre lang bei einem Unternehmen der Raumfahrt-
industrie am European Space Operations Centre (ESOC) in Darmstadt. Im Jahr 1997 wurde er zum Professor fir
Mathematik und Datenverarbeitung an die Fachhochschule Wiesbaden (seit dem 1. September 2009 Hochschule
RheinMain) berufen, wo er im Studiengang ,Angewandte Mathematik® tatig ist. Er ist Begriinder und Mitorganisa-
tor eines seit 2006 jahrlich stattfindenden mathematischen Weiterbildungsseminars fir Angehérige der hessischen
Hochschulen fir angewandte Wissenschaften.

1. Auflage 2021

Druck 5 4 3 2 1

ISBN 978-3-8085-5956-7

Alle Rechte vorbehalten. Das Werk ist urheberrechtlich geschitzt. Jede Verwendung auBerhalb der gesetzlich gere-
gelten Félle erfordert eine schriftliche Genehmigung des Verlags.

© 2021 by Verlag Europa-Lehrmittel, Nourney, Vollimer GmbH & Co. KG, 42781 Haan-Gruiten
www.europa-lehrmittel.de

Umschlaggestaltung: braunwerbeagentur, 42477 Radevormwald
Umschlagmotiv: Vom Autor erstellte lllustration und bearbeitetes Foto
Druck: CPI books GmbH, 25917 Leck



Vorwort

Das vorliegende Aufgaben- und Losungsbuch will
einen Beitrag zur Forderung der Mathematikausbildung
leisten, indem es zur Beschéftigung mit mathematischen
Aufgabenstellungen und zur Einiibung von Problemls-
sungsfertigkeiten einlddt. Es ist entstanden aus Aufgaben-
blittern und Ubungsmaterialien, die ich iiber viele Jahre
hinweg in einer ganzen Reihe verschiedenster mathemati-
scher Lehrveranstaltungen an der Hochschule RheinMain
verwendet habe.

Wichtig war mir — sowohl beim Stellen der Aufgaben
als auch beim Schreiben des Buches — eine grofie Band-
breite der Aufgabenstellungen. Diese reichen von einfa-
chen Fragen zur GewoShnung an neue Begriffe und Rou-
tineaufgaben zum Einiiben und Einschleifen von Rechen-
techniken iiber anspruchsvollere Aufgaben, in denen Bei-
spiele und Gegenbeispiele gesucht, Feinheiten von Begriffs-
bildungen und Aussagen ausgelotet und weiterfiihrende
Aspekte erkundet werden, bis hin zu wirklichen Heraus-
forderungen, denen sich zu stellen einige Ausdauer erfor-
dert. Dabei habe ich bewuflt hohe Anspriiche nicht ver-
mieden, denn (wie schon der Prediger Salomo wufte) “wo
viel Weisheit ist, da ist viel Gramen, und wer viel lernt,
der muf viel leiden”. Ich bin aber zuversichtlich, dafl durch
die Aufteilung komplexer Aufgabenstellungen auf mehre-
re Teilaufgaben und durch die gegebenen Hinweise allzu
groflen Frustrationen vorgebeugt wird.

Damit das Buch auch zum Selbststudium geeignet ist,
habe ich zu allen Aufgaben ausfiihrliche Losungen erstellt,
deren Formulierung vielleicht auch ein Gefiihl dafiir ver-
mittelt, wie man mathematische Sachverhalte ausdriickt
und zu Papier bringt. Natiirlich sollte man aber vor dem
Blick in die Losung immer versuchen, die jeweilige Aufga-
be selbst zu bearbeiten: Mathematik ist kein Zuschauer-
sport, sondern eher wie Klavierspielen; man erlernt sie nur
durch eigene aktive Beschéftigung. Ich hoffe, dafl bei al-
ler Konzentration auf das Losen von Aufgaben auch etwas
von der Schonheit, Klarheit und Eleganz der Mathematik
deutlich wird. Von den Inhalten und vom Kapitelautbau
her richtet sich das vorliegende Buch nach dem Lehrbuch

Karlheinz Spindler: Héhere Mathematik — FEin
Begleiter durch das Studium, Verlag Harri Deutsch,
Frankfurt am Main* 2010.

Immer, wenn in den Losungen auf “das Buch” verwiesen
wird, ist dieses Lehrbuch gemeint. Die Verweise dienen in
erster Linie der bequemen Referenzierung; die allermeisten
Aufgaben koénnen vollkommen unabhingig von der Ver-
wendung eines bestimmten Lehrbuches oder Manuskriptes
bearbeitet werden, und ich hoffe, dal sich geeignete Auf-
gaben fiir eine Vielzahl verschiedener Lehrveranstaltungen

* Inzwischen Edition Harri Deutsch, Verlag Europa-
Lehrmittel, Haan-Gruiten.

auswéhlen lassen. Da das Material des Buches in unter-
schiedlicher Intensitét fiir unterschiedliche Lehrveranstal-
tungen entstand, war eine gewisse Unausgewogenheit zwi-
schen den verschiedenen thematischen Bereichen (oder,
positiver ausgedriickt, eine gewisse Schwerpunktsetzung)
unausweichlich. Der zu erwartende eher geringe Zusatz-
nutzen erschien es mir nicht wert, hier mit entsprechen-
dem Zeitaufwand (und resultierenden Verzégerungen) die
Unterschiede nachtréglich noch auszugleichen. Um noch
einmal den Prediger Salomo zu Wort kommen zu lassen:
“Des vielen Biichermachens ist kein Ende, und viel Stu-
dieren macht den Leib miide”.

Wie schon bei dem genannten Lehrbuch bin ich auch
beim Schreiben dieses Aufgaben- und Losungsbuchs Frau
Dr. Renate Schappel zu kaum ermefllichem Dank ver-
pflichtet. Sie hat sich mit bewundernswerter Energie und
Begeisterung, mit grofiler Akribie und Sorgfalt der Her-
kulesaufgabe angenommen, das vollstindige Manuskript
(teilweise in verschiedenen Versionen) kritisch zu lesen
und zu kommentieren. Sie deckte eine Unzahl von Feh-
lern auf, und nichts war vor ihrem kritischen Blick si-
cher: einfache Tippfehler, Rechenfehler, falsche oder un-
vollstdndige Schliisse, stilistisch verungliickte Formulie-
rungen, falsche Verweise, unschone Zeilen- oder Seitenum-
briiche und vieles mehr. Ohne ihre Hilfe wire das Erschei-
nen dieses Buches schlechterdings nicht denkbar. Mein
Dank gilt ferner Herrn Klaus Horn vom Verlag Europa-
Lehrmittel fiir die kompetente verlagsseitige Umsetzung
des Werkes und die jederzeit angenehme Zusammenarbeit.
Thm danke ich nicht nur fiir die engagierte und sachkundi-
ge Unterstiitzung des Buchprojekts, sondern auch fiir den
gutmiitigen Humor, mit dem er meinen Sonderwiinschen
begegnete. Schliefflich bin ich mehreren Generationen von
Studenten zu Dank verpflichtet, mit denen ich iiber die
Jahre hinweg zusammenarbeiten durfte und deren Fra-
gen, Kommentare und Anregungen zu Verbesserungen bei
zahlreichen Aufgaben und Lésungen fiihrten.

Alle noch verbliebenen Fehler und Unstimmigkeiten
gehen natiirlich einzig und allein zu meinen Lasten als
Autor. Autor und Verlag sind fiir Hinweise auf Fehler und
Ungenauigkeiten sowie fiir konstruktive Kritik jederzeit
dankbar.

A. D. 2021 Karlheinz Spindler
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97. Mannigfaltigkeiten

A97: Mannigfaltigkeiten

Aufgabe (97.1) Es sei M C R? der Graph der Be-
tragsfunktion z — |z|, also

M = {(z,|z|) | z € R}.

(a) Finde einen Homdomorphismus F : R?2 — R2, der M
auf R x {0} abbildet.

(b) Zeige, daBl in (a) der Homoomorphismus sogar so
gewdhlt werden kann, daf} er von der Klasse C*° ist.

(c) Zeige, dal es keinen Diffeomorphismus F : R? — R?
gibt, der M auf R x {0} abbildet.

(d) Zeige genauer, dafl es keinen Diffeomorphismus F :
U — V zwischen offenen Mengen U,V C R? mit
(0,0) € U geben kann, der M NU auf VN (R x {0})
abbildet.

Bemerkung: Teil (a) zeigt, da man M stetig in
einen eindimensionalen affinen Raum deformieren kann
(und zwar sogar global). Teil (c) zeigt, daB im Gegen-
satz dazu M nicht glatt in einen eindimensionalen affinen
Raum deformiert werden kann (und zwar nicht einmal lo-

kal).

Aufgabe (97.2) Wir definieren ¢ : R — R? und
g : R? = R durch

p(t) == (*,1%) wnd g(z,y) =2 -y’
(a) Beweise die Gleichheit

{ot) |t eR} = {(z,y) eR* | g(x,y) =0} = M.

(b) Zeige, daB M eine Mannigfaltigkeit ist, obwohl die
Parametrisierung ¢ eine Singularitét an der Stelle ¢ =
0 hat und obwohl die definierende Funktion g eine
Singularitidt an der Stelle (z,y) = (0, 0) hat.

Bemerkung: Diese Aufgabe zeigt, dal man unter-
scheiden muf} zwischen Singularititen ungiinstig gewahl-
ter Parametrisierungen bzw. definierender Funktionen
(die man durch Wahl anderer Parametrisierungen bzw.
definierender Funktionen vermeiden kann) und tatséichli-
chen geometrischen “Defekten” der betrachteten Menge
M (etwa Spitzen, Ecken oder isolierte Punkte), aufgrund
derer M keine Mannigfaltigkeit ist.

Aufgabe (97.3) In dieser Aufgabe betrachten wir

Parametrisierungen und Gleichungsdarstellungen, die mogli-

cherweise Singularitéten haben.
(a) Es seien  C R? eine offene Menge und ¢ : 2 — R®
eine Abbildung der Klasse C*. Zeige, dafl

= {9(&) £ € Q, 1k¢'(§) = d}

(leer oder) eine C*-Mannigfaltigkeit ist.
(b) Esseien U C R" eine offene Menge und g : U — R"~4
eine Abbildung der Klasse C*. Zeige, daf

= {zeU|g(x)=0,r1kg (z) =n—d}
(leer oder) eine C*-Mannigfaltigkeit ist.

Bemerkung: Diese Aufgabe zeigt, dafl aus einer
Menge, die durch eine C*-Parametrisierung oder als Null-
stellenmenge einer C*-Funktion gegeben ist, immer eine
Mannigfaltigkeit entsteht, wenn man die singuléren Punk-
te einfach aus dieser Menge entfernt.

Aufgabe (97.4) Gib in den Beispielen (97.1) bis
(97.6) im Buch genau an, warum keine Mannigfaltigkei-
ten im Sinne von (97.9) vorliegen.

Aufgabe (97.5) Ebene Kurven. Entscheide in den
folgenden Féllen, ob die angegebene Teilmenge M C R?
eine Untermannigfaltigkeit von R? ist. (Welche Punkte
miissen gegebenenfalls entfernt werden, um eine solche
Untermannigfaltigkeit zu erhalten?) Finde fiir die in Glei-
chungsform angegebenen Mannigfaltigkeiten eine Parame-
terdarstellung und fiir die in Parameterform angegebenen
Mannigfaltigkeiten eine Gleichungsdarstellung!

(a) M ={(#t°) |t € R}

(b) M ={23+t*, 13 —t)|t e R}
(c) M ={(¢[t]) |t € R}
(d)M:{(t3+t2t3 t+1)|teR}
(e) M ={((1+ cost)cost, (1+cost)sint) |t € R}
(f) M ={(z, )€R2|3xy+y — 2% —y* =0}
(g) M ={(z,y) eR* |y’ —w“+w}
(h) M = {(z,y) € R* | y* —2* +2%y* + y* = 0}
(i) M= {(z,y) €eR?| (2* — 1)? +2y (z* +1)+y =1}
(G) M = {(z,y) € R? | 22° —3x2+2y +3y? =0}
(k) M = {(z,y) € R* | 2® +y* = v2}

Aufgabe (97.6) Flichen im Raum. Entscheide
in den folgenden Fillen, ob die angegebene Teilmenge
M C R? eine Untermannigfaltigkeit von R? ist. Finde fiir
die in Gleichungsform angegebenen Mannigfaltigkeiten ei-
ne Parameterdarstellung und fiir die in Parameterform an-
gegebenen Mannigfaltigkeiten eine Gleichungsdarstellung!
(a) M = {(u+v,uv,u?+v?) | u,v € R}

(b) M = {(u® —v?, 2uv,u® +v?) | u,v € R}
() M = {(u+ o], Jul + v, u) | w,v € R}

(d) M ={(z,y,2) e R} |22+ 92 + 22 =1}

(e) M = {(z,y,2) e R |22 +¢y* — 22 =0}

(f) M ={(z,y,2) € R®| 2 +y3 + 23 = 3ayz}
(8) M ={(z,y,2) € R® | 2? +y* + 2y = zyz}
(h) M = {(2,,7) € R® | 2+ €% + 2y = 0}

Aufgabe (97.7) Ridumliche Kurven. Entscheide
in den folgenden Fillen, ob die angegebene Teilmenge
M C R3 eine Untermannigfaltigkeit von R? ist. Finde fiir
die in Gleichungsform angegebenen Mannigfaltigkeiten ei-
ne Parameterdarstellung und fiir die in Parameterform an-
gegebenen Mannigfaltigkeiten eine Gleichungsdarstellung!
(a) M = {(cost,sint,t) |t € R}

(b) M = {(t,1*,V/1?) | t e R}
(c) M={tt*Vt2+1)|teR}
(d) M = {(t? cost,sint) | t € R}

/" Lésungen zu »Mannigfaltigkeiten«



Aufgaben: Differentialrechnung auf Mannigfaltigkeiten

(G)M {($ Y,z )ER3|y:x2,z:x3}

() M ={(z,y,2) eR® |22 +y*> = 2%, ax + by + cz = d}
(8) M ={(z,y,2) e R | a®+ 13 +2° = a® +y* +22 = 0}
(h) M = {(z,y,2) € R® | 2 = sin(yz),y = cos(xz)}

In Teil (f) seien dabei a, b, c,d € R fest vorgegeben.

Aufgabe (97.8) Es sei M :=S? = {(z,y,2) € R? |
224y*+2% = 1}. Zeige, daBl in den folgenden Fillen jeweils
¢ : U — ¢(U) eine regulire Parametrisierung einer offe-
nen Teilmenge von M ist, und gib die Menge p(U) sowie
die Umkehrabbildung 1 : ¢(U) — U von ¢ explizit an!

(a) Senkrechte Projektion: U = {(x,y) €R? | 2442 < 1},
QD(-T7y) = (ZL‘, Y, 1—$2—y2>

(b) Kugelkoordinaten: U = (0,27) x (—7/2,7/2),

o(u,v) = (cos(v) cos(u), cos(v)sin(u), sin(v))

(c) Stereographische Projektion: U = R

2x 2y 22 +y?—1
gD(fL',y) = 2 2 ’ 2 2 ) 2 2
4y +17 2?4yt 17 2t 4yl

Kann es eine regulédre Parametrisierung ¢ : U — ¢(U) mit
o(U) = S? geben? (Kann man also S? mit einer einzigen
Karte tiberdecken?)

Aufgabe (97.9) Ein Torus ist eine Fliiche, die ent-
steht, wenn ein Kreis C vom Radius 7 sich so bewegt,
dal sein Mittelpunkt einen Kreis K vom Radius R > r
durchlduft, und zwar so, dafl sich der Mittelpunkt von
K stets in Ebene des Kreises C' befindet. Gib eine Para-
meterdarstellung eines solchen Torus an! Genauer: Es sei
T C R? der Torus, dessen Zentralkreis in der xy-Ebene
liegt, den Mittelpunkt (0,0,0) und den Radius R hat und
dessen Querschnittskreise den Radius » < R haben.

(a) Gib eine Parametrisierung von T an!

(b) Stelle T als Nullstellenmenge einer Funktion g : R? —
R dar!

(c) Finde eine C*°-Abbildung f : R? x R? — R3, die
S! x S! bijektiv auf T abbildet!

Aufgabe (97.10) Der Horntorus zum Radius r > 0
ist die Menge aller Punkte der Form

x (14 cosv)cosu
y| = 7| (1 +cosv)sinu
z sinv

mit u,v € R. Stelle diesen Horntorus als Losungsmenge
einer Gleichung g(z,y, z) = 0 dar!

Aufgabe (97.11) Ein Stab der Linge ¢ bewege sich
im dreidimensionalen Raum, und zwar so, dafl sein Mit-
telpunkt mit konstanter Geschwindigkeit einen Kreis mit
Radius r > ¢ durchlduft, wihrend der Stab sich wahrend
des Umlaufs genau einmal um seinen Mittelpunkt dreht.
Gib eine Parameterdarstellung der von dem Stab iiberstri-
chenen Fliche an! (Diese Flidche wird als Mébiusband
bezeichnet.)

Aufgabe (97.12) Es seien 0 < 7 < R reelle Zahlen.

Wir definieren ¢ : R? — R* durch
(R + 7 cos(v)) cos(u
_ | (R+rcos(v)) sm(u)
pluv) = rsin(v) cos(u/2)
rsin(v) sin(u/2)

und ¢ : R* — R? durch

(Va2 +b2 —R)? + 2 +d?> — 12

g(a.b,c.d) = 2acd + b(d? — ¢?)

Zeige, dafl die beiden Mengen

M, = {p(u,v)]| (u,v) € R?} und
M2 = {(a7b7 C, d) S R4 | g(a‘v b7 C, d) = 0}

iibereinstimmen. Ist M bzw. Ms eine Mannigfaltigkeit?

Aufgabe (97.13) Wir definieren g1, g2, 93 : R® — R
durch . s
g(r,y,z) = 2" —y

g2(z,y,2) ==y’ — =2
g3(x,y,2) == 2" —x

sowie ¢ : R — R3 durch
o(t) = (t3,14,¢%)

und betrachten die folgenden Mengen:

My = {g(t) | t € R},

My = {(x,y,2) € R®| gi(x,y,2) =0 fiir i = 1,2,3},
Ms = {(x,y,2) € R®| gi(x,y,2) =0 fiir i = 2,3},
My = {(z,y,2) €R®| gi(x,y,2) =0 fiir i = 1,3},
Ms = {(x,y,2) € R®| gi(w,y,2) =0 fiir i = 1,2}.

Welche Enthaltenseinsbeziehungen bestehen zwischen die-
sen Mengen? Handelt es sich um eingebettete Unterman-
nigfaltigkeiten von R3? Falls nein, welche (moglichst we-
nigen) Punkte mufl man entfernen, um jeweils eine Man-
nigfaltigkeit zu erhalten?

Aufgabe (97.14) Fiir n > 1 sei

= {zeR"™ | |lz] = 1}.

/" Lésungen zu »Mannigfaltigkeiten«



97. Mannigfaltigkeiten

11

Wir definieren eine Abbildung z : R® — S™ durch

1 = cosAcosficosbs---cosb,_3cos6,_o
T9 = sinAcosficosbs---cosb,_3cosb,_o
T3 = sin 61 cosfy - - - cosl,_3cosb,,_o
T4 = sinfs - - - cosb,,_3 cosb,,_o
Tp_1 = sin#,,_3 cos6,,_o
Ty = sin en_g

(a) Gib die Abbildung z fiir 1 < n < 4 explizit an!

(b) Gib einen maximalen offenen Parameterbereich in R™
an, auf dem z injektiv ist. Welcher Teil von S™ wird
durch x parametrisiert?

(¢) Als n-dimensionale Polarkoordinaten bezeichnet man
die Funktion

CI)(’I", 01, iy Gn,l) = ra:n,l(ﬁl, ey Gn,l).
Berechne fiir diese Transformation die Funktionalde-
terminante 0P (r, 0y, ...,0,-1)/0(r,01,...,0,_1).

(d) Stereographische Projektion: Fiir £ € R" ™! sei
©(¢) der Schnittpunkt von S*~! mit der Verbindungs-
geraden zwischen dem Punkt (£,0) € R*™! x R und
dem Nordpol (0,1) € R*~! x R. (Fertige eine Skizze
an und leite eine explizite Formel fiir ¢ her!)

Aufgabe (97.15) Es seien k < n natiirliche Zahlen.
(a) Zeige, dafl die Menge

Yok = {A e Rk | 1k (A) = k}

eine offene Untermannigfaltigkeit von R™*¥ ist.
(b) Zeige, dafl

Spi = {AeR™F | ATA =1}

eine eingebettete Untermannigfaltigkeit von R™** ist.
Welche Dimension hat S, 1?7

(c) Die Elemente von S,, j, werden als k-Beine im R” be-
zeichnet. Erldutere diese Bezeichnung!

Nach dem schweizerischen Mathematiker Eduard Ludwig
Stiefel (1909-1978) bezeichnet man die Mannigfaltigkeiten
Sy als Stiefel-Mannigfaltigkeiten (und die Mannig-
faltigkeiten ¥, ; zuweilen als nichtkompakte Stiefel-
Mannigfaltigkeiten).

Aufgabe (97.16) Die orthogonale Gruppe in Di-
mension n ist definiert als

O(n) == {AcR™™ | ATA =1},

(a) Zeige, daBl O(n) tatséichlich eine Gruppe im Sinn der
Algebra ist.

(b) Zeige, dafl O(n) eine eingebettete Untermannigfaltig-
keit von R™*™ igt. Welche Dimension hat Q(n)?
(c) Zeige, dafl die spezielle orthogonale Gruppe

SO(n) = {A€O0(n) | det(4) =1}

eine Untergruppe von O(n) ist, und erldutere den Zu-
sammenhang zwischen O(n) und SO(n)!

Aufgabe (97.17) Es seien M; C R™ eine d;-
dimensionale C k—Untermannigfaltigkeit von R™ und My C
R™ eine dy-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit von
R"™2. Zeige, dafl dann M7 x My eine (d; +da)-dimensionale
C*-Untermannigfaltigkeit von R?! x R = R™1+n2 igt,

Problem (97.18) Es sei M = {z € R* | g1() =
g2(z) = 0} mit

g1(x1, @2, T3, %4) = XT1%4 — Tox3 — 1,

g2(x1, @2, T3, 4) = X1%3 + ToZs.

(a) Zeige, dafl M eine Mannigfaltigkeit ist.
(b) Zeige, daB M sogar global als Graph einer Funktion
darstellbar ist.

(c) Bestimme den Tangentialraum T, M und den Nor-
malraum N, M fiir den Punkt p = (1,0,0,1) € M.

Aufgabe (97.19) Bestimme in den folgenden Fillen
den Tangentialraum 7,M der Mannigfaltigkeit M im
Punkt p € M. Benutze dabei sowohl eine Darstellung von
M in Gleichungsform als auch eine Parameterdarstellung.
(a) M ={(z,y) eR*|2* —y* =1}, p= (V3,V2)
(b) M ={(z,y,2z) € R? | 322 +y*+222 =6}, p=(1,1,1)
(¢) M ={(cost,sint,t) |t € R}, p=(1,0,2m)

Aufgabe (97.20) Bestimme in den folgenden Fiillen
den Tangentialraum 7,M der Mannigfaltigkeit M im
Punkt p € M.
(a) M ={(z,y) eR*[2® +¢*> =1}, p= (V2,-1)
(b) M = {(z,5) € R | &* +y* = 1}, p = (v/3/5, /A7)
() M ={(#t4t°) |teR}, p=(-1,1,-1)
(d) M ={(#3,t4,¢5) |t e R}, p = (0,0,0)
(e) M ={p(u,v)|0<wu,v<2r}, p=p(r/4,7/3) mit

(R + rcosv)cosu
(R+rcosv)sinu
rsinv

p(u,v) = (0<r<R)

(f) M ={(z,y,2) € R? | 2® —2zz+yz+2%+2y+2 = 4},
p=(1,1,1)

(&) M:{{Z Z} €R>? |ad—be=1},p = B g}
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Aufgabe (97.21) Bestétige unter Benutzung der
stereographischen Projektion, daf fiir alle p € S*~1 die
Gleichung T7,S" ! = {v € R" | (p,v) = 0} = p* gilt.

Aufgabe (97.22) Gib explizit das Tangentialbiindel
TM von M :=S""1 ={z € R"| ||lz|| = 1} als Unterman-
nigfaltigkeit von R2" an!

Aufgabe (97.23) Der Horntorus vom Radius R ist
gegeben durch die Parametrisierung

R(1 4+ cosv) cosu
R(1+ cosv)sinu
Rsinv

<P(u’ U) =

(Dies ist genau die Parametrisierung aus Aufgabe (97.10)

mit r = R.) Es sei M := {p(u,v) | u,v € R}.

(a) Bestimme das Bild von ¢’ (u, 7) fiir eine beliebige Zahl
u € R.

(b) Stelle M als Nullstellenmenge einer Funktion ¢ :
R3 — R dar und bestimme den Kern von ¢’(0, 0, 0).

Aufgabe (97.24) Es sei G := SO(3) C R**3 die Ro-
tationsgruppe im R3, und es sei e := 1 das Neutralelement
in G. Beweise die folgenden Aussagen!

(a) Es ist G eine 3-dimensionale Untermannigfaltigkeit
des 9-dimensionalen Raums R3*3 aller reellen (3 x 3)-
Matrizen.

(b) Ist X € R3*3 ein Element des Tangentialraums 7, G,
so ist X eine schiefsymmetrische Matrix; d.h., es gilt
XT=-X.

(c) Umgekehrt liegt jede schiefsymmetrische Matrix X in
T.G; es gilt also

T.G = {X eR¥3 | XT = —X}.

Hinweis: a(t) := exp(tX) ist eine in G verlaufende
Kurve mit «(0) =e.

(d) Mit X und Y liegt auch [X,Y]:= XY -Y X in T.G.
(Man bezeichnet [X, Y] als die Lie-Klammer von X
und Y.)

(e) Ist g € G beliebig, so gilt

T,G = g(T.G) = {¢X | X" =-X}.

Aufgabe (97.25) Es sei G := {AcR"*" |det(A) =

1}, und es sei e := 1 das Neutralelement in G. Beweise die

folgenden Aussagen!

(a) Esist G eine (n?—~1)-dimensionale Untermannigfaltig-
keit des n2-dimensionalen Raums R™*" aller reellen
(n x n)-Matrizen.

(b) Ist X € R™*" ein Element des Tangentialraums T.G,
so hat X die Spur Null.

(c) Umgekehrt liegt jede Matrix X € R3*3 mit der Spur
0 in T.G; es gilt also

T.G = {X € R™" | tr(X) =0}.

Hinweis: «a(t) := exp(tX) ist eine in G verlaufende
Kurve mit «(0) = e.

(d) Mit X und Y liegt auch [X,Y] := XY —Y X in T.G.
(Man bezeichnet [X, Y] als die Lie-Klammer von X
und Y.)

(e) Ist g € G beliebig, so gilt

T,G = g(T.G) = {gX |tr(X)=0}.

Aufgabe (97.26) (a) Bestimme in den folgenden
Fillen fiir die angegebene Mannigfaltigkeit G (die jeweils
eine Matrix-Liegruppe ist) den Tangentialraum L(G) :=
T]_G.

(1) G=GL(n,R) = {A € R"*"™ | det(A) # 0}
(2) G=GLy(n,R) ={A e R"™™ | det(A) > 0}
(3) G=SL(n,R) ={A e R"™" | det(A) = 1}
(4) G=0(n,R)={Ac R | ATA =1}

(5) G=S0(n,R) =0(n,R)NGL4(n,R)

©6) G_Aff(Rn)_{{fg ﬂ | A € GL(n,R),v € R"}

(b) Verifiziere in allen Féllen die Gleichung
(%) L(G) = {X e R"™" | exp(RX) C G}.

Bemerkung: Nach Definition ist 737G die Menge al-
ler Geschwindigkeitsvektoren o/(0) in G verlaufender Kur-
ven o mit «(0) = 1. Bedingung (x) zeigt, dafl es geniigt,
Kurven der Form «(t) = exp(tX) zu betrachten — ein
Hinweis auf die iiberragende Bedeutung der Exponential-
funktion.

(c) Verifiziere in allen Fillen, dafl mit X und Y auch
[X,Y] = XY -YX

in L(G) liegt. — Bemerkung: Da G nicht nur eine Man-
nigfaltigkeit, sondern auch eine Gruppe im algebraischen
Sinn ist und die beiden Strukturen miteinander gekoppelt
sind, diirfen wir erwarten, da§ auch L(G) (als “infinitesi-
male” Version von G in der Nihe von 1) eine Zusatzstruk-
tur trégt, die tiber die eines bloflen Vektorraums hinaus-
geht. Diese Zusatzstruktur ist gerade gegeben durch die
Lie-Klammer (X,Y) — [X,Y].

Aufgabe (97.27) Es sei M die Stiefelmannigfaltig-
keit Sy, 1, also

M = {AeR™ | ATA=1}.

(a) Bestimme fiir eine beliebige Matrix A € M den Tan-
gentialraum Ty M.

(b) Bestimme den Tangentialraum T4 M explizit im Fall
n=4, k=2 und

/2 1/V6
4 |12 1/V6
T ol1/2 0
1/2 —2/V6
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Aufgabe (97.28) Eine Mannigfaltigkeit M heif3t
Einhiillende oder Enveloppe einer Familie (M.).cc von
Mannigfaltigkeiten, wenn M mit jeder der Mengen M, ge-
nau einen Punkt z. gemeinsam hat und an diesem Punkt
den gleichen Tangentialraum besitzt wie M, (was gerade
T,.M = T, M. bedeutet). Zeige: Ist M. = {z € R" |
f(z,¢) = 0} und héngen z. = x(c) und f(z,c) glatt von
dem Parameter ¢ ab, so gilt die Enveloppenbedingung

of
0 = %(x(c),c).

(b) Zeige, dafl die z-Achse die Enveloppe der Para-
beln y = (z — ¢)? mit ¢ € R ist.

(c) Es sei C, die parabelférmige Flugkurve eines Mas-
senpunktes, der vom Punkt (0,0) aus mit der fest vor-
gegebenen Geschwindigkeit v unter dem Winkel o ge-
geniiber der Horizontalen abgeschossen wird. Bestimme
die Einhiillende aller dieser Kurven C,,. (Diese Einhiillen-
de sieht man sehr schon am Beispiel der Sonnenfonténe
in Schlo8 Peterhof, der zwischen 1714 und 1723 erbauten
Sommerresidenz der russischen Zaren.)

Aufgabe (97.29) In einen Halbkreis mégen wie ab-
gebildet parallele Lichtstrahlen einfallen, die an dem Halb-
kreis gespiegelt werden. Bestimme die Enveloppe der re-
flektierten Strahlen! (Diese Enveloppe kann man als Kau-
stik etwa in Kaffeetassen beobachten.)

AN
N
VNV

\\

Aufgabe (97.30) Auf einem fest vorgegebenen Kreis
K werde ein Punkt P markiert. Fiir jeden anderen Punkt
Q@ des Kreises K sei Kq der Kreis mit Mittelpunkt @,
der durch P geht. Bestimme die Enveloppe der Familie

{Kq | Qe K\{P}}!

Aufgabe (97.31) Wir betrachten die beiden folgen-
den Familien ebener Kurven, die jeweils durch einen Pa-
rameter ¢ € R parametrisiert werden.

(8) Ko={(z.y) € R | (z—2)> + 1 — 2 = 0}

(b) K. = {(z.y) € B | (w—cosc)? + (y—sinc)? = 1}
Finde jeweils die Enveloppe der Kurvenschar (K.).cg und
fertige eine Skizze an, die sowohl die Kurvenschar als auch
deren Enveloppe zeigt.

Aufgabe (97.32) Eine schwere Truhe der Linge a =
2.1 m und der Breite b = 1.1 m soll (wie im Diagramm
zu sehen) von einem Gang der Breite v = 1.4 m in einen
rechtwinklig zu diesem verlaufenden Gang der Breite v =
1.3 m geschoben werden. Ist dies moglich?

/?

Hinweis: Das Verschieben ist genau dann moglich, wenn
der Eckpunkt E oberhalb der Hiillkurve aller Geraden
R,S, mit 0 < ¢ < m/2 liegt. Ermittle diese Hiillkurve!

Q,
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Aufgabe (97.33) Es sei
M = {(x,y) € R? | (22 +y?)® = 423y?}.

(a) Zeige, dal M \ {(0,0)} eine Mannigfaltigkeit ist.

(b) Finde eine Parametrisierung von M!

(c¢) Bestimme fiir p = (1/2,1/2) den Tangentialraum
T, M!

Aufgabe (97.34) Es sei M die Menge aller Punkte
(a,b,c,d) € R* mit a # 0, die die folgenden Bedingungen
erfiillen:

bec = 9ad und b? = 3ac.

(a) Zeige, daB M eine zweidimensionale Untermannigfal-
tigkeit von R ist.

(b) Zeige, daB (a, b, c,d) genau dann in M liegt, wenn das
kubische Polynom p(z) = ax®+bx? +cz+d die dritte
Potenz eines linearen Polynoms ist.

(c¢) Benutze (b), um eine Parametrisierung von M zu fin-

den.
(d) Bestimme den Tangentialraum 7, M im Punkt p =
(8,-12,6,—1).
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A98: Optimierung auf Mannigfaltigkeiten

Aufgabe (98.1) Bestimme
(a) mit Hilfe der Methode von Lagrange,
(b) durch Zuriickfiihrung auf ein Optimierungsproblem
ohne Nebenbedingungen,
an welcher Stelle (z,y) des Kreises 22 + 3% = 1 der Aus-
druck zy minimal bzw. maximal wird.

Aufgabe (98.2) Bestimme

(a) mit Hilfe der Methode von Lagrange,

(b) durch Zuriickfiihrung auf ein Optimierungsproblem
ohne Nebenbedingungen,

an welcher Stelle (z,y) der Ellipse 4z2 + 9y*> = 36 der
Ausdruck zy? minimal bzw. maximal wird.

Aufgabe (98.3) Bestimme

(a) mit der Methode von Lagrange,

(b) durch Zuriickfiihrung auf ein Optimierungsproblem
ohne Nebenbedingungen,

welcher Punkt (z,y) der Kurve 322 + 2zy + 3y? = 1

und welcher Punkt (&,7) der Kurve £2 + 4n? = 4 am

dichtesten beisammen liegen. Hinweis zu (b): es gilt

322 + 22y + 3y% = (z — y)? + 2(z + y)*

Aufgabe (98.4) Bestimme

(a) mit der Methode von Lagrange,

(b) durch Zuriickfiihrung auf ein Optimierungsproblem
ohne Nebenbedingungen,

an welcher Stelle (x,y,&,n) die Funktion

f(xvy,fﬂ?) = ((SL‘ - 5)2 + (y - 77)2>

N =

unter den Nebenbedingungen z + % = 0 und &1 = 1 mi-
nimal wird. (Wie kann man diese Aufgabe geometrisch
deuten?)

Aufgabe (98.5) Bestimme

(a) mit der Methode von Lagrange,

(b) durch Zuriickfiihrung auf ein Optimierungsproblem
ohne Nebenbedingungen,

welcher Punkt des Rotationsparaboloids z = 22 4 y? den
kleinsten Abstand vom Punkt (1,3,2) hat. (Vgl. Aufgabe
(95.15).)

Aufgabe (98.6) Ermittle mit der Methode von La-
grange, welcher Punkt auf der Parabel y = 22 + 1 und
welcher Punkt auf der Geraden y = x/2 am dichtesten
beisammen liegen. (Diese Aufgabe wurde in (95.12) be-
reits auf anderem Wege gelost. )

Aufgabe (98.7) Finde alle Extrema der Funktion
f(x,y,2) := zyz? unter der Nebenbedingung g(z,y, z) :=
22+ y?+22-4=0.

Aufgabe (98.8) Bestimme das Minimum und das
Maximum der Funktion f(z,y) := 22 + 232 unter der Ne-
benbedingung z* + y* = 1.

Aufgabe (98.9) Finde alle Minima und Maxima der
Funktion f(z,y) := 22 + y? unter der Nebenbedingung
ot 4+ 14a?y? + 4t = 1.

Aufgabe (98.10) Welcher Punkt auf der Kurve
2% + 3% = 1 liegt am dichtesten am Nullpunkt?

Aufgabe (98.11) Die Ellipse E sei definiert als der
Schnittpunkt des Ellipsoids (2/2)?+ (y/v5)?+(2/5)% = 1
mit der Ebene z = z+y. Bestimme die kleine und die grofle
Halbachse von E!

Aufgabe (98.12) Finde die Minima und Maxima
der Funktion f(a,b,c,d,e) := a* +b* + c* 4+ d* + e* unter
den folgenden Nebenbedingungen:

0 =a+b+c+d+e,
a4+ b2+ 2+ d? + €2,
=+ +E+dP+ el

Hinweis: Es sei (a, b, ¢, d, €) € R® ein Punkt, an dem f un-
ter den angegebenen Nebenbedingungen ein lokales Mini-
mum oder Maximum annimmt. Benutze die Methode von
Lagrange, um zu zeigen, daf} die fiinf Zahlen a, b, ¢, d, e ei-
ne gemeinsame Polynomgleichung dritten Grades erfiillen.

Aufgabe (98.13) Eine 2 x 2-Matrix soll so gebildet
werden, dal die erste Spalte von A die Lange 1 und die
zweite Spalte von A die Lénge 2 hat. Welchen maximalen
bzw. minimalen Wert kann die Determinante einer solchen
Matrix annehmen?

Aufgabe (98.14) Es seien M und N Untermannig-
faltigkeiten von R™. (Man denke etwa an zwei Kurven,
eine Kurve und eine Fliche oder zwei Flichen im Raum.)
Zeige: Wird der minimale Abstand eines Punktes z € M
und eines Punktes y € N in den Punkten xy und yq ange-
nommen, so schneidet die Verbindungsgerade Toyo sowohl
M als auch N unter einem rechten Winkel.

Aufgabe (98.15) Es seien c1,...,¢, > 0 positi-
ve Zahlen. Bestimme den maximalen Abstand, den zwei
Punkte in der Menge

{x €R" | cya] + ey + -+ cpat =13

voneinander haben kénnen.
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Aufgabe (98.16) Eine reelle Zahl a > 0 soll so als
Summe a = a1 + - - - + a, positiver reeller Zahlen a; > 0
dargestellt werden, dafl das Produkt ajas - - - a,, moglichst
grof} wird. Wie ist die Zerlegung zu wihlen? (Die Anzahl
n der Summanden ist dabei beliebig.)

Aufgabe (98.17) Ein Punkt (2o, yo) im ersten Qua-
dranten eines rechtwinkligen Koordinatensystems sei ge-
geben. Wir betrachten alle rechtwinkligen Dreiecke, deren
Katheten von (0,0) aus in Richtung der Koordinatenach-
sen verlaufen und deren Hypotenuse durch (zg,yo) geht.
Welches unter diesen Dreiecken hat minimalen Umfang?

Aufgabe (98.18) (a) Welcher Quader mit vorgege-
benem Volumen Vj hat minimale Oberfléiche?

(b) Welcher Quader mit vorgegebener Oberfliche Fy
hat maximales Volumen?

Aufgabe (98.19) Eine quaderférmige Kiste ohne
Deckel soll gefertigt werden.

(a) Wie sind die Abmessungen zu wihlen, wenn das
Volumen Vj vorgegeben ist und der Materialverbrauch mi-
nimiert werden soll?

(b) Wie sind die Abmessungen zu wihlen, wenn der
Materialaufwand vorgegeben ist und das Volumen maxi-
miert werden soll?

Aufgabe (98.20) Aus Aluminium soll eine zylin-
derférmige Getrankedose mit vorgegebenem Volumen V'
hergestellt werden. Wie sind die Abmessungen (Grund-
kreisradius » und H8he h) zu wilhlen, damit méglichst
wenig Material verbraucht wird? Wie ist bei der optima-
len Wahl der Abmessungen das Verhiltnis h : r? Diese
Aufgabe soll auf zwei Arten gelost werden:

(a) mit der Methode von Lagrange,
(b) durch Elimination einer Variablen und Riickfiithrung
auf ein eindimensionales Optimierungsproblem.

Aufgabe (98.21) Bestimme die kleinste Zahl F mit
der folgenden Eigenschaft: Sind (@1 und Q3 beliebige Qua-
drate mit der Gesamtfliache 1, so gibt es ein Rechteck mit
der Fliche F' derart, dafl Kopien von )7 und @2 iiberlap-
pungsfrei in dieses Rechteck eingepafit werden kénnen.

Aufgabe (98.22) Ein Vollkreis werde in zwei Sekto-
ren mit den Zentriwinkeln a und 8 = 27 — « zerlegt, und
jeder der beiden Sektoren wird zu einem Kreiskegel ge-
formt. Wie ist a zu wihlen, damit die Summe der beiden
Kegelvolumina maximal wird?

Aufgabe (98.23) Wir betrachten auf K" die Nor-
men

lolly = /lorlP + -+ Jon P

fir 1 < p < oo sowie ||v||oc = maxi<i<y, |vi|. Wir wissen
schon, dafl je zwei solcher Normen | - ||, und || - ||, dquiva-
lent sind; es gibt also jeweils positive Konstanten a = a,, 4
und b = b, 4 mit al|v|q < ||v]lp < b||v|q fiir alle v € K™.

Finde jeweils die bestmdglichen solchen Konstanten!

Aufgabe (98.24) Wir betrachten die Funktionen
f,9:[0,00)2 = R mit f(z,y) = 2z + 3y und g(z,y) =
V& + \/y — 5. Zeige, daB es einen eindeutig bestimm-
ten Punkt (zo,y0) gibt, an dem die Funktion f unter
der Nebenbedingung g = 0 ihr Maximum annimmt, dafl
es aber keinen Lagrange-Multiplikator A € R gibt mit
(V) (zo,y0) = A+ (Vg)(zo, yo). Warum ist dies kein Wi-

derspruch zum Satz von Lagrange?

Aufgabe (98.25) Wir betrachten die Funktionen
f,9 : R2 = R mit f(x,y) == x und g(z,y) = 23 — %
Zeige, dafl es einen eindeutig bestimmten Punkt (xq,yo)
gibt, an dem die Funktion f unter der Nebenbedin-
gung g = 0 ihr Minimum annimmt, dal es aber keinen
Lagrange-Multiplikator A € R gibt mit (Vf)(zo,y0) =
X+ (Vg)(zo,yo). Warum widerspricht dies nicht dem Satz
von Lagrange?

Aufgabe (98.26) Es seien U C R" eine offene Men-
ge und f,g1,...,9m : U — R Funktionen der Klasse
C!. Die Funktion f nehme im Punkt p € U ein lokales
Minimum oder Maximum unter den Nebenbedingungen
gi(x) = 0 fiir 1 <4 < m an. Zeige, daf} es einen Vektor
()\0,)\1, ey )\m) 7& (0, 0,... ,0) gibt mit

M (V) = M (Var)®) + -+ A (Vgm)(p)-

Aufgabe (98.27) Gegeben seien eine Funktion f :
R"™ — R sowie Funktionen g; : R — Rmit 1 <i < m. An
der Stelle p nehme f unter den Nebenbedingungen g; = 0
ein lokales Extremum an, und die Vektoren (Vg;)(p) seien
linear unabhéngig. Dann existieren zugehorige Lagrange-
Multiplikatoren Aq, ..., Ap,. Zeige: Ist g : R® — R™ die
Funktion mit den Komponentenfunktionen g;, so ist A :=
(A1y- -5 Am)T gegeben durch

A= (d®)TI®)dDT(VD).

Aufgabe (98.28) Wir betrachten die Funktionen
f(z,y) :==2zy und g(x,y) := x +y — 2 sowie L(z,y,\) :=
f(z,y) + Ag(z,y). Ferner sei (xq, yo, Xo) := (1,1, —1).

(a) Zeige, daBl im Punkt (zo,yo) die Funktion f ihr ein-
deutig bestimmtes Maximum unter der Nebenbedin-
gung g = 0 annimmt.

(b) Zeige, dafl weder (zo,yo, A\o) eine Maximalstelle von
L noch (zg,y0) eine Maximalstelle der Funktion
(z,y) — L(z,y, Ao) ist.
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Aufgabe (98.29) Es seien M = {(z,y) € R? |
G(z,y) = 0} mit G(z,y) =y — 23 — (28/27) und f die
Einschriinkung der Funktion F(z,y) = 2?2 + y? auf M.
Zeige, daB f im Punkt p := (—1/3,1) ein lokales Maxi-
mum annimmt, obwohl die Einschréinkung von F”(p) auf
Tp,M x T, M indefinit ist.

Aufgabe (98.30) Wir betrachten eine d-dimensionale
Untermannigfaltigkeit M von R™ und eine C?-Funktion
F:R" — R. Wir wollen sowohl notwendige als auch hin-
reichende Kriterien dafiir herleiten, dafl die Einschriankung
f = F|um ein Maximum oder Minimum in einem Punkt
p € M annimmt. (Gemeint sind immer lokale Maxima
und Minima.) Wir nehmen an, M sei in einer Umgebung
von p durch ein regulires Gleichungssystem Gy (x) = --- =
Gn(z) = 0 mit m = n — d gegeben. Es seien Lagrange-
Multiplikatoren Aj,..., A, € R derart gegeben, daf} fiir
L(z) := F(z) + MG1(z) + -+ + A\nGp(x) die Bedin-
gung L'(p) = 0 gilt. Es sei (v1,...,vq4) eine Basis von
T,M = (R(VGy)(p) + - + R(VGm)(p))L, und es sei
A € R"¥4 die Matrix mit den Spalten vq,...,vq. Mit der
Hesse-Matrix L”(p) € R™*" von L im Punkt p bilden wir
die Matrix

B = ATL"(p)A € R,

Beweise die folgenden Aussagen!

(a) Hat f ein Minimum in p, so ist B positiv semidefinit.
(b) Ist B positiv definit, so hat f ein Minimum in p.

(¢) Hat f ein Maximum in p, so ist B negativ semidefinit.
(d) Ist B negativ definit, so hat f ein Maximum in p.
(e) Ist B indefinit, so hat f kein Extremum in p.

Bemerkung: In den folgenden Aufgaben wird dieses
allgemeine Ergebnis fiir kleine Werte von n und m kon-
kretisiert.

Aufgabe (98.31) Funktion in zwei Variablen
mit einer Nebenbedingung. Es secien Q1 C R? eine of-
fene Menge und f € C%(Q) und g € C*(Q) reellwertige
Funktionen. An der Stelle p € Q) gebe es eine Zahl A € R
mit (Vf)(p) = A(Vg)(p) (d.h., die notwendige Bedingung
dafiir, dafl f ein Extremum unter der Nebenbedingung
g = 0 annimmt, sei erfilllt). Mit L := f + Ag definieren
wir D : ) — R durch

o Lmac Loa —g
el ol vl | A
Beweise die beiden folgenden Aussagen!
(a) Gilt D(p) > 0, so nimmt f ein lokales Minimum unter
der Nebenbedingung g = 0 an.
(b) Gilt D(p) < 0, so nimmt f ein lokales Maximum unter
der Nebenbedingung g = 0 an.

Aufgabe (98.32) Funktion in drei Variablen
mit einer Nebenbedingung. Es seien 2 C R? eine of-
fene Menge und f € C?(Q) und g € C1(Q) reellwertige
Funktionen. An der Stelle p € Q) gebe es eine Zahl A € R

mit (Vf)(p) = XA (Vg)(p) (d.h., die notwendige Bedingung
dafiir, daf§ f ein Extremum unter der Nebenbedingung
g = 0 annimmt, sei erfiillt). Mit L := f 4+ Ag definieren
wir A : Q — R3*2 durch

—9y —929z
A = 9z —9y9- | , falls (g5,9y) # (0,0),
0 gi+g;
[1 0
A= |0 g.|, falls (gz,94) = (0,0)
0 0

und dann M : Q — R2*2 durch

T Lya ny L.
M:=A" | Ly Ly, L,.|A
Lzm Lzy Lzz

Beweise die beiden folgenden Aussagen!

(a) Ist M(p) positiv definit, so nimmt f ein lokales Mini-
mum unter der Nebenbedingung g = 0 an.

(b) Ist M(p) negativ definit, so nimmt f ein lokales Ma-
ximum unter der Nebenbedingung g = 0 an.

Aufgabe (98.33) Funktion in drei Variablen
mit zwei Nebenbedingungen. Es scien Q C R? eine
offene Menge und f € C?(2) und g1,92 € C1() reell-
wertige Funktionen. An der Stelle p € Q gebe es Zah-
len A2 € R mit (Vf)(p) = M (Vag1)(p) + A2 (Vg2)(p)
(d.h., die notwendige Bedingung dafiir, daf} f ein Extre-
mum unter den Nebenbedingungen g; = 0 und go = 0
annimmt, sei erfiillt). Mit L := f + A1 g1 + A2go definieren
wir D : Q — R durch

T Lxm ny Lmz
D:=((Vg1)x(Vg2))" | Lyz Lyy Ly |((Vg1)x(Vg2)).
Lza: Lzy Lzz

Beweise die beiden folgenden Aussagen!

(a) Gilt D(p) > 0, so nimmt f ein lokales Minimum unter
den Nebenbedingungen g; = 0 und g3 = 0 an.

(b) Gilt D(p) <0, so nimmt f ein lokales Maximum un-
ter den Nebenbedingungen g; = 0 und g2 = 0 an.

Aufgabe (98.34) Bestimme alle Extrema der Funk-
tion f(z,y,%z) := z(y + z) unter der Nebenbedingung
22 + 92 4+ 22 = 1 und gib jeweils an, ob ein Minimum
oder ein Maximum vorliegt.

Aufgabe (98.35) Wir betrachten C!-Funktionen
f,91,...,gm und fassen die Funktionen g; zu einer vektor-
wertigen Funktion g : R™ — R™ zusammen. Wir nehmen
an, auf einer offenen Menge U C R™ habe ¢’(z) den Rang
n—m, und fiir jeden Wert ¢ € R™ eines gewissen Parame-
terbereichs nehme f in U ein eindeutiges Minimum bzw.
Maximum unter der Nebenbedingung g(z) = ¢ an. Die-
ses Optimum werde an der Stelle z,(c) angenommen, und
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die Abbildung ¢ — z,(c) sei von der Klasse C'. Ferner
sei A(c) € R™ ein Vektor von Lagrange-Multiplikatoren.
Zeige, dafl dann

d ,
@) = AT

gilt, und interpretiere diese Gleichung.

Aufgabe (98.36) Es sei
M = {(z,y) eR?* | 2? +y* = 1}.

Bestimme die Minima und Maxima der Funktion f : M —
R, die gegeben ist durch

flay) = a?y,

und zwar sowohl durch Benutzung der Methode der
Lagrange-Multiplikatoren als auch mit Hilfe einer Para-
metrisierung von M. (Der Nachweis, daf tatséchlich ein
Minimum bzw. Maximum vorliegt, gehort mit zur Aufga-
be!)

Aufgabe (98.37) (a) Gesucht ist eine Ellipse, die
sich “moglichst gut” an m > 6 vorgegebene Datenpunkte
(z4,y;) mit 1 < i < n anpafit. Jede Ellipse ldt sich in
eindeutiger Weise durch eine Gleichung der Form

ax® +bry+cy? +drtey+f = 0 mit dac—0* = 1

beschreiben. Als Optimierungskriterium fiir eine “méglichst
gute” Anpassung legen wir fest, dafl der Ausdruck

n
(*) > (axf + by + ey} + dwi + ey + f)°
iz

moglichst klein werden soll. Minimiere also den Ausdruck
(x) unter allen Argumenten (a,b,c,d,e, f) € RS die die
Nebenbedingung 4ac — b = 1 erfiillen.

(b) Werte die in Teil (a) erhaltene Losung fiir die
folgenden Datenpunkte aus. (Die Lage dieser Punkte ist
der nachfolgenden Abbildung zu entnehmen.)

i 1 2 3 4 5
x; | 4.69278 | 7.67424 | 12.729 7.6151 |—4.51569
yi | 12.8547 |—20.7459 |—1.93386 |—18.1878 | 21.5788
1 6 7 8 9 10
x; | 13.054 |—14.1237 |—16.4503 | 2.39571 | 3.58829
y; |—6.43454 |—6.79344 |—5.01942 | 13.8649 |—19.3885
i 11 12 13 14 15
x; |—7.86512 |—6.91311 | 1.13604 | 1.83971 | —12.446
yi |—14.8005 | 17.5762 |—20.0898 | 19.4133 |—6.63988

°
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Datenpunkte, durch die eine Ausgleichsellipse gelegt wer-
den soll.

/" Lésungen zu »Optimierung auf Mannigfaltigkeiten«



99. Kurven

19

A99: Kurven

Aufgabe (99.1) (a) Ein Kreis vom Radius r rolle
entlang einer Geraden g ab. Es sei P ein fest am Kreisrand
markierter Punkt. Gib eine Parameterdarstellung der von
P durchlaufenen Kurve an. (Eine solche Kurve heifit eine
Zykloide.)

(b) Es sei B der Teil der Kurve zwischen zwei auf-
einanderfolgenden Punkten, an denen P die Gerade g
beriihrt. Berechne die Lénge des Bogens B und die Flache
zwischen B und g.

Aufgabe (99.2) Die Kissoide des Diocles (etwa
240-180 v. Chr.) ist eine Kurve, die auf folgende Art ent-
steht. Wir betrachten einen Kreis, einen Punkt O auf dem
Kreisrand und eine Gerade g durch den Kreismittelpunkt,
die parallel zu der Kreistangente durch O verlduft. Fiir je
zwei Geraden g und gs, die in gleichem Abstand parallel
zu g verlaufen und den Kreis in vier Punkten A, B; € g1
und As, By € go schneiden, gehoren die Schnittpunkte der
Geraden O Ay und OBs mit g1 sowie die Schnittpunkte der
Geraden OA; und OB; mit go zur Kissoide. Fiihren wir
diese Konstruktion fiir alle Geradenpaare (g1,g2) durch,
so ergibt sich die punktweise Konstruktion der Kissoide.

Wihle ein Koordinatensystem so, dafl O der Punkt
(0,0) und g die Gerade = = r ist, wobei r den Kreisradius
bezeichnet. Bestimme die Gleichung der Kissoide in die-
sem Koordinatensystem sowie eine Parameterdarstellung
dieser Kurve!

Aufgabe (99.3) Die Konchoide des Nicomedes (et-
wa 280-210 v. Chr.) ist eine Kurve, die auf folgende Art
entsteht. Wir geben uns eine Gerade g, einen Punkt O & ¢
sowie einen Abstand a vor. Jede Gerade durch O, die nicht
parallel zu g verlduft, schneidet g in einem Punkt .S, und
es seien P,(Q diejenigen Punkte auf der Geraden OS, die
von S den Abstand a haben. Die Menge aller so konstru-
ierten Punkte P und @ ist dann die gesuchte Konchoide.

Wihle ein Koordinatensystem so, dafl O der Punkt
(0,0) und g die Gerade = = d ist, wobei d den Abstand des
Punktes O von der Geraden g bezeichnet. Bestimme die
Gleichung der Konchoide in diesem Koordinatensystem
sowie je eine Parameterdarstellung fiir die beiden Zweige
der Kurve! (Deren Aussehen hingt davon ab, ob a < d,
a = d oder a > d gilt.)

Aufgabe (99.4) (a) Es sei t — P(t) = (z(t),y(t))
eine parametrisierte ebene Kurve C, deren Kriimmung
nirgends Null ist, und es sei Q(t) = (X(t),Y(t)) der
Kriimmungsmittelpunkt von C beziiglich des Punktes
P(t). Finde eine Parameterdarstellung der Kurve ¢ +—
Q(t). (Man nennt diese die Evolute von C'.)

(b) Bestimme die Evolute der Normalparabel y = x2.

(c) Bestimme die Evolute einer Zykloide.

Aufgabe (99.5) Es sei E die Evolute einer ebenen
Kurve C. (Es gilt also E = {M,, | p € C}, wenn M, der
Kriimmungsmittelpunkt von C' an der Stelle p ist.)

(a) Zeige, daB fiir p € C' die Gerade pM, gleichzei-
tig die Kurve C' in p senkrecht und die Kurve E in M,
tangential trifft. (Ist also No(p) die Normale zu C an der
Stelle p, so ist F gerade die Enveloppe der Geradenschar
{Nc(p) |peC}.)

(b) Wir halten einen Punkt pg € C' fest. Zeige, dafl die
Lénge des Evolutenbogens My, M, und der Kriimmungs-
radius 7, die gleiche Anderungsrate beziiglich p haben.

Aufgabe (99.6) Es seien R > r > 0 und u,v # 0
vorgegebene Zahlen. Welche Art von Kurve ist durch die
Parameterdarstellung

cos(ut) (R + r cos(vt))
sin(ut) (R + r cos(vt))
7 sin(vt)

alt) =

gegeben? Unter welchen Bedingungen handelt es sich um
eine geschlossene Kurve?

Aufgabe (99.7) Bestimme fiir die folgenden Kurven
jeweils Kriitmmung und Torsion sowie das Serret-Frenet-
Dreibein!

(a) a(t) = (rcost,rsint, ht/(2T))
(b) a(t) = (t,¢*,1%)

Aufgabe (99.8) Ein Intervall I, eine Funktion & :
I — (0, 00) und eine Funktion 7 : I — R seien vorgegeben.

(a) Zeige, daB es eine nach Bogenlinge parametrisierte
Kurve o : I — R? gibt, deren Kriimmung s und
deren Torsion T ist!

(b) Zeige, daB eine andere Kurve 3 : I — R3 genau dann
ebenfalls die Kriitmmung x und die Torsion 7 hat,
wenn es eine feste Drehung D und einen festen Vek-
tor v gibt mit B(t) = Da(t) + v fiir alle t € 1.

Aufgabe (99.9) Es sei s — a(s) € R? eine nach
Bogenlidnge parametrisierte Raumkurve, fiir die o/(s) und
o' (s) stets linear unabhéngig sind. Driicke die ersten vier

Ableitungen von « in Koordinaten beziiglich des Serret-
Frenet-Dreibeins (T, N, B) aus!

Aufgabe (99.10) Es sei s — «(s) eine nach Bo-
genlénge parametrisierte Raumkurve derart, dafi o/(s)
und «”'(s) fiir jeden Wert s linear unabhéngig sind. Zeige,
daf} es zu jedem Wert s eine eindeutig bestimmte Kugel
{z € R® | ||z — m|| < R} derart gibt, daB fiir die Funktion

a(s) := |la(s) —m|* - R

(die beschreibt, wie sich die Kurve von der Kugelober-
fliche entfernt) die Gleichungen a®) (sg) = 0 fiir 0 < k < 3
gelten. (Man nennt diese Kugel die Schmiegkugel an die
Kurve « im Punkt «(sg).)

/" Lésungen zu »Kurven«



20

Aufgaben: Differentialrechnung auf Mannigfaltigkeiten

Hinweis: Mache den Ansatz «a(sg) —m = v1T(sg) +
valN(sp) + v3B(sp), wenn (T, N,B) das Serret-Frenet-
Dreibein der Kurve bezeichnet.

Aufgabe (99.11) Es sei s — a(s) € R? eine Raum-
kurve, fiir die o/(s) und o”(s) stets linear unabhingig
sind. Welche Bedingung miissen die Krimmung x und die
Torsion T der Kurve erfiillen, damit « eine sphérische Kur-
ve ist, also ganz innerhalb einer Kugeloberflache verlauft?

Aufgabe (99.12) Gegeben seien eine Ebene £ C R3
und eine regulire C?-Kurve, die auf einer Seite von F
verlduft und die Ebene F senkrecht trifft. Zeige: Setzt man
« durch Spiegelung an der Ebene E fort, so ist die fortge-
setzte Kurve immer noch eine regulire C2-Kurve.

Aufgabe (99.13) Fiir gegebene Zahlen 0 < d < r
betrachten wir die Schraubenlinie

rcost
rsint
d-t

at) =

(a) Zeige, daB es t1 < to derart gibt, dal die Tangenti-
alvektoren &(t1) und &(t2) aufeinander senkrecht stehen.

(b) Wir bezeichnen mit E; die Ebene durch «(t;) mit
Normalenvektor ¢(¢1) und mit Ey die Ebene durch «a(t2)
mit Normalenvektor &(ts). Zeige: Spiegelt man das Kur-
venstiick a([t1,t2]) an B und die so verldngerte Kurve an
E1, so ergibt sich eine geschlossene C2-Kurve konstanter
Kriimmung, die kein Kreis ist.

Geschlossene Raumkurve konstanter Kriitmmung.

Aufgabe (99.14) Es seien z,y : (—e,¢) — R Funk-
tionen mit y(t)? = x(t)? fiir alle t sowie 2(0) = y(0) = 0.
Zeige unter den folgenden Voraussetzungen, dafl dann
zwangslidufig £(0) = y(0) = 0 gelten muB!

(a) z und y sind von der Klasse C¥
(b) z und y sind von der Klasse C?
(c) x und y sind stetig und an der Stelle 0 differentiierbar

Aufgabe (99.15) Es seien I C R ein offenes Inter-
vall und 7 : I — R™ eine C'-Abbildung. Auf der Menge
Ip == {t € T | 4(t) # 0} ist dann eine Einheitstangen-
tenabbildung

() = )
@)l
definiert. Beweise die Aquivalenz der beiden folgenden
Aussagen:
(1) es gibt eine Umparametrisierung 7 : J — I derart,
daB a := v o 7 eine regulire C'-Abbildung ist;
(2) die Abbildung T : Iy — R™ 148t sich stetig auf ganz
I fortsetzen.
Anschaulich bedeutet diese Aussage, dafl man eine Kur-
ve genau dann ohne anzuhalten durchlaufen kann, wenn
man sie mit konstanter Einheitsgeschwindigkeit durchlau-
fen kann. (Wie die folgenden Beispiele zeigen, kann man
diese Aussage anwenden, um die Existenz oder Nichtexi-
stenz einer reguldren Parametrisierung einer Kurve nach-
zuweisen.)

Aufgabe (99.16) (a) Die Normalparabel C' :=
{(z,y) € R?* | y = 2?} wird durch die C'-Abbildung
7(t) := (t3,15) parametrisiert, die aber an der Stelle ¢ = 0
nicht regulér ist. Benutze die vorhergehende Aufgabe, um
aus 7y eine regulidre Parametrisierung von C' zu gewinnen.

(b) Die Neilsche Parabel C := {(z,y) € R? | y* = 23}
wird durch die C'-Abbildung v(t) := (#?,¢3) parametri-
siert, die aber an der Stelle t = 0 nicht regulér ist. Benut-
ze die vorhergehende Aufgabe zum Nachweis, dafl diese
Nichtregularitéit nicht korrigiert werden kann!

Bemerkung: Beim Auftreten singulidrer Punkte ei-
ner Parametrisierung mufl man also unterscheiden, ob die-
se nur in der ungeschickten Wahl der Parametrisierung
begriindet sind oder in einem wirklichen geometrischen
Defekt der zugrundeliegenden Punktmenge. (Vgl. Aufga-
be (97.2).) Diese Unterscheidung ist wesentlich bei der
Herausbildung des Mannigfaltigkeitsbegriffs.

Aufgabe (99.17) Fiir eine fest vorgegebene Zahl a #
0 betrachten wir die Kurve ay? = x>. Zeige, da8 jeder
Punkt P dieser Kurve bis auf einen die Eigenschaft hat,
daf} die Tangente an die Kurve im Punkt P die Kurve in
genau einem weiteren Punkt @ schneidet. Welches ist der
Ausnahmepunkt?

Aufgabe (99.18) Essei C = {(x,y) € R? | y = |z|}.

(a) Besitzt C eine C°°-Parametrisierung?
(b) Besitzt C' eine C¥-Parametrisierung?

/" Lésungen zu »Kurven«



