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Vorwort
Ingenieurmathematik
Das Lösen und Bearbeiten von Aufgaben ist der Schlüssel zur Mathematik.Aufgaben zur Ingenieurmathematik stehen im Zentrum dieses Buches.Viele Studienanfänger aus den Ingenieurwissenschaften begegnen derMathematik mit großem Respekt. Nicht unbegründet, denn Mathematik istüber viele Jahrhunderte entstanden und entwickelt sich heute stürmischweiter und das meiste darin bleibt zu abstrakt, um es mit alltäglichenBegriffen zu verstehen.Zum Glück ist die Ingenieurmathematik in großen Teilen anschaulich undnah am Schulstoff mit Themen wie Funktionen, Ableitungen oder Mengen.Wer die Ziele seines Mathe-Kurses kennt und sie sich schrittweiseerarbeitet, wird sich schnell über Lernerfolge freuen können.

Die Lernziele der SEFI und weitere Bände
Die Mathematical Working Group der Société Européenne pour la For-mation des Ingénieurs, abgekürzt SEFI, hat mit ihrem Framework denStandard für Lernziele in der Ingenieurmathematik gesetzt1. Insgesamt 1 B. Alpers. A Framework for Ma-thematics Curricula in EngineeringEducation. European Society for En-gineering Education (SEFI), 3. Auf-lage, 2014. URL http://sefi.

htw-aalen.de

werden dort 677 Lernziele ausformuliert und mit einer Reihe fortgeschrit-tener Themen der Mathematik in einem Schalenmodell präsentiert. ImZentrum steht Core Zero mit Material, das mit nur wenigen Ausnahmenfür jedes Studium der Ingenieurwissenschaften grundlegend ist.Dieser erste Band deckt mit den ersten 145 Lernzielen, die sich in 14Abschnitte gliedern, etwa zwei Drittel von Core Zero ab. Der zweiteBand wird das restliche Drittel mit Themen aus Geometrie und Statistikenthalten und einen ersten Teil von Core Level 1 mit Themen aus Analysisund Diskreter Mathematik. Core Level 1 wird von der herausgebendenArbeitsgruppe als wesentlich für die meisten ingenieurwissenschaftlichenStudiengänge betrachtet. Aufgaben zu den übrigen Teilen dieses Levels,die sich vor allem mit Linearer Algebra und Statistik befassen, sind fürunseren dritten Band vorgesehen.
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Aufbau des Buches
Jedes Kapitel dieses Buches widmet sich einem Abschnitt von Lernzielen.Es beginnt jeweils mit einer Einleitung. Diese definiert die wichtigstenBegriffe und dient als Erinnerungshilfe für das Themengebiet. Zusätzlichwird auf Literatur verwiesen, mit der sich die Themen erarbeiten lassen.Es folgen Lernziele entsprechend der SEFI-Liste. Dem schließen sich dieAufgaben an. Jede Aufgabe ist mit der Angabe der erwarteten Bearbei-tungszeit in Minuten versehen. Sie setzt eine gründliche Beschäftigungmit dem Stoff voraus. Bleiben nach eigenem Lösungsversuch Fragen, sosollten sich diese meist mit den ausführlichen angegebenen Lösungenklären lassen.
Kannlisten
Die Kannliste enthält die ausformulierten Lernziele aus Sicht der Stu-dierenden. Sie beginnen daher mit: Ich kann. Lernziele machen dieerwünschten Kompetenzen transparent und erlauben auszuwählen. Waswill ich lernen? Wo setze ich den Schwerpunkt? Der Blick auf die Lern-ziele bietet nicht nur eine Übersicht, die Kenntnis der Meta-Ebene desLernstoffs erleichtert das längerfristige Behalten. Kannlisten ermöglichenselbstorganisiertes Lernen2. Jedem Lernziel sind Verweise auf passende2 C. Herold und M. Herold. Selbstor-ganisiertes Lernen in Schule und Be-ruf: Gestaltung wirksamer und nach-haltiger Lernumgebungen. Beltz, 3.Auflage, 2017
Aufgaben zugeordnet.
Aufgaben
Egal, ob Sie Vorlesungen hören, Lernvideos schauen oder Bücher lesen,ohne Aufgaben geht es nicht. In fast allen Kursen des mathematischenUnterrichts an der Hochschule gibt es die stete Nachfrage der Studie-renden nach neuen Aufgaben und damit nach Herausforderungen. GehenSie jede Aufgabe als solche an und es wird Spaß machen, vorallem wennSie selbst auf die Lösung kommen.
Lösungen
Von dem berühmten Kommunikationsforscher Paul Watzlawick gibt eseinen Vortrag mit dem Titel Die Lösung ist immer der beste Fehler3.3 P. Watzlawick. Die Lösung ist im-mer der beste Fehler. Carl-Auer, 1.Auflage, 2021 Lösungen von Mathematik-Aufgaben zu lesen ist oft frustierend. Sinddie Lösungen kompliziert, geben sie zu Ärger Anlass. Wieso werden mirso schwere Aufgaben gestellt? Sind sie einfach, ist der Grund für denÄrger ein anderer. Wieso bin ich nicht darauf gekommen? Eine Art vonLösungen ist aber wirklich erhebend. Wenn ich sie selbst gefunden habe!Sollten Sie einmal nicht fündig werden, ist unser Tipp, der Intention vonWatzlawick folgend: Lesen Sie die Lösung der Aufgabe, als ob sie dieLösung selbst entdeckt hätten.
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Schreiben Sie uns, ob die Lösung zu schwer oder zu einfach ist. MeldenSie die Fehler, die Sie entdecken werden. Dafür schon jetzt Danke! Undfolgen Sie dem Rat von George Pólya und nehmen sich nach eigenemLösungsversuch Zeit, die eigene Herangehensweise anzuschauen, sie mitanderen Lösungen zu vergleichen4. Das lohnt sich. Wer mehrere Wege 4 G. Pólya. How To Solve It. PricetonUniversity Press, 2. Auflage, 1945zum Ziel kennt, findet es leichter. Vergessen Sie nicht, die Lernziele inder Kann-Liste abzuhaken. Dann sehen Sie Ihren Fortschritt und könnenschon bald sagen: Mathe - Kann ich.
Zusatzmaterial
Kannlisten zum Abhaken finden Sie als separate Dateien im plus.hanser-fachbuch.de - Bereich. So können Sie diese wiederholt, zum ersten Lernen,zur Vorbereitung auf die Klausur, zur Wiederholung aktiv verwenden.Manche Aufgaben laden dazu ein, sie am Computer zu lösen. Codesolcher Lösungen in gängigen mathematischen Software-Programmenfinden Sie ebenfalls online. Den Zugangscode finden Sie auf Seite 1.
Schreibweisen
Unbekannte Notationen erschweren den Zugang zur Mathematik. Wirhaben versucht, uns im vorliegenden Buch durchgängig an den inge-nieurwissenschaftlichen Konventionen zu orientieren, um diese Hürdemöglichst gering zu halten. Das bedeutet im Einzelnen: Dezimalzahlenhaben einen Dezimalpunkt also 1.234 statt 1,234, Koordinaten werdenmit Kommata getrennt also (3, 4) statt (3|4), trigonometrische Funktionenhaben das Argument in Klammern also cos(40◦) statt cos 40◦. Die Inver-se oder Umkehrfunktion zu einer Funktion f wird als f−1 notiert. DieFunktion, die x dem Kehrwert f (x)−1 zuordnet, ist etwas anderes. j wirdfür die imaginäre Einheit zur Gleichung j2 = −1 verwendet. Intervallekönnen offen (a, b) oder geschlossen [a, b] sein, natürlich auch gemischt.
Dank
Zum Entstehen dieses Buches haben viele beigetragen. Zuerst seien dieKolleginnen und Kollegen genannt, die in den ersten Semestern desUnterrichtens ihre eigenen Aufgaben zur Verfügung stellten. Stellver-tretend seien hier Manuela Boin, Marc Oliver Otto und Karin Lundegenannt. Eine große Hilfe waren die vielen Studierenden, die die meistendieser Aufgaben bearbeitet haben und ungezählte Rückmeldungen zuDoppeldeutigkeiten und Fehlern gaben. Besonders eine Reihe von sehrengagierten Tutorinnen und Tutoren haben mit ihrem Feedback Anlasszu Verbesserungen und neuen Aufgabenstellungen gegeben. Hier sollenArmin Maier, Yasin Dagistanli, Jessica Kayser, Mario Gierke und ChristinaOber ausdrücklich genannt werden. Ohne Benjamin Zöllners Funktionenzum Koordinatensystem wären viele Bilder in diesem Buch nie entstanden.
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Ein besonderer Dank geht an den Freund und Kollegen Thomas Risse,der die Mühe eines gründlichen Korrekturlesens auf sich nahm und unsauf viele kleine Fehler, fehlende Definitionen oder unverständliche Formu-lierungen hinwies. Ihm verdanken wir auch die Idee der Minutenangabe.Dem Lektorat des Hanser-Verlags danken wir für die erfreuliche undfruchtbare Zusammenarbeit. Verbleibende Unzulänglichkeiten und Fehlergehen allein auf unser Konto. Last not least: ohne die Geduld unsererwunderbaren Ehepartner - und ihre gelegentliche Ungeduld! - wäre dasProjekt dieses Buches nie zu Ende gekommen.Bremen, Naumburg (Saale), Dezember 2021Markus Schmidt-Gröttrup, Katharina Best



1Arithmetik reeller Zahlen
1.1 Einleitung
Die Wunder der Zahlenwelt sind um nichts weniger spannend als dieEntdeckung des Universums oder die Geheimnisse der Wissenschaftenvom Leben. Zugleich sind Zahlen für fast alle Bereiche der Wissenschaf-ten sowie des alltäglichen Lebens von elementarer Bedeutung. DieserAbschnitt behandelt die Arithmetik, also Grundrechenarten, wie Zahlenals Potenzen, Wurzeln, Brüche oder Logarithmen definiert werden, sowieihre wissenschaftliche Darstellung. Einen guten Einstieg in dieses Themamit reichlich Übungsmaterial bietet das Buch “Einstieg in die Mathematikfür Fachhochschulen” von P. Stingl1. 1 P. Stingl. Einstieg in die Mathe-matik für Fachoberschulen. Hanser,München, 5. Auflage, 20131.1.1 GrundrechenartenVor den Regeln stehen zunächst die Rechenarten. Als Grundrechenartensind dies die Addition, Subtraktion, Multiplikation und die Division.Rechnungen wie die in Tabelle 1.1 gelegentlich selbst durchzuführen,stärkt die Sicherheit für alles, was Sie in der Ingenieursausbildungerwartet und läßt deutlich werden, was der Taschenrechner verbirgt.

Tabelle 1.1: Schriftliche Rechnungenmit GrundrechenartenAddition Multiplikation45 289 · 324+67 867+89 57822 1156201 93636Subtraktion Division3478 ÷ 37 = 941089 333−594 148495 1480

Mit Klammern wird die Reihenfolge der Ausführung explizit geregelt.So wird im Audruck (4 + 2) · 3 zunächst die Klammer (4 + 2) = 6ausgewertet und dann 6·3 = 18 berechnet. Ohne Klammer wird in diesemAusdruck gemäß der Präzedenzregel Punkt- vor Strichrechnung zuerstdie Multiplikation, dann die Addition ausgeführt. Potenzen haben Vorrangvor den Punktrechenarten. Für Ausdrücke wie 5 − 3 + 1 oder 4 ÷ 2 ÷ 8braucht es zudem die Vereinbarung, dass Ausdrücke bei gleichrangigerPräzedenz von links nach rechts ausgewertet werden. Diese Regeln sindsyntaktischer Natur. Wie bei Sprachen sind diese Regeln Vereinbarungen,die nicht überall gelten müssen. In einigen Programmiersprachen werdenAusdrücke etwa von rechts nach links ausgewertet. Es ist daher angezeigt,lieber eine Klammer mehr zu schreiben. Das Minuszeichen hat doppelteBedeutung: das Negative einer Zahl oder die Subtraktion. Minuszeichenvor einer Klammer sind auf alle Teile in der Klammer anzuwenden.
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Das Rechnen mit Zahlen hat zudem einige semantische Regeln oderGesetze zur Auswertung eines Ausdrucks. Sie sind in Tabelle 1.2 darge-stellt. Sie werden oft unbewußt benutzt, jedoch vereinfacht ihre expliziteKenntnis das Verständnis.Tabelle 1.2: Rechengesetze für Addi-tion und MultiplikationAssoziativität(a+b)+c = a+(b+c)(a·b)·c = a·(b·c)Kommutativitäta + b = b + aa · b = b · aDistributivität(a + b) · c = a · c + b · cNeutrales Elementa + 0 = aa · 1 = aInverse Elementea + (−a) = 0a· 1a =1 falls a .=0

Beispiel. 997 + 16 = (1000 − 3) + 16 =Assoz. 1000 + (−3 + 16)1000 + (−3 + 16) =Kommut. 1000 + (16 − 3) = 1013
Beispiel. 57 · 8 = (50 + 7) · 8 =Distrib. 50 · 8 + 7 · 8 = 400 + 56 = 456

Einige der in Tabelle 1.2 aufgeführten Rechengesetze erfordern dieErweiterung des Zahlsystems, das zuerst mit den natürlichen Zahlen
N = {1, 2, 3, 4, ....} beginnt. Das neutrale Element der Addition ist dieNull, die in N0 = {0, 1, 2, 3, ...} mit eingeschlossen ist. Inverse Elementeder Addition sind die negativen Zahlen, die in der Menge der ganzenZahlen Z = {..., −3, −2, −1, 0, 1, 2, ...} enthalten sind. Inverse Elementeder Multiplikation benötigen rationale Zahlen Q = { pq |p, q ∈ Z, q .= 0}.Schließlich werden die rationalen Zahlen auf die reellen Zahlen R er-weitert, in denen endliche und unendliche Dezimalbrüche und solche mitund ohne Periode enthalten sind.In Kapitel 12 wird die Erweiterungvon R auf die komplexen Zahlen Cbeschrieben. Wichtige Teilmengen der reellen Zahlen sind Intervalle. Intervalle sindDer Begriff der Teilmenge wird imKapitel 14 über Mengen erläutert. durch zwei bzw. eine untere oder obere Grenze festgelegt. Es beschreiben\ (a, b) das offene Intervall also alle reellen Zahlen x , die zwischen aund b liegen ohne diese beiden, für die sowohl a < x als auch x < bgilt,\ [a, b] das geschlossene Intervall, bei dem a und b eingeschlossen sind,also a ≤ x ≤ b,\ [a, b) oder (a, b] halboffene Intervalle, hier ist jeweils nur das Elementbei der eckigen Klammer eingeschlossen,\ (a, ∞) oder (−∞, b] unendliche Intervalle, bei der nur eine Unglei-chung anwendbar ist. Auch sie können offen wie das erste odergeschlossen sein und entsprechend das jeweils endliche Elemententweder aus- oder einschließen.

Beispiel.\ [1, 2] ist das abgeschlossene Intervall, also alle x mit 1 ≤ x ≤ 2,\ (1, 2) ist das offene Intervall mit 1 < x < 2,\ (1, ∞) ist das offene Intervall der Zahlen größer als 1, also x > 1,\ [0, 1) ist das halboffene Intervall mit 0 ≤ x < 1.
1.1.2 Teilbarkeit und PrimzahlenBeim Lernen des Einmaleins offenbaren sich erste Besonderheiten desZahlsystems. Manche Zahl kommt mehrfach als Ergebnis von Multiplika-tionen vor, wie 24 = 3 · 8 = 4 · 6. Andere, wie 23, gibt es nur bei derEs gibt unendlich viele Prim-zahlen, die ersten lauten2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, .... Multiplikation mit 1. Letztere Zahlen heißen Primzahlen. Jede natürliche
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Zahl lässt sich als Produkt aus Primzahlen schreiben, die Primfaktorengenannt werden. Bis auf die Reihenfolge sind die Primfaktoren eindeutig.Für einfache Zerlegungen in die Primfaktoren helfen Teilbarkeitsregelnfür 2 - letzte Ziffer ist gerade -, für 3 - Quersumme ist durch 3 teilbar -und für 5 - letzte Ziffer ist 0 oder 5. Dreistellige Zahlen abc sind durch11 teilbar, wenn b = a + c als die Summe aus Hunderter und Einer denZehner ergibt. Zur Zerlegung in Primfaktoren wird der noch nicht zerlegteTeil auf Teilbarkeit durch aufsteigende Primzahlen getestet. Dann ist z.B.294 = 2 · 147 = 2 · 3 · 49 = 2 · 3 · 7 · 7. Mit der Zerlegung in Primfaktorenlassen sich alle Teiler bestimmen, wie in Tabelle 1.3 gezeigt.

Tabelle 1.3: Bestimmung der Teilerder Zahl 294 durch Multiplikationvon Teilmengen der Primfaktoren1=20 ·30 ·70 2=21 ·30 ·703=20 ·31 ·70 6=21 ·31 ·707=20 ·30 ·71 14=21 ·30 ·7121=20 ·31 ·71 42=21 ·31 ·7149=20 ·30 ·72 98=21 ·30 ·72147=20 ·31 ·72 294=21 ·31 ·72
Mit der Primfaktorzerlegung kann für zwei Zahlen deren größter gemein-samer Teiler ggT bestimmt werden. Dazu werden von den Primfaktorenbeider Zahlen jeweils der minimale Exponent gewählt und diese Poten-zen multipliziert. Ähnlich wird das kleinste gemeinsame Vielfache kgVberechnet. Hier wird jeweils der maximale Exponent verwendet.

Beispiel. Die Primfaktorzerlegungen von 294 und 812 ergeben294 = 21 · 31 · 72 · 290, 812 = 22 · 30 · 71 · 291. Daraus folgtggT(294, 812) = 21 · 30 · 71 · 290 = 14kgV(294, 812) = 22 · 31 · 72 · 291 = 17052
Bei der ganzzahligen Division a ÷ b mit einem Divisor b, der kein Teilerdes Dividenden a ist, bleibt ein Rest. Die Berechnung des Rests wirdModulo-Rechnung genannt.a mod b = r r ist ganzzahliger Rest der Division a ÷ bBeispielsweise ist 30 mod 7 = 2 und 31 mod 7 = 3. Um die Rest einerSumme oder eines Produkts zu bestimmen, kann einfach mit den Restengerechnet werden:(30 + 31) mod 7 = (2 + 3) mod 7 = 5 oder(30 · 31) mod 7 = (2 · 3) mod 7 = 6.
1.1.3 Potenzen

Tabelle 1.4: Elementare Potenzgeset-ze für eine positive Basis a > 0Gleiche Basisam ·an = am+naman = am−n(am)n = am·n
Gleicher Exponentan ·bn = (a·b)nanbn = ( ab )n
Spezielle Exponentena0 = 1 für a .= 0a−1 = 1aa 1n = n√aa−n = 1ana mn = n√am = ( n√a)m

Für ein mehrfaches Produkt der gleichen Zahl ist das Produktzeichen zuumständlich, deswegen gibt es Potenzen.25 = 2 · 2 · 2 · 2 · 2 = 32 2 ist die Basis, 5 ist der ExponentDie untenstehende Zahl heißt Basis und wird so oft mit sich selbstmultipliziert wie im oben stehenden Exponenten, das heißt der Hochzahl,angegeben.Potenzen werden für rationale Exponenten mit Hilfe der Wurzel definiert.Es ist a mn = n√am. Für die Definition von Potenzen mit reellen Exponentenwird für positive reelle Werte a die Funktion f (x) = ax auf rationale
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Zahlen x ∈ Q angewendet. Wegen der Stetigkeit dieser Funktion kannDas Konzept der Stetigkeit wird inKapitel 26 im zweiten Band themati-siert. sie auf reelle Zahlen fortgesetzt werden.Die Gesetze aus Tabelle 1.4 lassen sich für natürliche Zahlen m und ndirekt nachrechnen. Sie gelten genauso, wenn m und n rationale oderreelle Zahlen sind.

Beispiel.\ 24 · 26 = 24+6 = 210 = 1024\ (24)6 = 24·6 = 224\ 20 = 1000 = (−1)0 = 10 = 1 aber 00 ist undefiniert\ 2426 = 24−6 = 2−2 = 122 = 14\ 8 13 = 3√8 = 2

Tabelle 1.5: Vermeintliche Potenzge-setze sind als Ungleichung notiert.Für spezielle Zahlenbeispiele kön-nen beide Seiten gleich sein, in allerRegel sind sie es nicht.Assoziativität der Potenz(ab)c .= a(bc )Beispiel:(23)2 = 64 .= 2(32 ) = 512Kommutativität der Potenzab .= baBeispiel:34 = 81 .= 43 = 64Distributivität Addition-Potenz(a + b)c .= ac + bcBeispiel:(2 + 1)2 = 9 .= 22+12 =5Distributivität Potenz-Additiona(b+c) .= ab + acBeispiel:2(1+2) = 8 .= 21+22 =6Distr. Potenz-Multiplikationa(b·c) .= ab · acBeispiel:21·2 = 4 .= 21 · 22 = 8

Eine sehr häufige Fehlerquelle ist die Anwendung von vermeintlichenGesetzen, die für die Potenz nicht gelten. Diese sind in Tabelle 1.5 gezeigt.
1.1.4 BruchrechnungMit Brüchen werden Divisionen anders dargestellt 166 = 16 ÷ 6. AlsZahldarstellung wird ein Bruch erst nach dem Kürzen eindeutig, alsonach Ausklammern des größten gemeinsamen Teilers in Zähler und Nen-ner. ggT(16, 6) = 2 166 = 8 · 23 · 2 = 83Die Addition zweier Brüche ist bei gleichem Nenner einfach: die Zählerwerden addiert. 166 + 56 = 216 = 72Bei der Addition von Brüchen mit verschiedenem Nenner müssen beideNenner zunächst auf das kleinste gemeinsame Vielfache, kgV(6, 15) = 15,erweitert werden, 166 + 215 = 8030 + 430 = 8430 = 145Hier hätte auch zuerst gekürzt werden können und die Rechnung wäre166 + 215 = 83 + 215 = 4015 + 215 = 4215 = 145gewesen. Welcher Weg gewählt wird, ist Geschmackssache. Beim Subtra-hieren wird der Zähler des abzuziehenden Bruches negativ genommenund die Brüche addiert.43 − 34 = 1612 + −912 = 712Der Kehrwert eines Bruchs wird durch Vertauschen von Zähler und Nen-ner erreicht. 129 = 92Brüche werden multipliziert, indem jeweils Zähler und Nenner multipli-ziert werden. Ein Bruch wird durch einen andern dividiert, indem der
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Kehrwert des letzteren mit dem ersten multipliziert wird.125 · −73 = 12 · (−7)5 · 3 = 4 · (−7)5 · 1 = −285134 ÷ 29 = 134 · 92 = 1178Rationale Zahlen lassen sich als Bruch zweier ganzer Zahlen p, q schrei-ben und als endliche oder unendlich-periodische Dezimalbrüche schreiben.Wenn im gekürzten Bruch q ein Produkt aus Potenzen von 2 und 5 ist,ist der Dezimalbruch endlich, sonst unendlich. Reelle und nichtrationaleZahlen sind die nichtperiodischen unendlichen Dezimalbrüche.Periodische Dezimalbrüche lassen sich wie folgt umrechnen:0.054 = 54999 = 18333 = 6111 = 237Mit Brüchen werden Proportionen sehr anschaulich, wie sie in jedemDreisatz benutzt werden. Wenn 4 Orks an einem Tag 20 Quirks verzehren,werden für 10 Orks 50 Quirks gebraucht: 420 = 1050 .
1.1.5 LogarithmenUm Gleichungen, wie sie bei Dreisatzaufgaben entstehen, zu lösen, wirdzur Multiplikation die Division als Umkehroperation benötigt. Entspre-chend ist die Subtraktion die Umkehroperation der Addition. Die Potenzals nicht-kommutative Operationen hat zwei Umkehroperationen, wie inTabelle 1.6 anhand der Gleichung 23 = 8 dargestellt.

Tabelle 1.6: Umkehrung der PotenzUnbekannte BeispielPotenz x = 23Lösung x = 2 · 2 · 2 = 8Basis x3 = 8Wurzel x = 3√8 = 2Exponent 2x = 8Logarithmus x = log2(8) = 3
Der Logarithmus der Zahl a zur Basis b ist der Exponent x in der Potenzvon b, die a ergibt: a = bx ⇔ x = logb(a).

Beispiel.\ log2(32) = 5, denn 25 = 32\ log10(0.1) = −1, denn 10−1 = 110 = 0.1\ log0.1(1000) = −3, denn 0.1−3 = 10.13 = 10.001 = 1000
Das Argument a des Logarithmus wird in Klammern gesetzt, um Zwei-deutigkeiten wie bei logb x · y zu vermeiden. Logarithmen sind im reellenZahlenraum nur für positive Zahlen a und b definiert. Außerdem mussb .= 1 sein. Aus dem Potenzgesetz zur Multiplikation bei gleicher Basisfolgt für den Logarithmus logb(x ·y) = logb(x)+ logb(y). Über Jahrhunder-te hat dies Gesetz zusammen mit einer Logarithmentafel Multiplikationenvereinfacht. Die Multiplikation lässt sich auf Additionen der Logarithmenzurückführen.Logarithmen mit verschiedener Basis sind proportional zueinander, wiemit der Basisumrechnung angegeben. Deswegen wird zumeist eine festeBasis benutzt. Am gebräuchlichsten ist dabei der natürliche Logarithmus.Tabelle 1.7 zeigt Logarithmen mit spezieller Basis.

Tabelle 1.7: Spezielle LogarithmenNameBezeichnungSpezielle BasisNatürlicher Logarithmusln(x) = loge(x)e ≈ 2.71828 -Eulersche Zahldualer Logarithmusld(x) = log2(x)2 - Stellenwert im Dualsystemdekadischer Logarithmuslg(x) = log10(x)10 - dezimaler Stellenwert
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Die wissenschaftliche Darstellung reeller Zahlen gibt mit der Anzahlangegebener Dezimalstellen die Genauigkeit an, mit der die Zahl bekanntist. Dazu wird ihre Zehnerpotenz als Exponent nach den Stellen aufgeführt.Bei Addition und Subtraktion gilt die jeweils schwächere Genauigkeitfür das Ergebnis. Bei Multiplikation und Division erhöht sich die Zahlsignifikanter Stellen nicht.

Beispiel.\ 2.01E3 hat 3 signifikante Stellen d.h. 2010 ± 10\ 4.7800E−2 hat 5 signifikante Stellen d.h. 0.047800 ± 0.000001\ 2.01E3 + 4.519E2 = (2010 ± 10) + (451.9 ± 0.1) = 2460 ± 10 =2.46E3\ 2.01E3 · 4.519E2 = 9.08E5
1.2 Lernziele

Nr Ich kann Refererenz √
Grundrechenarten1 die Grundrechenarten auf positiven wie negativen Zahlen ausführen 1.1-a, 1.2, 1.39,2 eine natürliche Zahl als Produkt ihrer Primfaktoren ausdrücken 1.3, 1.4, 1.5, 1.6,3 den größten gemeinsamen Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache für eine Menge vonnatürlichen Zahlen berechnen 1.5, 1.7, 1.8, 1.9,4 eine Zahl modulo einer anderen nehmen 1.10, 1.11Potenzrechnung5 die Potenzrechenregeln beherrschen 1.12, 1.13, 1.15-ab, 1.17, 1.18,1.38-a, 2.27,6 Potenzen einer Zahl kombinieren 1.13, 1.14, 1.15,1.16,7 negative Potenzen auswerten 1.17, 1.18, 1.24-b,8.2,Bruchrechnung8 Brüche erweitern und kürzen 1.19, 1.20,9 arithmetische Operationen auf Brüchen ausführen 1.21, 1.22, 1.23,1.24-a, 8.2,10 Wurzeln als Potenzen mit Brüchen ausdrücken 1.24-b, 1.25, 1.26,11 Brüche in Dezimalzahlen umrechnen und umgekehrt 1.27, 1.28 1.29,1.30,Dezimalbruch12 arithmetische Operationen auf Dezimalzahlen ausführen 1.32,13 numerische Werte zur angegebenen Zahl an Dezimalstellen oder signifikanten Stellen runden 1.31, 1.32,Proportionalität14 Proportionalitäten verstehen und mit dem Dreisatz rechnen 1.33, 1.34, 2.18,Logarithmen15 die wissenschaftliche Schreibweise von Zahlen verstehen 1.31, 1.35, 1.41,16 mit Logarithmen rechnen 1.36, 1.37, 1.38-b,1.39,Fehlerrechnung17 verstehen, wie Fehler in Messungen geschätzt und kombiniert werden 1.31, 1.40,
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1.3 Aufgaben

Aufgabe 1.1 (6 min)a) Berechnen Sie 2 · (−2) − 3 · (−3).b) Berechnen Sie 112, 1112. Welchen Wert hat 111111112?c) Eine Tetrapackung hat eine quadratische Grundfläche der Breite5 cm und eine Höhe von 18 cm. Welches Volumen nimmt diePackung ein?d) A. ist am 29.2.2012 geboren. Wieviel Tage sind seit der Geburtvergangen, wenn A. am 29.2.2032 ihren 20.sten Geburtstag feiert?
Aufgabe 1.2 (6 min) Berechnen Sie die folgenden Ausdrücke schrift-lich.a) 988 + 1024 + 12,b) 983 − 497,c) 88 · 903,d) 408408 ÷ 34.e) Geben Sie jeweils eine Möglichkeit an, wie die Rechnung ein-facher ausgeführt werden kann. Welche Rechengesetze nutzenSie?
Aufgabe 1.3 (8 min) Zerlegen Sie die angegebenen Zahlen in ihrePrimfaktoren: 1000, 294, 759, 484, 836, 661.
Aufgabe 1.4 (3 min) Ist die Zahl 107 eine Primzahl? Prüfen Sie das,indem Sie der Reihe nach für jede Primzahl 2, 3, 5, 7, .. feststellen,ob sie ein Teiler von 107 ist. Müssen Sie alle Primzahlen zwischen2 und 107 durchprobieren, oder können Sie schon früher aufhören? Die Liste der Primzahlen, die klei-ner 100 sind, ist: 2, 3, 5, 7, 11, 13,17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53,59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.Aufgabe 1.5 (4 min) Es soll bestimmt werden, welche der folgendenZahlenpaare teilerfremd sind. Berechnen Sie dazu jeweils die Zerle-gung in Primfaktoren. Hinweis: Nutzen Sie die Teilbarkeitsregeln.a) 16 und 92,b) 121 und 66, c) 152 und 153,d) 98 und 225.
Aufgabe 1.6 (5 min) Wieviel Divisionen reichen aus, um die Fragezu entscheiden, ob die Zahl 893 eine Primzahl ist? Kreuzen Sie an.
! ca 10,
! ca 20, ! ca 30,

! mehr als 50.Ist 893 eine Primzahl?
Aufgabe 1.7 (4 min) Berechnen Sie jeweils den größten gemeinsa-men Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache vona) 12 und 18, b) 209 und 228, c) 51 und 95.
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Aufgabe 1.8 (8 min) Gesucht sind jeweils zwei verschiedene, na-türliche Zahlen mit maximalem größten gemeinsamen Teiler. BeideZahlen sollen kleiner oder gleich 100 sein und sollena) beliebig ausgewählt werden,b) beide je eins größer als eine Primzahl,c) beide je eins kleiner als eine Primzahl gewählt werden.
Aufgabe 1.9 (6 min) Gegeben sind zwei Primfaktorzerlegungenm = 39994907268 = 22 · 3 · 17 · 31 · 3112 · 2027,n = 40000834216 = 23 · 7 · 17 · 19 · 1091 · 2027.a) Geben Sie die Primfaktorzerlegung von ggT(m, n) an.b) Geben Sie die Primfaktorzerlegung von kgV(m, n) an.c) Auf welche Ziffer endet kgV(m, n)?
Aufgabe 1.10 (2 min) Welche der folgenden Zahlenpaare sind kon-gruent modulo 13?a) 39 und 91, b) 125 und 86, c) −85 und 85.
Aufgabe 1.11 (5 min) Berechnen Siea) 100 mod 3,b) 100 mod 5, c) 100 mod 7,d) 1000 mod 11, e) 1000 mod 13,f ) 1000 mod 17.
Aufgabe 1.12 (2 min) Welche der angegebenen Terme sind gemäßder Potenzrechenregeln gleich dem gegebenen Ausdruck? KreuzenSie an.a) 312 · 313 =

! 62 ·931 ! 314 ! 315 ! 316 ! 318 ! 319,b) 24 · 44 =
! 64 ! 68 ! 616 ! 84 ! 88 ! 816,c) 872 =
! 878874 ! 874872 ! 872871 ! 87−287−1 ! 87−487−2 ! 87−887−4 ,d) (912)3 =
! 915 ! 916 ! 918 ! 919 ! 9123 ! 9132.

Aufgabe 1.13 (2 min) Welche Zahl ist größer (2(34))5 oder (((23)4)5)6?



arithmetik reeller zahlen 19
Aufgabe 1.14 (1 min) Fassen Sie den Ausdruck

32 · 33 + 3934 + 13(32)3zusammen.
Aufgabe 1.15 (8 min)a) Berechnen Sie 84·9345·272 .b) Berechnen Sie 8401·93014601·27201 .c) Wieviele Stellen hat die Zahl 9345?Tipp: Benutzen Sie log10(9) ≈ 0.9542.
d) Bestimmen Sie die letzte Ziffer der Zahl 9345.
Aufgabe 1.16 (4 min) Geben Sie den Wahrheitswert der folgendenAussagen an.a) x = (√x)2 für alle x ∈ R,b) 4√4(42) = 44,c) 2 · 3n = 6n.
Aufgabe 1.17 (1 min) Berechnen Sie (−3)2 und 3−2.
Aufgabe 1.18 (1 min) Berechnen Sie ( 18 ) 13 sowie (−4)−2.
Aufgabe 1.19 (3 min) Kürzen Sie jeden der folgenden Brüche soweitals möglich.a) 1218 , b) 124188 , c) 12481888 .
Aufgabe 1.20 (8 min) Welche der folgenden Brüche sind gleich?Kürzen Sie!a = 23 ,b = 1824 ,c = 144216 ,

d = 516774 ,e = 438657 ,f = 93124 ,
g = 812 ,h = 34 ,i = 3952 ,

k = 87116 .

Aufgabe 1.21 (3 min) Führen Sie die folgenden Rechnungen aus,indem Sie die nachstehenden Brüche jeweils auf den Hauptnennerbringen.a) 58 − 47 , b) 1312 + 1718 , c) 1421 + 412 .
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Aufgabe 1.22 (6 min) Berechnen Sie die folgenden Ausdrücke. Kür-zen Sie das Ergebnis soweit wie möglich.a) 34 + 14 ,b) 34 − 18 ,c) 23 + 112 ,

d) 26 + 29 ,e) 27 − 29 ,f ) 19 − 18 ,
g) 214 + 115 ,h) 23 · 1112 ,i) 47 ÷ 2110 .

Aufgabe 1.23 (2 min) Berechnen Sie 73 − 56 − 1112 + 14 .
Aufgabe 1.24 (5 min) Kreuzen Sie jeweils alle Möglichkeiten an,den gegebenen Ausdruck zu vereinfachen, ohne dass sich sein Wertändert.a) 1332 − 1142

! Der linke Bruch wird mit 21 multipliziert, der rechte mit 16.
! Der linke Bruch wird mit 42 erweitert, der rechte mit 32.
! Zähler und Nenner werden jeweils voneinander subtrahiert.
! Die Brüche werden auf den Hauptnenner gebracht und danndie Zähler subtrahiert.
! Die Brüche werden auf den Hauptnenner gebracht und danndie Nenner subtrahiert.b) ( 14)−1/2
! Das negative Vorzeichen im Exponenten verschwindet, wenndie Basis negativ genommen wird.
! Das negative Vorzeichen im Exponenten verschwindet, wennvon der Basis der Kehrwert genommen wird.
! Der Exponent kann zu −1 vereinfacht werden, wenn die Basisquadriert wird.
! Der Exponent kann zu −1 vereinfacht werden, wenn die Basishalbiert wird.
! Der Exponent kann zu −1 vereinfacht werden, wenn aus derBasis die Wurzel gezogen wird.

Aufgabe 1.25 (4 min) Drücken Sie alle Wurzelterme als Potenzenmit Brüchen aus.√7, 3√6, 8√8, √113, 4√b3, 14√5 , 3√√2, √65√6 .
Aufgabe 1.26 (2 min) Schreiben Sie diese Potenzen als Wurzeln.
a) 5 12 , b) 6 13 , c) 4 23 , d) 2− 12 .
Aufgabe 1.27 (2 min) Rechnen Sie diese Dezimalzahlen in Brücheum. 4.25, 4.3, 2.18.
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