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Vorwort

Mit der Entwicklung und dem massenhaften Einsatz des Computers hat
die Mathematik einen tiefgreifenden Wandel erfahren. Diese Verédnderungen
zeichnen sich durch eine stédrkere Betonung diskreter und algebraischer Me-
thoden der Mathematik aus. Gleichzeitig erfordern moderne technische Ent-
wicklungen wie Computer- und Kommunikationsnetze, Mobilfunksysteme,
automatische Systeme im Logistikbereich und in der Gentechnologie zuneh-
mend Methoden aus der Diskreten Mathematik. Dazu zéhlen insbesondere
Graphentheorie, Kombinatorik, Kombinatorische Optimierung, Kodierungs-
theorie, Algorithmenanalyse und Computeralgebra.

Dieses Buch liefert eine Einfithrung in die Graphentheorie — ein Lehrgebiet,
das heute nicht nur in der Mathematikausbildung eine grofie Rolle spielt. Die
vielfdltigen Anwendungen der Graphentheorie erlangten auch fiir Informati-
ker, Wirtschaftler, Chemiker und Ingenieure eine groie Bedeutung. Graphen
finden iiberall dort Anwendung, wo netzartige Strukturen zu analysieren sind.
Das kénnen Computernetze, Energieleitungssysteme, elektronische Schaltun-
gen, chemische Verbindungen, wirtschaftliche Verflechtungsbeziehungen, Pro-
grammablaufpldne oder soziale Netze sein. Das Gemeinsame an all diesen
Erscheinungsformen von Netzen ist die abstrakte Grundstruktur, die mathe-
matisch durch einen Graphen dargestellt werden kann.

Fiir den Lernenden besitzt die Graphentheorie einen Vorteil gegeniiber an-
deren Lehrgebieten: Fiir das Verstédndnis der Graphentheorie sind nur ge-
ringe Vorkenntnisse aus anderen Gebieten der Mathematik erforderlich. Im
Wesentlichen geniigen mathematische Schulkenntnisse. Lediglich im zweiten
und neunten Kapitel werden die Grundbegriffe der linearen Algebra voraus-
gesetzt. Dafiir wird aber vom Leser die Bereitschaft zum Mitdenken erwartet.

Um selbst Kenntnisse der Graphentheorie fiir die Analyse von Netzwerken

oder fiir die Entwicklung von Algorithmen einsetzen zu konnen, ist das Verste-

hen der Denkweise der Graphentheorie wichtig. Eine grofie Zahl von Ubungs-

aufgaben und zahlreiche Abbildungen sollen dem Leser helfen, dieses Verstéand-
nis zu erlangen. Zunéchst muss jedoch das umfangreiche Vokabular der Gra-

phentheorie erlernt werden. Aus diesem Grunde hat dieses Buch einen etwas

stiarkeren Lehrbuchcharakter als die anderen Bénde dieser Reihe. Ein umfang-

reiches Sachwortverzeichnis und ein Symbolverzeichnis am Ende des Buches

erleichtern das schnelle Wiederfinden der Definitionen.
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Die hier vorliegende Einfiihrung in die Graphentheorie entstand aus einer
Vorlesungsreihe zur Graphentheorie fiir Studenten der Angewandten Mathe-
matik und der Computertechnologie an der Hochschule Mittweida.

Die ersten acht Kapitel dieses Buches behandeln die Grundlagen der Theorie
ungerichteter Graphen. Nach einer Einfithrung in den Sprachgebrauch der
Graphentheorie im ersten Kapitel sind planare Graphen, Unabhéngigkeit,
Féarbungsprobleme, der Zusammenhang von Graphen sowie Baume und Krei-
se weitere Schwerpunkte. Das neunte Kapitel liefert eine kurze Einfiithrung
zum Thema gerichtete Graphen und Flussnetzwerke.

Fiir die Aufnahme dieses Textes in die Mathematik-Studienhilfen danke ich
dem Herausgeber dieser Reihe, Herrn Prof. Dr. Bernd Engelmann. Besonders
herzlich méchte ich mich bei Frau Christine Fritzsch, Frau Natalia Silakova
und Frau Christina Kubiak vom Carl Hanser Verlag fiir die stets sehr gute
Zusammenarbeit und Unterstiitzung bedanken.

Ich bedanke mich bei jenen aufmerksamen Lesern des Buches, die mir Hin-
weise, Kommentare und Anfragen schickten, die zu Verbesserungen und Kor-
rekturen des Buches fiithrten. Ich freue mich iiber die gute Resonanz, die nun
bereits eine vierte Auflage ermoglicht. Mit dieser Neuauflage habe ich das
Buch um ein Kapitel zu Graphenalgorithmen erweitert, da dieses Thema fiir
viele Anwendungen immer wichtiger wird.

Mittweida, September 2021 Peter Tittmann
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1 Graphen

Graphen sind mathematische Modelle fiir netzartige Strukturen in Natur und
Technik. Dazu zéhlen StraBlennetze, Computernetze, elektrische Schaltungen,
Programmablaufpldne, Wasser- und Gasleitungsnetze, chemische Molekiile
oder wirtschaftliche Verflechtungsbeziehungen. Allen diesen Netzen ist eine
Grundeigenschaft gemeinsam. Sie bestehen stets aus zwei verschiedenartigen
Mengen von Objekten. Die Objekte der ersten Art sind zum Beispiel Orte
im StraBlennetz oder Computer. Sie werden durch Objekte der zweiten Art
verbunden. Das sind zum Beispiel Strafien oder Ubertragungsleitungen. In
der Sprache der Graphentheorie werden wir diese Objekte als Knoten und
Kanten eines Graphen bezeichnen. Viele Anwendungen der Graphentheorie
erfordern eine Untersuchung spezieller Eigenschaften des jeweiligen Netzes.
Fiir die Planung einer Urlaubsreise ist die Bestimmung eines kiirzesten Weges
zwischen zwei Orten eines Straflennetzes ein interessantes Problem. Eine Vor-
aussetzung dafiir ist die Kenntnis der Liangen (Durchfahrzeiten) der einzelnen
Straflen des Netzes. Die Bestimmung der Zuverldssigkeit eines Kommunikati-
onsnetzes beantwortet die Frage nach der Wahrscheinlichkeit fiir die Existenz
eines intakten Weges zwischen zwei Punkten des Netzes. Als Ausgangsdaten
bendtigt man hier neben der Netzstruktur die Ausfallwahrscheinlichkeiten
der Knoten (Computer) und Kanten (Ubertragungsleitungen). In der Che-
mie interessiert man sich fiir die Anzahl der Isomere einer Verbindung. Das
sind unterschiedliche Molekiilstrukuren bei gleicher chemischer Zusammen-
setzung. Diese Fragestellung lédsst sich darstellen als Zahlung von Graphen
mit bestimmten Eigenschaften.

In der Graphentheorie untersucht man zunéchst nur die rein topologischen
Fragen einer Netzstruktur. Ein Graph ist allein durch die Menge seiner Kno-
ten und seiner Kanten sowie durch die Zuordnung der Endknoten einer Kante
bestimmt. Damit gehen in diesem abstrakten Modell alle Informationen iiber
die konkrete Art und Beschaffenheit der Knoten und Kanten verloren. Es
verbleiben jedoch erstaunlich viele Eigenschaften eines Netzes, die bereits
auf dieser Abstraktionsstufe untersucht werden kénnen. Dazu zéhlen die fol-
genden Fragen:

e Kann man die Kanten des Graphen so durchlaufen, dass man jeden Knoten
(oder jede Kante) genau einmal besucht?

e Wie viele Kanten muss man mindestens durchlaufen, um von einem Knoten
zu einem anderen zu gelangen?

e Wie viele Knoten muss man mindestens besetzen, damit alle anderen Kno-
ten des Graphen in der Nachbarschaft eines besetzten Knotens liegen?
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e Gibt es zwischen je zwei Knoten einen Weg?

e Wie viele Kanten kann man aus dem Graphen auswéihlen, sodass keine
zwei ausgewihlten Kanten einen gemeinsamen Endknoten besitzen?

e Wie viele verschiedene Graphen mit einer gegebenen Knoten- und Kanten-
anzahl gibt es? Wie viele davon sind strukturell gleich?

e Wie viele Knoten oder Kanten kann man aus einem Graphen entfernen,
ohne dass dieser den Zusammenhang (oder andere wichtige Eigenschaften)
verliert?

e Kann man einen gegebenen Graphen so in die Ebene zeichnen, dass sich
keine zwei Kanten iiberkreuzen?

Die Beantwortung dieser Fragen liefert die Grundlage fiir die Losung kom-
binatorischer Optimierungsprobleme auf Graphen und fiir die Konstruktion
von Algorithmen zum Entwurf und zur Analyse von Netzstrukturen.

1.1 Definitionen

Wie jedes Gebiet der Wissenschaft hat auch die Graphentheorie ihren eigenen
Sprachgebrauch. Wir wollen in diesem Abschnitt die wichtigsten Grundbe-
griffe bereitstellen.

Ein ungerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer Knotenmenge V
und einer Kantenmenge E, wobei jeder Kante e € E von G zwei (nicht
notwendig verschiedene) Knoten aus V' zugeordnet sind.

Die Bezeichnungen V und FE fiir die Knoten- und Kantenmenge eines Graphen
kommen von den englischen Wértern vertex (Knoten) und edge (Kante).
Die Anzahl der Knoten und Kanten eines Graphen werden wir hiufig mit n
beziehungsweise m bezeichnen. Wir beschreiben eine Kante in der Form e =
{u, v} wobei u und v die Endknoten der Kante e sind. Wenn v ein Endknoten
der Kante e ist, so sagen wir auch v ist inzident zu e. Ein ungerichteter
Graph G = (V, E) heifit endlich, wenn die Mengen V und E endlich sind.
Wir werden in diesem und den folgenden Kapiteln ausschliellich endliche
ungerichtete Graphen betrachten, die wir deshalb auch kurz Graphen nennen.
Im Gegensatz dazu gibt es auch gerichtete Graphen, die jedoch erst spéter
eingefiihrt werden. Gerichtete Graphen enthalten Kanten, die zusétzlich einen
Richtungssinn aufweisen. Auf diese Weise kénnen zum Beispiel Strafennetze
mit Einbahnstrafien modelliert werden.

Die Zugehorigkeit einer Knotenmenge V' und einer Kantenmenge E zu ei-
nem Graphen G werden wir auch durch die Schreibweise V(G) bzw. E(G)
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verdeutlichen. Eine Kante der Form e = {v, v}, fiir welche die Endknoten zu-
sammenfallen, heifit eine Schlinge. Zwei Kanten e = {u,v} und f = {u,v}
zwischen denselben Endknoten heiflen parallel. Ein Graph, der weder Schlin-
gen noch parallele Kanten besitzt, heifit ein schlichter Graph. Um einen
Graphen graphisch zu veranschaulichen, stellen wir die Knoten als Punkte
oder kleine Kreise dar. Eine Kante wird durch eine Strecke oder eine Kurve,
die zwei Knoten verbindet, dargestellt. Das Bild 1.1 zeigt einen Graphen mit
fiinf Knoten und sechs Kanten. Dieser Graph kann auch eindeutig durch die
Angabe seiner Knotenmenge, seiner Kantenmenge und der Endknoten jeder
Kante beschrieben werden. Wir erhalten

G=({1,2,3,4,5}, {a,b,c,d,e, f})
mit
a=1{1,2}, b={1,5}, c={1,3}, d={1,3}, e={2,4}, f=1{5,5}.

Bemerkung: Die hier angegebene Schreibweise ¢ = {1,3} und d = {1,3}
ist mathematisch etwas fragwiirdig, da daraus ¢ = d folgen wiirde. Somit
wéren parallele Kanten nicht unterscheidbar. Der Konflikt ldsst sich jedoch
leicht 16sen, indem man eine Inzidenzfunktion einfiihrt, die jeder Kante die
Menge ihrer Endknoten zuordnet.

Bild 1.1: Ein ungerichteter Graph

Diese Information ldsst sich auch in Form einer Tabelle speichern:

Kante b ¢ d e f
Endknoten |1 1 1 1 2 5
2 5 3 3 4 5

1.1.1 Knotengrade

Zwei Knoten u,v € V (G), die durch eine Kante ¢ = {u, v} verbunden sind,
heiflen adjazent (benachbart) in G. Die Menge N (v) aller zu einem Knoten
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v € V(G) adjazenten Knoten nennen wir die Nachbarschaft von v. Der
Grad degv eines Knotens v € V (G) ist die Anzahl der von v ausgehenden
Kanten in G (die Anzahl der zu v inzidenten Kanten von G). Schlingen werden
hierbei doppelt gezdhlt. FEin isolierter Knoten ist ein Knoten vom Grade
null. Ein isolierter Knoten besitzt keine Nachbarknoten. In einem schlich-
ten Graphen gilt degv = |[N(v)|. Nun koénnen wir bereits einen ersten Satz
formulieren.

Satz 1.1
In einem Graphen G = (V, E) mit m Kanten gilt stets

Z degv = 2m.

veV

Beweis: Die links stehende Summe z#hlt fiir jeden Knoten die Kanten, die
von diesem Knoten ausgehen. Dabei wird jedoch jede Kante genau zweimal
gezahlt. [J

Da die Summe der Knotengrade in diesem Satz stets eine gerade Zahl liefert,
erhalten wir auch die folgende Aussage.

Folgerung 1.2
Die Anzahl der Knoten eines Graphen mit einem ungeraden Grad ist stets
eine gerade Zahl.

Bild 1.2: Ein Graph mit §(G) =1 und A(G) =5
Der Maximalgrad A (G) eines Graphen G ist das Maximum der Grade aller

Knoten von G:

A(G) = d
(@) = ;e desv
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Analog ist der Minimalgrad § (G) durch

0(G)= min d
(@)= min degu
definiert. Das Bild 1.2 zeigt einen Graphen mit dem Minimalgrad 1 und dem
Maximalgrad 5.

1.1.2 Wege und Kreise

Eine Kantenfolge ist eine Folge
U1,€1,V2,€2,V3; ...; Vp—1,Ck—1, Uk

von Knoten und Kanten eines Graphen G, sodass die Kante e; fiir ¢ =
1,...,k — 1 jeweils die Endknoten v; und wv;y; besitzt. Wir sagen auch, diese
Kantenfolge verbindet v mit vy. Die Linge der Kantenfolge ist die Anzahl
der Kanten dieser Folge. Wir werden formal auch einen einzelnen Knoten als
eine Kantenfolge der Lange null betrachten. Eine Kantenfolge in einem Gra-
phen G = (V, E) ist ein Weg, wenn jeder Knoten aus V hochstens einmal
in dieser Folge auftritt. In einem Weg kann somit auch keine Kante doppelt
vorkommen. Gilt v; = v in der Kantenfolge

V1, €1,02,€2,V3, ..., Vk—1,€k—1,Vk,

so sprechen wir von einer geschlossenen Kantenfolge. Kommt, mit Aus-
nahme von vy, kein Knoten doppelt in der geschlossenen Kantenfolge vor,
so bildet diese Folge einen Kreis des Graphen. Wege und Kreise eines Gra-
phen sind eindeutig durch die Menge der Kanten der jeweiligen Kantenfolge
bestimmt. Eine Schlinge bildet einen Kreis der Lénge 1; ein paralleles Kan-
tenpaar bildet einen Kreis der Linge 2. In einem schlichten Graphen haben
alle Kreise eine Lange von mindestens 3. Einen Kreis der Lédnge 3 nennen wir
auch ein Dreieck.

1.1.3 Zusammenhang

Ein Graph H = (W, F) ist ein Untergraph des Graphen G = (V, E), wenn
W CVund F C FE gilt. Es sei W C V(G) eine Teilmenge der Knotenmenge
des Graphen G. Ein Untergraph H = (W, F) von G, der alle Kanten aus
G enthiilt, die zwei Knoten aus W verbinden, heifit ein von der Teilmenge
W induzierter Untergraph von G. Ein aufspannender Untergraph
H = (V, F) eines Graphen G = (V, E) besitzt dieselbe Knotenmenge wie der
Ausgangsgraph.
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2 4 2 4

5 5
3

Bild 1.3: Ein Graph und ein Untergraph dieses Graphen

Das Bild 1.3 zeigt einen Graphen und einen darin enthaltenen Untergraphen.

Ein Graph G = (V, E) heifit zusammenhingend, wenn zwischen je zwei
Knoten u und v seiner Knotenmenge ein Weg existiert. Ein maximaler zu-
sammenhéngender Untergraph eines Graphen G heifit eine Komponente
von G. Das Bild 1.4 zeigt einen nicht zusammenhéngenden Graphen mit vier
Komponenten. Wenn H ein Untergraph von G ist, so gilt fiir den Maximal-
grad A(H) < A(G). Gilt diese Relation auch fiir den Minimalgrad?

"

O

Bild 1.4: Ein nicht zusammenhéngender Graph

1.2 Operationen mit Graphen

Fiir die Beschreibung von Eigenschaften von Graphen und fiir die Berechnung
von Kenngroflen von Graphen sind oft strukturelle Umformungen eines Gra-
phen erforderlich. Wir beschreiben im Folgenden einige wichtige Operationen
mit Graphen.

1.2.1 Entfernen von Knoten und Kanten

Es sei G = (V, E) ein Graph. Das Entfernen einer Kante ¢ € E erzeugt
aus G einen neuen Graphen G — e = (V, E \ {e}). Wenn F C FE eine Kan-
tenteilmenge des Graphen G = (V, E) ist, so sei G — F' der Graph, der aus G
durch Entfernen aller Kanten aus F' hervorgeht. Man iiberzeugt sich leicht,
dass die Reihenfolge des Entfernens der Kanten aus F' hierbei keine Rolle
spielt.
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G X G-e
v w
e
y
GVW
G/e

W O
Xy

Bild 1.5: Knoten- und Kantenoperationen mit Graphen

Fiir einen Knoten v € V definieren wir G — v als den Graphen, der aus G
durch Entfernen des Knotens v hervorgeht. Das Entfernen eines Knotens
v schlieit hierbei das gleichzeitige Entfernen aller zu v inzidenten Kanten des
Graphen ein. Auch diese Operation verallgemeinern wir fiir eine beliebige
Knotenteilmenge X C V. Der Graph G — X ist dann der Graph, der durch
Entfernen aller Knoten aus X aus dem Graphen G hervorgeht.

1.2.2 Fusion und Kontraktion

Die Fusion (das Verschmelzen) von zwei Knoten v und v eines Graphen
G = (V, E) ist das Identifizieren dieser beiden Knoten in einem Knoten, der
zu allen Kanten inzident ist, die vorher einen dieser beiden Knoten als End-
knoten hatten. Wir bezeichnen den entstehenden Graphen mit G,,. Auch
fiir diese Operation lassen wir eine Verallgemeinerung auf eine beliebige Teil-
menge X C V zu, durch deren Fusion dann der Graph Gx entsteht.

Die Kontraktion einer Kante e = {u,v} eines Graphen G ist das Entfernen
von e mit der anschlieBenden Fusion der Endknoten « und v. Wir bezeichnen
den durch Kontraktion von e aus G hervorgehenden Graphen mit G/e. Das
Bild 1.5 zeigt die hier vorgestellten Operationen an einem Beispielgraphen.

Ein Graph H, der aus einem Graphen G durch ausschliefiliche Anwendung
der drei Operationen Entfernen einer Kante, Kontraktion einer Kante und
Entfernen eines isolierten Knotens hervorgeht, heifit ein Minor von G.

Es sei e = {u,v} eine Kante des Graphen G = (V, F) und s,t € V. Wenn
in G ein Weg von s nach ¢ existiert, so existiert auch in G/e ein Weg von s
nach ¢. Um dies einzusehen, betrachten wir zwei Félle:
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e Die Kante e liegt auf dem st-Weg. Es sei
Sy ey €55 Uy €,V, €Ly oy t

dieser Weg. Durch Kontraktion der Kante e fallen die beiden Endknoten
u und v zusammen, wobei der neue Knoten uv entsteht. Dieser ist zu e;
und ey, inzident, sodass der Weg in den kiirzeren Weg

8y eey €5, UV, L, ..y €
iibergeht. Wenn s und ¢ mit u und v tibereinstimmen und somit die End-
knoten der Kante e sind, so besitzt der entstehende Weg die Lénge null.

o Liegt die Kante e nicht auf dem Weg von s nach ¢, so bleibt dieser Weg
unveréndert auch in G/e erhalten.

Da die Anzahl der Knoten durch Kontraktionen nur abnehmen kann, erhalten
wir die folgende Aussage.

Satz 1.3
Ein Graph G ist genau dann zusammenhéngend, wenn G durch eine Folge
von Kontraktionen in einen Graphen mit genau einem Knoten iibergeht.

1.2.3 Briicken und Artikulationen

Es sei ¢(G) die Anzahl der Komponenten eines Graphen G. Eine Kante e € E
eines Graphen G = (V, E) mit der Eigenschaft ¢(G — e) > ¢(G) heifit eine
Briicke von G. Ein Knoten v € V mit der Eigenschaft ¢ (G —v) > ¢(G)
heifit eine Artikulation von G. In einem zusammenhéngendem Graphen G
sind Briicken und Artikulationen genau solche Kanten und Knoten, deren
Entfernen aus G den Zusammenhang zerstort.

Bild 1.6: Briicken und Artikulationen

Bild 1.6 zeigt einen Beispielgraphen mit drei Briicken und vier Artikulationen.
Alle Briicken in diesem Graphen werden durch stirkere Kanten représentiert.
Die Artikulationen sind die grau dargestellten Knoten.
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2 2
l 1
3 3
5 5
4 _ 4
G G

Bild 1.7: Komplement eines Graphen

Bild 1.8: Disjunkte Vereinigung von Graphen

1.2.4 Operationen mit Graphen

Das Komplement oder der Komplementirgraph G = (V, E’) eines schlich-
ten Graphen G = (V, E) besitzt dieselbe Knotenmenge V' wie der Ausgangs-
graph. Jedoch sind in G genau dann zwei Knoten adjazent, wenn sie in G
nicht adjazent sind. Das Bild 1.7 zeigt einen Graphen G und sein Komplement
G.

Die Vereinigung von zwei Graphen G = (V,E) und H = (W, F) ist der
Graph mit der Knotenmenge V' U W und der Kantenmenge E U F. Wir
bezeichnen diesen Graphen mit dem iiblichen Vereinigungssymbol GU H =
(VUW, EUF). Wenn die Knotenmengen der beiden Graphen G und H
iibereinstimmen, so entsteht der Graph (V, E U F) als Vereinigung.

Manchmal mochten wir jedoch einen Graphen , mit sich selbst“ vereinigen.
Das verstehen wir so, dass zunéchst eine disjunkte Kopie des Graphen
geschaffen wird, die dann in die Vereinigung eingeht. Wir schreiben in die-
sem Falle G W G, um die disjunkte Vereinigung hervorzuheben. Wenn G =
({1,2},{{1,2}}) ein Graph mit zwei Knoten und einer Kante ist, so ist der
Graph 3G = G WG WG der in Bild 1.8 dargestellte Graph.

Das Produkt GO H (oder auch G x H) der Graphen G = (V, E) und H =
(W, F) ist ein Graph mit der Knotenmenge VxW = {(v,w) | v € V;w € W}.
Zwei Knoten (vq,w;) und (vg, we) von G x H sind genau dann adjazent, wenn
v1 = vg gilt und wy und we in H adjazent sind oder wenn w; = ws gilt und vy



1.3 Spezielle Graphen 21

GOH (s, x)
X
G s() H (nx) (¢, x)
r t y
(zy) ()
z

(r2) (t.2)
Bild 1.9: Das Produkt von Graphen

und ve in G adjazent sind. Bild 1.9 zeigt ein Beispiel fiir die Produktbildung
von Graphen.

1.3 Spezielle Graphen

Einige Graphen treten in verschiedenen Anwendungen und Beispielen immer
wieder auf. Diese Graphen wollen wir in diesem Abschnitt beschreiben.

1.3.1 Der vollstandige Graph

Ein vollstédndiger Graph K, mit n Knoten besitzt zwischen je zwei seiner
Knoten genau eine Kante.

1] X B

Bild 1.10: Vollstandige Graphen

Das Bild 1.10 zeigt vollstéindige Graphen mit bis zu sechs Knoten. Wie viele
Kanten besitzt ein vollsténdiger Graph mit n Knoten? Die Antwort liefert
Satz 1.1. Jeder Knoten besitzt den Grad n — 1, da alle anderen Knoten als
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Nachbarn auftreten. Damit gilt

Zdegv:Z(n—l):n(n—l):Qm

veV veV

und folglich

Eine andere Uberlegung fiihrt ebenfalls zum Ziel. Der Binomialkoeffizient
(g) zahlt die Anzahl der Auswahlen von 2 aus n Elementen. Jede Kante ist
aber eindeutig durch die Wahl ihrer Endknoten bestimmt. Folglich besitzt

der vollstéindige Graph mit n Knoten genau (g) Kanten.

Das Komplement K,, des vollstindigen Graphen mit n Knoten ist der leere
Graph (oder auch kantenlose Graph). Er besteht aus n isolierten Knoten
vom Grade null. Der leere Graph K, ist fiir n > 1 nicht zusammenhingend;
er besitzt n Komponenten.

1.3.2 Weg und Kreis

Der Weg P,, besitzt die Knotenmenge {1, ..., n} und die Kantenmenge

({12}, {23}, .., {n—1,n}}.

Oo0—0O0—"—C0O—"~0——->0
Bild 1.11: Der Weg Ps

Das Bild 1.11 zeigt den Weg Ps. Die Bezeichnung P, fiir einen Weg stammt
vom englischen Wort path. Wenn wir den ersten und letzten Knoten des
Weges P,, durch eine zusétzliche Kante verbinden, so erhalten wir den Kreis
(cycle) C,,. Das Bild 1.12 zeigt den Kreis Cs.

1.3.3 Badume

Ein Baum ist ein zusammenhéngender Graph, der keinen Kreis besitzt. Fiir
einen Baum mit n Knoten verwenden wir die Bezeichnung 7,, (von tree). Im
Gegensatz zu den bisher vorgestellten speziellen Graphen kénnen Baume auch
bei iibereinstimmender Knotenanzahl sehr unterschiedliche Struktur aufwei-
sen. Das Bild 1.13 zeigt einige Bdume mit sechs Knoten. In einem Baum ist
jede Kante eine Briicke. Andernfalls wiirde die Existenz eines Kreises folgen.
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Die Zahl am Ende der Zeile gibt jeweils die Seite an, auf der das Symbol
erstmals vorkommt.

A Adjazenzmatrix, 30
(@) Anzahl der Komponenten, 19
Ch Kreis mit n Knoten, 22

d(G) Durchmesser, 35
d(u,v)  Abstand zwischen w und v, 34
degv Knotengrad, 15

E Kantenmenge, 13

e(v) Exzentrizitat, 35

G Graph, 13

G Komplement von G, 20
G—e Entfernen von e, 17

Gle Kontraktion von e, 18

K, vollstandiger Graph, 21

Kpq vollstandiger bipartiter Graph, 25
m Kantenanzahl, 13

n Knotenanzahl, 13

P(G,z) chromatisches Polynom, 81
P, Weg mit n Knoten, 22

t(G) Anzahl der Spannbdume, 38

Baum mit n Knoten, 22
Knotenmenge, 13

<

a(Q) Unabhéingigkeitszahl, 61

B(G) Uberdeckungszahl, 65

N(v) Nachbarschaft von v, 14

4(G) Minimalgrad, 16

A(G) Maximalgrad, 15

v(G) Dominationszahl, 66

k(Q) Knotenzusammenhangszahl, 93
AMG) Kantenzusammenhangszahl, 97
w(G) zyklomatische Zahl, 136

v(Q) Kreuzungszahl, 47

T Partition einer Menge, 86
II(G) Menge der unabhéingigen Partitionen, 86

=
Qa

chromatische Zahl, 76
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Abstand, 34
Abstandsmatrix, 37
adjazent, 14
Adjazenzmatrix, 30
Admittanzmatrix, 40
Adresse, 113
dquivalente Einbettung, 47
Akteur, 163
algorithm
betweenness, 165
Algorithmus
Artikulation, 156
BFS, 159
Briickensuche, 157
DFS, 150
DFS mit Low-Point, 155
DFS, modifiziert, 153
erreichbare Knotenmenge, 153
erweiternder Weg, 168
Kantenzusammenhangszahl, 172
kiirzester Weg, 160
lokaler Kantenzusammenhang, 168
Maximum-Adjazenz-Ordnung, 171
Minimalschnitt, 172
rekursiv, 152
Schnitte, 170
Stress-Zentralitit, 165
Tiefensuche, 150
Zusammenhangstest, 152
Zéhlen kiirzester Wege, 162
Alphabet, 109
alternierender Weg, 67
Anfangsknoten, 128
antiparallele Bogen, 129

Argument, 149
Artikulation, 19

Algorithmus, 156
aufspannender Untergraph, 16
Auflengrad, 131
azyklischer Graph, 129

Basiskreis, 120
Baum, 22
binérer, 114
planarer, 113
Baumkanten, 151
Berge, 67
BFS, 158
BFS-Algorithmus, 159
Binércode, 114
bindrer Baum, 114
bipartiter Graph, 24
Blatt, 107
Block
einer Partition, 86
eines Graphen, 94
Bogen, 128
Bogenfolge, 129
Bogenmenge, 128
breadth first search, 158
Breitensuche, 158
Bruder, 112
Briicke, 19
Briickensuche, 157

Catalan, Eugene Charles, 115
Catalan-Zahlen, 115
Cayley, Arthur, 110
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chromatische Zahl, 76
chromatisches Polynom, 81
Clique, 64

Cliquenzahl, 64

crossing number, 47

Dekomposition, 39
Dekompositionsbaum, 39
Dekompositionsformel, 39
depth first search, 149
DFS, 149
DFS-Algorithmus, 150
DFS-Baum, 151

Dicke, 48

disjunkte Vereinigung, 20
Dominationszahl, 66
dominierende Knotenmenge, 65
Dreieck, 16
Dreiecksungleichung, 34
dualer Graph, 57
Dualitat, 57
Durchmesser, 35

Einbettung

dquivalente, 47

planare, 45
einfache Kurve, 45
elementarer Kozyklus, 135
Elementarzyklus, 132
empty, 158
Endknoten, 13, 128
Entfernen

einer Kante, 17

eines Knotens, 18
erreichbar, 129
erweiternder Weg, 67
Euler, Leonhard, 50
Eulersche Polyederformel, 50
Eulersche Tour, 124
Eulerscher Graph, 124
Eulerscher Kantenzug, 124
Exzentrizitat, 35

Farbung, 75

zuléssige, 76

Faktor, 72
Faktorielle

fallende, 82

Faktorisierung, 72
fallende Faktorielle, 82
FIFO, 158

Flache, 46

dufere, 46

Fluss, 143

Wert, 143
zuléssiger, 143

Flussnetzwerk, 142
Frequenzplanung, 87
Funknetz, 87
Fusion, 18
Fiinffarbensatz, 80

geordneter Wurzelbaum, 113
gerichtete Kante, 128
gerichteter Graph, 128

schlichter, 129
stark zusammenhéngender, 130
zusammenhéngender, 129

gesittigte Knotenmenge, 61
gesattigter Knoten, 66
geséttigtes Matching, 66
geschlossene Kantenfolge, 16
girth, 119

gleiche Graphen, 26

Grad, 15, 131

Gradfolge, 27

Gradmatrix, 33

Graph

azyklischer, 129
bipartiter, 24

dualer, 57

Eulerscher, 124
gerichteter, 128
k-zusammenhéngender, 92
kantenloser, 22

leerer, 22

orientierbarer, 130
planarer, 45



Sachwortverzeichnis 198

regulérer, 25

schlichter, 14

schlichter gerichteter, 129

selbstdualer, 58

stark zusammenhé&ngender, 130

ungerichteter, 13

unterliegender, 129

vollstandiger, 21

vollstéandiger bipartiter, 25

zusammenhédngender, 17, 129
Graphen

gleiche, 26
Grapheninvariante, 27

Hamilton, William Rowan, 121
Hamiltonkreis, 121
Hamiltonweg, 121

Hohe, 113

Hyperwiirfel, 26

induzierter Untergraph, 16
injektiv, 45

Innengrad, 131
Inputparameter, 149
inzident, 13
Inzidenzfunktion, 14
Inzidenzmatrix, 33
isolierter Knoten, 15
isomorph, 27, 139
isomorphe Graphen, 27

k-Baum, 102

partieller, 103
k-fach kantenzusammenhéngend, 97
k-farbbar, 79
k-zusammenhéngend, 92
Kante, 13

gerichtete, 128
Kantenfolge, 16

geschlossene, 16

Lénge, 16
Kantengewicht, 171
Kantengraph, 70
kantenloser Graph, 22

Kantenmenge

unabhéngige, 66
Kantenzusammenhang

lokal, 166
Kantenzusammenhangszahl, 97, 166
Kapazitit, 143

eines st-Schnittes, 144
Kirchhoff, Gustav Robert, 40
Knoten, 13

geséattigter, 66

isolierter, 15
knotendisjunkt, 94
Knotenmenge

dominierende, 65

gesittigte, 61

maximale unabhéngige, 61

st-trennende, 93

trennende, 92

unabhéngige, 61
Knoteniiberdeckung, 65

minimale, 65
Knotenzusammenhangszahl, 93
Konig, Denes, 69
Kokreis, 138
Komplement, 20
Komlementérgraph, 20
Komponente, 17

starke, 130
Kontinuitéitsgleichung, 143
Kontraktion, 18
konvexes Polyeder, 48
Kozyklenbasis, 136
Kozyklenraum, 136
Kozyklus, 135

elementarer, 135

linear abhéngiger, 135
Kreis, 16, 22, 129
Kreuzungszahl, 47
Kuratowski, Kazimierz, 53
Kurve, 45

Lénge, 129
einer Kantenfolge, 16
eines Wortes, 109
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Landau-Symbolik, 148
Laplace-Matrix, 40

leerer Graph, 22

line graph, 71

linear abhéngig, 135

lokaler Kantenzusammenhang, 166
Low-Point, 154

Masche, 138
Matching, 66

gesattigt, 66

maximales, 66

perfektes, 66
maximale unabhéngige Menge, 61
maximales Matching, 66
Maximalfluss, 144
Maximalgrad, 15
Maximum-Adjazenz-Ordnung, 170
Menger, 94
minimale Schnittmenge, 95
Minimalgrad, 16
Minor, 18

Nachbarschaft, 15
Nachfolger, 111
Netzwerk

soziales, 163

orientierbarer Graph, 130
Orientierung, 130

parallel, 14
parallele Bogen, 129
Parallelersetzung, 105
partieller k-Baum, 103
Partition, 86
unabhéngige, 86
perfektes Matching, 66
planare Einbettung, 45
planarer Baum, 113
planarer Graph, 45
Platonische Korper, 56
Polya, George, 111
Polyeder, 48

konvexes, 48

regulédres, 55
Polynom

chromatisches, 81
procedure, 149
Produkt

von Graphen, 20
Priifer, Heinz, 109

Quelle, 132
queue, 158

r-Faktorisierung, 72
Radius, 35
Randknoten, 36
reguldrer Graph, 25
reguldres Polyeder, 55
rekusiver Algorithmus, 152
Relation, 163

residual network, 167
Restnetzwerk, 167
Riickkehrbogen, 143
Riickwértsbogen, 145
Rundreiseproblem, 118
Riickwartskante, 154

schlichter gerichteter Graph, 129
schlichter Graph, 14
Schlinge, 14, 129

Schnitt, 95, 96
Schnittmenge, 95
Sechsfarbensatz, 79
selbstdualer Graph, 58
Senke, 132
Serien-Parallel-Graph, 105
Serienersetzung, 104
Sohn, 112, 154

soziales Netzwerk, 163
sp-Graph, 105
Spannbaum, 37
st-Schnitt, 144
st-trennend, 93

st-Weg, 93

Stack, 152
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stark zusammenhéngend, 130
starke Komponente, 130
stereographische Projektion, 46
Stern, 25

stress centrality, 163
Stress-Zentralitéit, 163
symmetrische Differenz, 120

Taille, 119
thickness, 48
Tiefensuche, 149
Torus, 106
transitiv, 129
trennende Knotenmenge, 92
Triangulation, 54
Turnier, 139
isomorphes, 139
Tutte-Polynom, 87

Uberdeckungszahl, 65
Umfang, 119
unabhéngige Kantenmenge, 66
unabhéngige Knotenmenge, 61

maximale, 61
unabhingige Partition, 86
Unabhéngigkeitszahl, 61
ungerichteter Graph, 13
Untergraph, 16

induzierter, 16
Untergraph

aufspannnender, 16
unterliegender Graph, 129

Vater, 112, 154, 160
Verbesserungsweg, 145
Vereinigung

disjunkte, 20

von Graphen, 20
Verschmelzen, 18
vollstdndiger Graph, 21
Vorgénger, 111
Vorwértsbogen, 145

Warteschlange, 158

Weg, 16, 22, 129
alternierender, 67
erweiternder, 67

Wert eines Flusses, 143

Wort, 109

Wurzel, 111

Wurzelbaum, 111
geordneter, 113

Zentralitit, 163
Zentrum, 35
zerlegbare Matrix, 32
zuldssige Féarbung, 76
zuldssiger Fluss, 143
zusammenhéngend, 17

zusammenhingende Punktmenge, 46

zusammenhéngender Graph, 129
Zusammenhangstest, 152
Zusammenhangszahl, 93
Zyklenbasis, 136
Zyklenraum, 136
zyklomatische Zahl, 136
Zyklus, 132

linear abhéngiger, 135



	9783446471962.pdf
	Vorwort
	1 Graphen
	1.1 Definitionen
	1.1.1 Knotengrade
	1.1.2 Wege und Kreise
	1.1.3 Zusammenhang

	1.2 Operationen mit Graphen
	1.2.1 Entfernen von Knoten und Kanten
	1.2.2 Fusion und Kontraktion
	1.2.3 Br¨ucken und Artikulationen
	1.2.4 Operationen mit Graphen

	1.3 Der vollstaendige Graph
	1.3.1 Spezielle Graphen
	1.3.2 Weg und Kreis
	1.3.3 Baeume
	1.3.4 Bipartite Graphen
	1.3.5 Regulaere Graphen

	1.4 Isomorphe Graphen
	1.4.1 Isomorphie
	1.4.2 Gradfolgen

	1.5 Aufgaben

	2 Graphen und Matrizen
	2.1 Die Adjazenzmatrix eines Graphen
	2.1.1 Potenzen der Adjazenzmatrix
	2.1.2 Zerlegbare Matrizen

	2.2 Die Inzidenzmatrix
	2.3 Die Gradmatrix
	2.4 Abstaende in Graphen
	2.4.1 Radius, Durchmesser und Zentrum
	2.4.2 Die Abstandsmatrix

	2.5 Spannbaeume
	2.5.1 Die Anzahl der Spannbaeume
	2.5.2 Die Laplace-Matrix und der Satz von Kirchhoff

	2.6 Aufgaben

	3 Planare Graphen – die Eulersche Polyederformel
	3.1 Planare Einbettungen
	3.1.1 Ebene Kurven und Einbettungen
	3.1.2 Flaechen eines planaren Graphen
	3.1.3 Einbettungen auf der Kugel
	3.1.4 Kreuzungszahl und Dicke

	3.2 Die Eulersche Polyederformel
	3.2.1 Polyeder
	3.2.2 Die Polyederformel fuer zusammenhaengende Graphen
	3.2.3 Die Polyederformel fuer nicht zusammenhaengende Graphen

	3.3 Anwendungen der Polyederformel
	3.3.1 Nichtplanare Graphen
	3.3.2 Der Satz von Kuratowski
	3.3.3 Maximale Kantenzahl planarer Graphen
	3.3.4 Knotengrade in planaren Graphen
	3.3.5 Platonische Koerper

	3.4 Der duale Graph
	3.5 Aufgaben

	4 Unabhaengige Knoten- und Kantenmengen
	4.1 Unabhaengige Knotenmengen
	4.1.1 Die Unabhaengigkeitszahl
	4.1.2 Cliquen
	4.1.3 Die Ueberdeckungszahl

	4.2 Matchings
	4.2.1 Alternierende Wege – der Satz von Berge
	4.2.2 Der Satz von Koenig

	4.3 Der Kantengraph
	4.4 Faktoren
	4.5 Aufgaben

	5 Faerbungen von Graphen
	5.1 Grundlagen
	5.1.1 Zulaessige Faerbungen
	5.1.2 Die chromatische Zahl
	5.1.3 Schranken fuer die chromatische Zahl

	5.2 Faerbungen von planaren Graphen
	5.3 Das chromatische Polynom
	5.3.1 Der vollstaendige Graph
	5.3.2 Der Baum
	5.3.3 Die Dekompositionsgleichung
	5.3.4 Der Kreis
	5.3.5 Chromatisches Polynom und chromatische Zahl
	5.3.6 Partitionen der Knotenmenge

	5.4 Eine Anwendung
	5.5 Aufgaben

	6 Der Zusammenhang von Graphen
	6.1 Der Knotenzusammenhang
	6.2 Der Kantenzusammenhang
	6.2.1 Schnittmengen
	6.2.2 Schnitte
	6.2.3 Die Kantenzusammenhangszahl
	6.2.4 Knotenzusammenhang und Kantenzusammenhang

	6.3 Trennende Knotenmengen
	6.3.1 Anwendung zur Berechnung der Unabhaengigkeitszahl
	6.3.2 Ein Berechnungsbeispiel
	6.3.3 Die Berechnung des chromatischen Polynoms

	6.4 Partielle k-Baeume
	6.4.1 k-Baeume
	6.4.2 Partielle k-Bauume
	6.4.3 Serien-Parallel-Graphen

	6.5 Aufgaben

	7 Baeume
	7.1 Eigenschaften von Baeumen
	7.1.1 Die Anzahl der Baeume
	7.1.2 Der Pruefercode und der Satz von Cayley
	7.1.3 Isomorphieklassen von Baeumen

	7.2 Wurzelbaeume
	7.3 Binaere Baeume
	7.4 Aufgaben

	8 Kreise
	8.1 Kreise in Graphen
	8.1.1 Taille und Umfang
	8.1.2 Basiskreise

	8.2 Hamiltonkreise
	8.3 Eulerkreise
	8.4 Aufgaben

	9 Gerichtete Graphen
	9.1 Definitionen und Eigenschaften gerichteter Graphen
	9.1.1 Wege und Erreichbarkeit
	9.1.2 Zusammenhang und starker Zusammenhang
	9.1.3 Orientierungen
	9.1.4 Innen- und Außengrad
	9.1.5 Quellen und Senken
	9.1.6 Vektorraeume
	9.1.7 Kozyklen
	9.1.8 Zyklen- und Kozyklenraeume

	9.2 Turniere
	9.3 Fluesse in Graphen
	9.4 Aufgaben

	10 Graphenalgorithmen
	10.1 DFS: Tiefensuche in Graphen
	10.1.1 Test auf Zusammenhang
	10.1.2 Ein modifizierter DFS-Algorithmus
	10.1.3 Bruecken und Artikulationen

	10.2 BFS: Breitensuche in Graphen
	10.2.1 Abstaende in Graphen
	10.2.2 Kuerzeste Wege
	10.2.3 Die Anzahl der kuerzesten Wege
	10.2.4 Die Stress-Zentralitaet

	10.3 Schnitte und Kantenzusammenhang
	10.3.1 Der lokale Kantenzusammenhang
	10.3.2 Die Kantenzusammenhangszahl

	10.4 Projekte

	Loesungen
	Literaturverzeichnis
	Symbolverzeichnis
	Sachwortverzeichnis




