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Ausgewahlte statistische Tests

In diesem Kapitel werden ausgewdihlte statistische Tests vorgestellt, die

einerseits in der biostatistischen Praxis besonders hdufig angewendet wer-
den und die sich andererseits jeweils durch unterschiedliche Vorgehens-
weisen auszeichnen. Neben der detaillierten und anwendungsorientierten
Beschreibung der konkreten Durchfithrung der Tests steht die Diskussion
der notwendigen Voraussetzungen im Mittelpunkt. Dabei wird zwischen
parametrischen und nichtparametrischen Tests sowie zwischen Tests fiir
unabhéngige bzw. fiir verbundene Stichproben unterschieden. Mit der
gewdhlten Form der Darstellung sollen die grundlegenden Prinzipien der
behandelten Tests veranschaulicht werden. Mit ausgewéhlten Resampling-
Methoden und Monte-Carlo-Simulationen werden moderne recheninten-
sive Methoden einfiihrend vorgestellt.

Folgende Tests werden ausfiihrlich beschrieben:
B Parametrische Tests fiir normalverteilte Populationen:
— Eine Stichprobe: t-Test gegen eine Konstante.

— Zwei unabhingige Stichproben: t-Test fiir unabhéngige Stich-
proben.

— Zwei verbundene Stichproben: t-Test fiir verbundene Stich-
proben.

- Aquivalenztest fiir verbundene Stichproben.

B Tests zum Priifen von Voraussetzungen:
- Varianzhomogenitét: Levene-Test.

- Normalverteilung: Kolmogorov-Smirnov-Test (mit bzw. ohne
Lilliefors-Korrektur).

- Normalverteilung: Grafische Uberpriifung durch Q-Q-Plot.
B Tests fiir ordinalskalierte Merkmale:

—  Zwei unabhéngige Stichproben: Exakter und asymptotischer U-Test.

— Zwei verbundene Stichproben: Exakter und asymptotischer
Wilcoxon-Test.

B Tests fiir nominalskalierte Merkmale:

— Zwei unabhingige Stichproben: Exakter und asymptotischer
Test.

— Zwei verbundene Stichproben: Exakter und asymptotischer
Test.
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Anwendungsbeispiel

Der Maisziinsler ist einer der wirtschaftlich bedeutendsten
Maisschddlinge in Deutschland. Die Larven dieses Klein-
schmetterlings fressen zuerst an den Bldttern und bohren
sich spéter in die Kolben der Maispflanze. Die Bekdmpfung
dieses Schddlings erweist sich auch mit chemischen Mit-
teln als schwierig. Erfolgreich ist zum Beispiel die biologi-
sche Bekdmpfung mit der Schlupfwespe Trichogramma,
deren Larven die Eier des Maisziinslers parasitieren. Ein
klassisches Konzept (allerdings mit geringerem Wirkungs-
grad) ist die Verwendung von Prédparaten mit Kulturen des
Bakteriums Bacillus thuringiensis, welches ein giftiges Protein bildet, das die Darm-
wand bestimmter FraBinsekten zerstort. Andere Insektenarten (und Schadlinge), so
zum Beispiel auch Blattlduse, sind von dieser Wirkung nicht betroffen.

Bacillus thuringiensis mit insek-
tizidem Protein

Die Wirkung eines Bacillus-thuringiensis-Praparats soll tiberpriift werden. Dazu
wurden zehn Felder mit dem Prédparat behandelt, zehn Felder blieben unbehandelt.
Auf allen in die Untersuchung einbezogenen Feldern wurden zwei Tage nach
Behandlung der durchschnittliche Befall mit Maisziinsler-Raupen und das Krank-
heitsbild (Bonitur) der Pflanzen untersucht. Nach weiteren fiinf Tagen wurden Befall
und Bonitur fiir die behandelten Felder erneut erhoben. Nach 14 Tagen wurde der
Befallsstatus (befallen/nicht befallen) auf allen Feldern kontrolliert, diese Erfassung
wurde nach weiteren 14 Tagen bei den behandelten Feldern wiederholt. Weiterhin
wurde die Auswirkung der Bacillus-thuringiensis-Préparate auf den Befall mit Blatt-
ldusen untersucht, indem auf den behandelten Feldern die Anzahl der Blattlduse vor
der Behandlung und 14 Tage danach ermittelt wurde. Der durchschnittliche Mais-
ertrag betrédgt bei unbehandelten Feldern etwa 50 dt/ha. Der Ertrag der behandelten
Felder wurde drei Tage nach der Behandlung erfasst. In »Tabelle 6.1, »-Tabelle 6.2
und »Tabelle 6.3 sind die Variablen, die erhobenen Daten und die zu untersuchen-
den inhaltlichen Hypothesen zusammengestellt.

Merkmal Skalenniveau | Erfassung Erlauterungen
G: Behandlungs- nominal 2 Auspragungen
gruppe (alternativ) (1: behandelt;

2: unbehandelt)
M: Befall mit metrisch behandelte und Anzahl Raupen pro
Maisziinsler nach unbehandelte 100 Pflanzen
2 Tagen Gruppe
MW : Befall mit metrisch behandelte Gruppe | Anzahl Raupen pro
Maisziinsler nach 100 Pflanzen
7 Tagen

Tabelle 6.1: Variablen im Anwendungsbeispiel.
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3 Tagen

Merkmal Skalenniveau |Erfassung Erlauterungen

BL: Befall mit metrisch behandelte Gruppe | Anzahl Blattlduse pro

Blattldusen vor 100 Pflanzen

der Behandlung

BLW : Befall mit metrisch behandelte Gruppe | Anzahl Blattlduse pro

Blattlausen nach 100 Pflanzen

2 Wochen

BO: Bonitur nach | ordinal behandelte und skaliert zwischen 0

2 Tagen unbehandelte (keine Schadensymp-

Gruppe tome) und 9 (starke

Schadensymptome)

BOW : Bonitur ordinal behandelte Gruppe | skaliert zwischen 0

nach 7 Tagen (keine Schadensymp-
tome) und 9 (starke
Schadensymptome)

B: Befallsstatus nominal behandelte Gruppe | 2 Auspriagungen (0:

nach 2 Wochen (alternativ) kein Befall; 1: Befall)

BW : Befallsstatus | nominal behandelte Gruppe | 2 Ausprdgungen (0:

nach 4 Wochen (alternativ) kein Befall; 1: Befall)

E: Ertrag nach metrisch behandelte Gruppe | in dt/ha

Tabelle 6.1: Variablen im Anwendungsbeispiel (Fortsetzung).

Nummer | Gruppe M |MW |BL BLW |BO |BOW |B |BW |E
des
Feldes
1 behandelt | 63 63 1000 | 900 0 0 0 0 52
2 behandelt | 71 75 1100 | 1500 2 1 1 0 55
3 behandelt | 62 60 1200 | 1100 1 4 0 1 48
4 behandelt | 56 56 1400 | 1700 4 5 0 1 55
5 behandelt | 64 62 1800 | 1600 2 6 0 0 51
6 behandelt | 63 | 64 1400 | 1300 5 1 0 0 58
7 behandelt | 56 61 3200 | 3400 3 1 0 1 56
8 behandelt | 71 | 76 1400 | 1800 6 0 1 0 58
9 behandelt | 58 63 800 600 4 4 0 1 62
10 behandelt | 68 | 60 1000 900 4 3 0 0 55
11 unbehan- | 62 9 0
delt
Tabelle 6.2: Daten im Anwendungsbeispiel.
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Nummer |Gruppe M |MW |BL BLW |BO |BOW |B BW |E

des

Feldes

12 unbehan- | 72 8 1
delt

13 unbehan- | 70 6 1
delt

14 unbehan- | 66 4 1
delt

15 unbehan- | 74 7 1
delt

16 unbehan- | 75 6 1
delt

17 unbehan- | 70 5 0
delt

18 unbehan- | 65 9 0
delt

19 unbehan- | 66 3 0
delt

20 unbehan- | 80 2 1
delt

Tabelle 6.2: Daten im Anwendungsbeispiel (Fortsetzung).

Inhaltliche Hypothese

Klassifizierung der Hypothese

A) Der mittlere Ernteertrag (Merkmal E) der behan-
delten Flachen ist nach drei Tagen hoher als der
bekannte mittlere Ernteertrag bei unbehandelten
Flidchen (4 = 50 dt/ha). Fiir die Population kann
eine Verminderung des mittleren Ernteertrags aus-
geschlossen werden, da das eingesetzte Mittel

keine bekannten schddlichen Nebenwirkungen hat.

Unterschiedshypothese
gerichtet

1 Stichprobe

metrische Daten

— Abschnitt 6.1.1

B) Der mittlere Befall mit Maisziinsler-Raupen
(Merkmal M) ist nach zwei Tagen in der behan-
delten Gruppe niedriger als in der unbehandelten
Gruppe. Fiir die Population kann eine Erh6hung
des Befalls in Folge der Behandlung ausgeschlos-
sen werden, da das eingesetzte Mittel keine

bekannten schiddlichen Nebenwirkungen hat.

Unterschiedshypothese
gerichtet

2 unabhéngige Stichproben
metrische Daten

— Abschnitt 6.1.2

Tabelle 6.3: Klassifizierung der Hypothesen im Anwendungsbeispiel.
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Inhaltliche Hypothese

Klassifizierung der Hypothese

C) In der behandelten Gruppe unterscheidet sich
der mittlere Befall mit Maisziinsler-Raupen nach
zwei Tagen (M) von dem mittleren Befall nach
sieben Tagen (MW). Es ist sowohl eine Abnahme
des mittleren Befalls (durch die fortdauernde
Wirkung der Behandlung) als auch eine Zunahme
des mittleren Befalls (durch die nachlassende
Behandlungswirkung) denkbar.

Unterschiedshypothese
ungerichtet

2 verbundene Stichproben
metrische Daten

— Abschnitt 6.1.3

D) Der Befall mit Blattldusen (BL) wird durch die
Behandlung mit dem Bacillus-thuringiensis-Préapa-
rat nicht beeinflusst. Der mittlere Befall mit Blatt-
lausen nach zwei Wochen (BLW) unterscheidet sich
in der behandelten Gruppe vom mittleren Wert vor
Beginn der Behandlung um weniger als 200.

Aquivalenzhypothese
zweiseitig mit Maximaleffekt
2 verbundene Stichproben
metrische Daten

— Abschnitt 6.1.4

E) Das Merkmal Bonitur (BO) hat zwei Tage nach der
Behandlung mit dem Bacillus-thuringiensis-Praparat
durchschnittlich eine geringere Auspréagung als bei
den unbehandelten Fldchen, d.h. die behandelte
Gruppe weist geringere Schadensymptome auf.

Unterschiedshypothese
gerichtet

2 unabhingige Stichproben
ordinalskalierte Daten

— Abschnitt 6.2.1

F) Das Merkmal Bonitur (BO) hat bei den behandel-
ten Fldchen zwei Tage nach der Behandlung durch-
schnittlich eine andere Auspriagung als bei der Wie-
derholungsmessung nach sieben Tagen (BOW). Es
ist sowohl eine Abnahme der Schadensymptome
(durch die fortdauernde Wirkung der Behandlung)
als auch eine Zunahme der Symptome (durch die
nachlassende Behandlungswirkung) denkbar.

Unterschiedshypothese
ungerichtet

2 verbundene Stichproben
ordinalskalierte Daten

— Abschnitt 6.2.2

G) Die Wahrscheinlichkeit von Flachen ohne
Befall nach zwei Wochen (Merkmal B) ist in der
behandelten Gruppe gréBer als in der unbehan-
delten Gruppe. Aus inhaltlichen Uberlegungen
gibt es keine Anhaltspunkte dafiir, dass die
behandelten Flachen in der Population stdrker
befallen sein konnten als die unbehandelten.

Unterschiedshypothese
gerichtet

2 unabhingige (alternative)
Stichproben
nominalskalierte Daten

— Abschnitt 6.3.1

H) Bei den behandelten Flachen verdndert sich die
Wahrscheinlichkeit des Befalls zwischen der zweiten
und vierten Woche nach der Behandlung (B bzw.
BW). Abnehmender Befall (durch die fortdauernde
Wirkung der Behandlung) und zunehmender Befall
(in Folge der nachlassenden Behandlungswirkung)

sind gleichermaBen moglich und von Interesse.

Unterschiedshypothese
ungerichtet

2 verbundene Stichproben
nominalskalierte (alternative)
Daten

— Abschnitt 6.3.2

Tabelle 6.3: Klassifizierung der Hypothesen im Anwendungsbeispiel (Fortsetzung).



https://www.pearson.de/9783863263003

6.1 Parametrische Tests fiir normalverteilte Merkmale

6.1 Parametrische Tests fuir normalverteilte
Merkmale

Parametrische statistische Tests setzen voraus, dass die Verteilung des untersuchten Merk-
mals in der Population bekannt ist. Dabei unterstellen die hier dargestellten Tests eine
Normalverteilung. Die statistischen Hypothesen beziehen sich in den meisten Féllen auf
die Mittelwerte u der betrachteten Populationen. Die Verteilung der Teststatistik ist bei
erfiillten Voraussetzungen bekannt, so dass eine Testentscheidung auf der Grundlage der
Werte der Teststatistik moglich ist, die aus den Daten der Stichprobe berechnet werden.

6.1.1  Vergleich eines Mittelwerts mit einem bekannten Wert

Mit dem einfachen ¢-Test kann die Hypothese gepriift werden, dass sich der Mittelwert
des Merkmals X in einer untersuchten Population von einem gegebenen (bekannten)
Wert unterscheidet. Bei erfiillten Voraussetzungen (Normalverteilung von X) ist die
Zufallsvariable

r-X"H ;“0 Jn (6.1)

bei Giiltigkeit der Nullhypothese
Hy @t = pig

t-verteilt mit n—1 Freiheitsgraden (siehe Abschnitt 3.3.2). Dabei bezeichnen X die
Punktschitzung des Mittelwerts, S die Punktschatzung der Standardabweichung,
den gegebenen Vergleichswert und n den Stichprobenumfang. Bei der Durchfithrung
des Tests ist zwischen zweiseitigen (a) und einseitigen (b, c) Fragestellungen zu
unterscheiden.

. Testablauf

Bezeichnung des Tests:
t-Test gegen eine Konstante oder einfacher #-Test oder Student’s t-Test
Statistische Hypothesen:
a. Hy:u#py Hy:u=uy
b. Hy:u>upy Hy:u<py
c. Hy:u<upuy Hy:u=zpuy
: Unbekannter Mittelwert der Population

Ho: Gegebener bekannter Wert
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Wabhl des Signifikanzniveaus:

B o =0.05oder @ =0.01 oder andere Wahl von «
Gegebene Daten:

B x;: Messwerte (i =1,...,n)

B n: Anzahl der Messwerte

Voraussetzungen:

B Die Messwerte x;, Xy,..., X, sind metrische Realisierungen der Zufallsva-
riablen X.

B X unterliegt einer Normalverteilung mit unbekanntem Mittelwert 4 und
unbekannter Standardabweichung o.

Berechnung des Werts der Teststatistik:

n
- 1 . . q
H x=— Z x;: Arithmetischer Mittelwert der Messwerte
n
i=1

n
Lz (x; - x)%: Standardabweichung der Messwerte
n—1 =

m = %\E : Wert der Teststatistik

Testentscheidung unter Verwendung des p-Werts:

a. Berechnung von p = P(|T| > |t|)

b. Berechnung von p=P(T >t)

c. Berechnung von p = P(T < t)

B  p<a— Ablehnung von H,

Testentscheidung unter Verwendung des Quantils der ¢-Verteilung:
a. |f>tpy 1-gj2 = Ablehnung von H,

b. t>t, 14 o — Ablehnung von H,

c. t<t, 4, — Ablehnung von H,

B t,9,1-¢/2 tn-1,1-0 tn-1, ¢ Quantile der ¢-Verteilung mit n—1 Freiheitsgra-
den (Anhang B, Tabelle 3).
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Im Anwendungsbeispiel A ist die gerichtete Alternativhypothese

Hy : tpehandelt > Hunbehandelt
bzw.

H, : u> yy mit gy =50 dt/ha
zu untersuchen. Das statistische Hypothesenpaar entspricht der Form b aus dem Test-
ablauf. Als Signifikanzniveau wird fiir dieses Beispiel o = 0.05 gewihlt. Es liegen die
Ernteertrdge von zehn Feldern vor, die mit dem Bacillus-thuringiensis-Praparat behan-

delt wurden. Aus diesen Daten ergeben sich die Schéatzwerte fiir den arithmetischen
Mittelwert und die Standardabweichung (angegeben ohne MaBeinheiten):

m=55bzw. s=3.97.

Daraus kann der Wert der Teststatistik berechnet werden:

$=35750 716 =3.98.
3.97

Zur Testentscheidung kann der mit Hilfe eines Computerprogramms berechnete p-Wert
p=P(T 23.98)=0.0015
oder der Wert des Quantils der t-Verteilung
tg .05 = 1.833
(siehe Anhang B, Tabelle 3) herangezogen werden. Wegen
p=0.0015<0.05 bzw. t = 3.98 >1.833

kann die Nullhypothese abgelehnt werden, das Ergebnis ist signifikant (o = 0.05). In
> Abbildung 6.1 sind das Signifikanzniveau o = 0.05, der aus den Daten berechnete
p-Wert, das Quantil ¢4 3 g5 der t-Verteilung sowie der aus den Daten berechnete t-Wert
veranschaulicht.
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p = 0,0015

3 0 ty 005 t=398

Abbildung 6.1: p-Wert, Quantil der ¢-Verteilung und Wert der Teststatistik im Anwendungsbeispiel A.

Wenn man im Beispiel anstelle von a = 0.05 das Signifikanzniveau o = 0.01 gewahlt
hitte, hatte sich wegen p =0.0015 < 0.01 bzw. t =3.98 > 2.821 =4 o9 ebenfalls eine
Ablehnung der Nullhypothese ergeben.

6.1.2 Vergleich zweier Mittelwerte bei unabhangigen
Stichproben

Mit dem ¢-Test fiir unabhéngige Stichproben kann die Hypothese gepriift werden,
dass sich die Mittelwerte von Merkmalen X; und X, in zwei Populationen unter-
scheiden. Dabei miissen die beiden untersuchten Stichproben unabhidngig von-
einander sein. Neben der Unabhédngigkeit werden dabei die Normalverteilung der
Zufallsvariablen X; und X, sowie die Homogenitdt der Varianzen von X, und X,
vorausgesetzt. Bei erfiillten Voraussetzungen ist die Zufallsvariable

X Xe Mo (6.2)
S n + Iy
bei Giiltigkeit der Nullhypothese

Ho: g =ty

t-verteilt mit n, + n, — 2 Freiheitsgraden (siche Abschnitt 3.3.2). Dabei bezeichnen X,
und X, die Punktschitzungen des Mittelwerts der Zufallsvariablen X; und X, in den
beiden Stichproben, S die Punktschédtzung der als gleich vorausgesetzten Standardab-
weichung von X, und X, 4, und g, die unbekannten Populationsmittelwerte sowie n;
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und n, die Umfiange der beiden Teilstichproben. Bei der Durchfiihrung des Tests ist
zwischen zweiseitigen (a) und einseitigen (b, c) Fragestellungen zu unterscheiden.

. Testablauf

Bezeichnung des Tests:

t-Test fiir unabhéngige Stichproben oder doppelter t-Test
Statistische Hypothesen:

a. Hy:y#uy, Hy:ipy =

b Hy:uy>py Ho:py <ty

C. Hy:i<up, Hy:py 2

B 4, 4y Unbekannte Populationsmittelwerte

Wabhl des Signifikanzniveaus:

B  =0.05 oder & =0.01 oder andere Wahl von o

Gegebene Daten:

B xy; ({=1..,m)und x,; (i =1,...,n,): Messwerte der Stichproben 1 und 2
B ny, ny: Anzahl der Messwerte in den Stichproben 1 und 2
Voraussetzungen:

B Die Messwerte X1, Xq3,..., X1 DZW. X31, X3,..., X35, sind metrische Reali-
sierungen der unabhéngigen Zufallsvariablen X; bzw. X,.

B X, bzw. X, unterliegen in den Populationen jeweils einer Normalvertei-
lung mit den unbekannten Mittelwerten g, bzw. u,.

B Die Varianzen bzw. Standardabweichungen in beiden Populationen sind
homogen, d.h. X, bzw. X, haben die gleiche unbekannte Standardabwei-
chung o.

Berechnung des Werts der Teststatistik:

m Iy
_ 1 1 — . . .
H x,=— E X1, 81 = n E (xq; — X,)* : Arithmetischer Mittelwert und
n, 4 n,—14
=1 =1

Standardabweichung in Stichprobe 1

n, 11,
_ 1 1 _ . q q
0 x=— E Xoi, 8y = n E (x,; — X,)* : Arithmetischer Mittelwert und
1, 4 n,—14
=1 =1

Standardabweichung in Stichprobe 2
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1 ) ((n1 -1) 52+ (ny - 1)- szz) :  Standardabweichung

der gepoolten Stichproben (Schatzwert fiir die gemeinsame Standardab-
weichung o)

X1 =Xy [ Iy Iy

m = : Wert der Teststatistik

s m+n,

P
Testentscheidung unter Verwendung des p-Werts:

a. Berechnung von p = P(|T| > |t|)

b. Berechnung von p=P(T >t)

c. Berechnung von p=P(T <t)

B  p<oa— Ablehnung von H,

Testentscheidung unter Verwendung des Quantils der ¢-Verteilung:
a. |f> tn, +n,-2,1-0/2 = Ablehnung von H

b. t>t _5.1-¢ — Ablehnung von H,

H1+HZ
. t<ty n,24—> Ablehnung von H,
Bt in,-21-0/2 tntn,-2,1-as tn4n,—2, ¢ Quantile der t-Verteilung mit

m + n, — 2 Freiheitsgraden (sieche Anhang B, Tabelle 3).

Im Anwendungsbeispiel B ist die gerichtete Alternativhypothese
Hy : Hpehandelt < Munbehandelt bzw. Hytpy <y

zu untersuchen. Das statistische Hypothesenpaar entspricht der Form ¢ aus dem
Testablauf. Als Signifikanzniveau wird fiir dieses Beispiel o = 0.05 gewdhlt. Es lie-
gen Ergebnisse von zehn Feldern vor, die mit dem Bacillus-thuringiensis-Praparat
behandelt wurden. Der Vergleichsgruppe gehoren die Messwerte von zehn unbehan-
delten Feldern an. Ausgewertet wird der Befall mit Maisziinsler. Aus den Daten erge-
ben sich die Schatzwerte fiir die arithmetischen Mittelwerte und die Standardabwei-
chungen (angegeben ohne Mafeinheiten) in beiden Stichproben. Aus den Befalls-
daten der behandelten Felder ergeben sich die Werte

my; =63.2und s; =5.55.
Fiir die unbehandelten Felder ergeben sich entsprechend

my, =70.0 und s, = 5.44.
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