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4 )
Satz F: Top-Down-Mergesort bendtigt zwischen 72 N'1g N und N 1g N Vergleiche, um ein belie-
biges Array der Lange N zu sortieren.

Beweis: C(N) sei die Anzahl der Vergleiche, die bendtigt werden, um ein Array der Lange N zu
sortieren. Dann ist C(0)=C(1)=0 und wir kdnnen fiir N> 0 eine Rekursionsgleichung aufstellen,
die die rekursive Methode sort () direkt widerspiegelt, um eine obere Schranke festzulegen:

CIN)<C([N/2)+C(N/2))+N

Der erste Term auf der rechten Seite gibt die Anzahl der Vergleiche zum Sortieren der linken Halfte
des Arrays an, der zweite Term die Anzahl der Vergleiche zum Sortieren der rechten Halfte und der
dritte Term die Anzahl der Vergleiche fiir die Vereinigung. Die untere Schranke

CIN)=C(N/2)+C(N/2))+|N /2]
ergibt sich daraus, dass die Anzahl der Vergleiche fiir die Vereinigung mindestens | N / 2 | ist.

Wir erhalten eine exakte Losung fiir die Rekursion, wenn die Gleichheit gewahrt bleibt und N
einen Zweierpotenz ist (sagen wir N=2"). Da| N /2| =[N /2= 2""" gilt anfangs:

cm)=2c(2" ") +2"

Indem wir beide Seiten durch 27 teilen, erhalten wir

C(2")/2" =C(2" ™) /2" +1
Wenn wir diese Gleichung auf sich selbst, d.h. auf den ersten Term zur Rechten anwenden, ergibt sich

C(2")/2" =C(2"%) /2" +1+1
Durch n—1-maliges Wiederholen dieses Schritts erhalten wir
C(2")/2"=C(2°)/2° +n

was uns nach der Multiplikation beider Seiten mit 22 zu folgender Losung fiihrt:

C(N)=C(2")=n2"=NIgN

Genaue Lsungen fiir allgemeine N sind aufwendiger; aber es ist nicht schwer, die gleiche Beweis-
fihrung auf die Ungleichheiten anzuwenden, die die Schranken fiir die Anzahl der Vergleiche
beschreiben, um die Aussage fiir alle Werte von N zu beweisen. Dieser Beweis ist giltig, unabhan-
gig von den Eingabewerten und der Reihenfolge, in der sie erscheinen.

J
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Listing 2.10: Top-Down-Mergesort (Algorithmus 2.4)

public class Merge
{

private static Comparablel[] aux; // Hilfsarray fir Vereinigungen.

public static void sort(Comparablel[] a)

{
aux = new Comparablela.length]; // Weist nur einmal Speicher zu.
sort(a, 0, a.length - 1);

1

private static void sort(Comparable[] a, int lo, int hi)
{ // Sortiert a[lo..hi].
if (hi <= To) return;
int mid = 1o + (hi - 10)/2;
sort(a, lo, mid); // Sortiert linke Hdlfte.
sort(a, mid+l, hi); // Sortiert rechte Hdlfte.
merge(a, lo, mid, hi); // Ergebnisse mergen (Code in Listing 2.9).

Um ein Teilarray allo..hi] zu sortieren, halbieren wir es in zwei Teilarrays
allo..mid] und a[mid+1..hi], sortieren diese unabhdngig voneinander (iiber
rekursive Aufrufe) und fithren die beiden geordneten Teilarrays wieder zum end-
giiltigen Ergebnis zusammen.

al]
To hi o0 1 2 3 4 5 6 7 8 910 11 12 13 14 15
\ /MERGE O RTEXAMTPTLE

merge(a, 0, 0, 1) E M
merge(a, 2, 2, 3) G R

merge(a, 0, 1, 3) E G M R

merge(a, 4, 4, 5) E S

merge(a, 6, 6, 7) 0 R

merge(a, 4, 5, 7) E O R S
merge(a, 0, 3, 7) E EGMOR R S

merge(a, 8, 8, 9) E T

merge(a, 10, 10, 11) A X

merge(a, 8, 9, 11) A E T X

merge(a, 12, 12, 13) M P

merge(a, 14, 14, 15) E L

merge(a, 12, 13, 15) E L M P
merge(a, 8, 11, 15) A E E L MPTX
merge(a, 0, 7, 15) A E EEEGLMMOWPR RIR RSTX

Abbildung 2.11: Ablaufprotokoll der merge ( )-Ergebnisse fiir Top-Down-Mergesort

Zur Veranschaulichung von Satz F kann der Ablauf auch in Form einer Baumstruktur
ausgedriickt werden (» Abbildung 2.12). In diesem Baum steht jeder Knoten fiir ein
Teilarray, fiir das sort() die Methode merge() aufruft. Der Baum besteht aus genau n
Ebenen. Fiir k von 0 bis n—1 enthilt die k-te Ebene von oben 2X Teilarrays mit jeweils
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der Linge 277X, die jeweils hochstens 2"~X Vergleiche fiir die Vereinigung benétigen.
Daraus ergeben sich Gesamtkosten von 2% - 277k = 27 fiir jede der n Ebenen, was zu
einer Gesamtsumme von n2" = N lg N fiihrt.

IgN

r

(aro..11) (ar2..31) (ar4..51) (at6..71) ((af8..91) (a[10..11]) (a[12..13]) (a[24..15])-

Abbildung 2.12: Baum der Mergesort-Teilarray-Abhéngigkeiten fiir V=16

4 )
Satz G: Top-Down-Mergesort bendtigt hochstens 6 N Ig N Arrayzugriffe, um ein Array der Lange
N zu sortieren.

Beweis: Jede Vereinigung bendtigt hochstens 6N Arrayzugriffe (2NN fiir die Kopie, 2N fiir das
Zuriickverschieben und hochstens 2N fiir die Vergleiche). Der Rest ergibt sich aus der Beweisfiih-
rung zu Satz £

- J

Satz F und Satz G lasst sich entnehmen, dass die von Mergesort benétigte Zeit propor-
tional N log N ist. Verglichen mit den elementaren Sortiermethoden aus Abschnitt 2.1
stofen wir damit in ganz neue Dimensionen vor, da wir jetzt riesige Arrays in einer Zeit
sortieren konnen, die sich nur um einen logarithmischen Faktor von dem Zeitaufwand
unterscheidet, den wir fiir die Untersuchung aller Elemente bendtigen. Sie konnen mit
Mergesort Millionen von Elementen (oder mehr) sortieren, was mit Insertionsort oder
Selectionsort nicht moglich wére. Der grofite Nachteil von Mergesort ist, dass beim Ver-
einigen zusétzlicher Speicherbedarf proportional N fiir das Hilfsarray anfallt, das heif3t,
wenn Speicherplatz ein Problem darstellt, miissen wir ein anderes Verfahren in Erwé-
gung ziehen. Andererseits ldsst sich die Laufzeit von Mergesort mit einigen wohliiber-
legten Anderungen an der Implementierung noch betrichtlich verringern.

Kleine Teilarrays mit Insertionsort sortieren

Da die Technik der Rekursion garantiert, dass die rekursive Methode héaufig fiir kleine
Fille aufgerufen wird, lassen sich die meisten rekursiven Algorithmen dadurch ver-
bessern, dass wir fiir kleine Fille eine andere Strategie wihlen. Was das Sortieren
betrifft, so wissen wir, dass Insertionsort (oder Selectionsort) einfach ist und deshalb
wahrscheinlich sehr kleine Teilarrays schneller sortiert als Mergesort. Wie immer lasst
sich die Funktionsweise von Mergesort am besten anhand einer grafischen Darstel-
lung des Ablaufprotokolls veranschaulichen. Das Ablaufprotokoll in » Abbildung
2.13 zeigt den Ablauf einer Mergesort-Implementierung mit einem Wechsel des Sor-
tierverfahrens (cutoff) fiir kleine Teilarrays. Wenn wir bei kleinen Teilarrays (Ldnge 15
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oder kleiner) zu Insertionsort wechseln, verbessern wir die Laufzeit einer typischen
Mergesort-Implementierung um 10 bis 15 Prozent (siehe Ubung 2.2.23).

Priifen, ob das Array bereits sortiert ist

Wir kénnen die Laufzeit fiir bereits geordnete Arrays so weit reduzieren, dass sie
linear wird. Dazu miissen wir lediglich einen Test hinzufiigen, um den Aufruf von
merge() zu iiberspringen, wenn a[mid] kleiner gleich a[mid+1] ist. Mit dieser Ande-
rung fiihren wir immer noch alle rekursiven Aufrufe aus, aber die Ausfiihrungszeit fiir
jedes sortierte Teilarray ist linear (siehe Ubung 2.2.8).

Zeit fiir das Kopieren in das Hilfsarray eliminieren

Es ist moglich, den Zeitaufwand zum Kopieren der Elemente in das Hilfsarray zu eli-
minieren (aber nicht den Speicherbedarf!). Der Trick ist, die Sortiermethode zweimal
aufzurufen: Ein Aufruf ibernimmt die Eingabe aus dem gegebenen Array und legt die
sortierte Ausgabe im Hilfsarray ab, der andere Aufruf tibernimmt die Eingabe aus dem
Hilfsarray und legt die sortierte Ausgabe im gegebenen Array ab. Bei diesem Ansatz
konnen wir mit ein wenig rekursiver Trickserei die Aufrufe so hintereinanderschalten,
dass die Berechnung die Rollen von Eingabe- und Hilfsarray auf jeder Ebene tauscht
(siehe Ubung 2.2.11).

Es erscheint uns angebracht, hier noch einmal auf einen Punkt hinzuweisen, der bereits
in Kapitel 1 angesprochen wurde und leicht vergessen wird. Im engeren Kontext behan-
deln wir jeden Algorithmus in diesem Buch so, als wire er ein wichtiger Bestandteil
irgendeiner konkreten Anwendung. Im weiteren Kontext versuchen wir, allgemeine
Aussagen liber den zu empfehlenden Ansatz zu machen. Unsere Diskussion bestimm-
ter Verbesserungen ist jedoch nicht notwendigerweise eine Empfehlung, diese auch zu
implementieren, sondern vielmehr ein Warnhinweis, die Performance der ersten
Implementierungen nicht als absolut und unverdnderlich anzusehen. Stehen Sie vor
einem neuen Problem, verwenden Sie am besten die einfachste Implementierung, die
Thnen zusagt, und iiberarbeiten diese, wenn sie zu einem Engpass wird. Verbesserun-
gen, die die Laufzeit lediglich um einen konstanten Faktor verringern, lohnen sich
sonst nicht. Und denken Sie daran, die Effektivitdt von gezielten Verbesserungen, wie
in den Ubungen immer wieder erwahnt, anhand von Experimenten zu testen.

Im Falle von Mergesort sind die drei gerade genannten Verbesserungen einfach zu
implementieren und interessant, wenn Mergesort das Verfahren der Wahl ist — zum
Beispiel in Situationen, die am Ende dieses Kapitels besprochen werden.
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erstes Teilarray ||I|||||||"|
2weites Teilarray ..|II||"|"
erste Vereinigung |||II|||""I"||""""
il
...|I||"|||
w111
g1 11
_.||||I|”|||
...|||I|||"
_...||||||III|||"|""|
....||I||"||
..|II|||""
......|||||IIII||||"|"|
eictiaite i ... 1111

Ergebnis __......um uu||||||||IIIIIIII||||||||||"|""""""""""""""""""l"l""""""""

Abbildung 2.13: Grafisches Ablaufprotokoll von Top-Down-Mergesort mit einem Wechsel des Sortierverfahrens fiir
kleine Teilarrays

2.2.3 Bottom-Up-Mergesort

Die rekursive Implementierung von Mergesort ist typisch fiir das Algorithmendesign-
Paradigma Teile-und-Herrsche, bei dem wir ein grofes Problem dadurch 16sen, dass
wir es in Teile zerlegen, die Teilprobleme 16sen und dann diese Losungen heranziehen,
um das Gesamtproblem zu 16sen. Auch wenn wir hier davon sprechen, zwei groB3e Teil-
arrays zusammenzufiihren, sind es in Realitdt meistens mehrere winzige Teilarrays.
Eine andere Moglichkeit, Mergesort zu implementieren, besteht darin, die Operationen
so zu organisieren, dass wir im ersten Durchlauf alle winzigen Teilarrays sortiert zusam-

301


https://www.pearson.de/9783863267582

Sortieren

302

menfiihren, dann im zweiten Durchlauf die nun doppelt so groBen Teilarrays paar-
weise sortiert zusammenfassen und so fortfahren, bis im letzten Durchlauf das ganze
Array sortiert ist. Dieses Verfahren bendtigt noch weniger Code als die rekursive Stan-
dardimplementierung. Wir beginnen mit einem Durchlauf, bei dem wir einzelne Ele-
mente, d.h. Teilarrays der GroBe 1, zu sortierten Teilarrays der GréBe 2 zusammen-
fassen (wir bezeichnen dies als 1-mit-1), dann fassen wir in einem weiteren Durchlauf
Teilarrays der GroBe 2 zu sortierten Teilarrays der Grofe 4 zusammen (2-mit-2),
anschlieBfend Teilarrays der GréBe 4 zu sortierten Teilarrays der Grofe 8 (4-mit-4) und
so weiter. In jedem Durchlauf kann bei der letzten Mischoperation das zweite Teil-
array kleiner sein als das erste (was fiir merge() kein Problem darstellt). Davon jedoch
abgesehen sind die Teilarrays bei allen Operationen gleich gro83, sodass sich die GréBe
der zu sortierenden Teilarrays beim nidchsten Durchlauf verdoppelt.

sz=1
.|||I|I|||IIII||||||.|.|.|II.|.I||||II...|||I|
2
bttt ol
all ]ttt
.:IIIIII|||"l".....ulllll"“....|III||||||
-lIII||""""““""I""""....lIIII|""

Abbildung 2.14: Grafisches Ablaufprotokoll von Bottom-Up-Mergesort

Satz H: Bottom-Up-Mergesort benétigt zwischen %2 N'1g N und N 1g N Vergleiche und héchs-
tens 6N 1g N Arrayzugriffe, um ein Array der Lange N zu sortieren.

Beweis: Die Anzahl der Durchlaufe durch das Array ist genau |—lg N _l Fiir jeden Durchlauf ist die
Anzahl der Arrayzugriff genau 6 N und die Anzahl der Vergleiche hochstens N und mindestens N/2.

Wenn die Arrayldnge eine Zweierpotenz ist, werden bei Top-Down- und Bottom-Up-
Mergesort genau die gleichen Vergleiche und Arrayzugriffe ausgefiihrt, nur in anderer
Reihenfolge. Wenn die Arrayldnge keine Zweierpotenz ist, ist die Folge der Vergleiche
und Arrayzugriffe fiir die beiden Algorithmen unterschiedlich (siehe Ubung 2.2.5).

Eine Bottom-Up-Mergesort-Version ist das Verfahren der Wahl zum Sortieren von
Daten in einer verketteten Liste. Stellen Sie sich die Liste als eine Sammlung sortierter
Teillisten der GréBe 1 vor, die Sie dann durchlaufen, um sortierte Teilarrays der GroBe
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2 zu erhalten, dann der Grofe 4 usw. Dieses Verfahren ordnet die Referenzen um, mit
dem Ziel die Liste an Ort und Stelle (in-place) zu sortieren (ohne neue Listenknoten
ZU erzeugen).

Listing 2.11: Bottom-Up-Mergesort

public class MergeBU
{
private static Comparable[] aux; // Hilfsarray fir Vereinigungen

// Den Code filr merge() finden Sie in Listing 2.9.

public static void sort(Comparablel] a)
{ // 1g N Durchldufe von Operationen zur paarweisen Teilarray-
// Zusammenfihrung.
int N = a.length;
aux = new Comparable[N];
for (int sz =1; sz < N; sz = sz+s7) // sz: TeilarraygrdBe
for (int 1o = 0; 1o < N-sz; 1o += sz+sz) // lo: Teilarrayindex
merge(a, lo, lotsz-1, Math.min(lo+sz+sz-1, N-1));

Bei Bottom-Up-Mergesort wird das ganze Array mehrmals durchlaufen, wobei
jeweils Teilarrays der GrofSe sz mit Teilarrays der Grofle sz (sz-mit-sz) sortiert
zusammengefiihrt werden. Angefangen wird mit sz gleich 1, wobei sz bei jedem
Durchlauf verdoppelt wird. Das letzte Teilarray hat die GrofSe sz, jedoch nur, wenn
die ArraygrofSe ein gerades Mehrfaches von sz ist (andererseits ist es kleiner als sz).

a[il
0 1 2 3 4 5 6 7 8 91011 12 13 14 15
sz=1 M E G E 0O RTEXAMP L E
merge(a, 0, 0, 1) E M
merge(a, 2, 2, 3) G R
merge(a, 4, 4, 5) E S
merge(a, 6, 6, 7) 0 R
merge(a, 8, 8, 9) E T
merge(a, 10, 10, 11) A X
merge(a, 12, 12, 13) M P
merge(a, 14, 14, 15) E L
sz=2
merge(a, 0, 1, 3) E G MR
merge(a, 4, 5, 7) E O R S
merge(a, 8, 9, 11) A E T X
merge(a, 12, 13, 15) E L M P
sz=4
merge(a, 0, 3, 7) E E GM O R R S
merge(a, 8, 11, 15) A E E L MPT X
sz=8
merge(a, 0, 7, 15) A EEEEGLMMOUPRIR RSTX

Abbildung 2.15: Ablaufprotokoll der merge ( )-Ergebnisse fiir Bottom-Up-Mergesort
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Beide Ansétze zur Implementierung eines Teile-und-Herrsche-Algorithmus (Top-Down
und Bottom-Up) sind intuitiv verstdndlich. Die Lehre, die Sie aus Mergesort ziehen
konnen, ist, dass Sie, wann immer Sie es mit einem Algorithmus zu tun haben, der auf
einem dieser Ansétze basiert, auch den anderen in Erwdgung ziehen sollten. Wollen
Sie das Problem losen, indem Sie es wie in Merge.sort() in kleinere Probleme zer-
legen (und rekursiv l6sen) oder indem Sie kleinere Losungen wie in MergeBU.sort()
zu groBeren zusammenfassen.

2.2.4 Die Komplexitat des Sortierens

Basierend auf Mergesort konnen wir eine grundlegende Aussage der Komplexitdtstheorie
beweisen, die uns die immanente Schwierigkeit des Sortierens besser verstehen lédsst.
Die Komplexitdtstheorie als solche spielt eine wichtige Rolle fiir den Entwurf von
Algorithmen und da speziell die Aussage, um die es hier geht, fiir den Entwurf von
Sortieralgorithmen von unmittelbarer Bedeutung ist, werden wir hier etwas ausfiihr-
licher darauf eingehen.

Der erste Schritt bei der Komplexitdtsanalyse ist immer das Aufstellen eines Rechen-
modells. Generell versuchen Wissenschaftler, moglichst das einfachste Modell zu ver-
stehen, welches das Problem hinreichend beschreibt. Im Falle des Sortierens unter-
suchen wir die Klasse der vergleichsbasierten Algorithmen, die ihre Entscheidungen
auf der Basis von Schliisselvergleichen treffen. Ein vergleichsbasierter Algorithmus
kann zwischen den Vergleichen beliebig viele Berechnungen durchfiihren; Informatio-
nen iber einen Schliissel erhilt er aber nur, wenn er ihn mit einem anderen Schliissel
vergleicht. Da wir uns hier auf die Comparable-API beschrédnken, fallen alle Algorith-
men dieses Kapitels in diese Klasse (beachten Sie, dass wir die Kosten fiir die Array-
zugriffe nicht berticksichtigen) — wie auch viele andere Algorithmen. In Kapitel 5 wer-
den wir Algorithmen betrachten, die nicht auf Comparable-Elemente beschrankt sind.

e D
Satz I: Kein vergleichsbasierter Sortieralgorithmus kann garantieren, N Elemente mit weniger als
lg(N!) ~ N lg N Vergleichen zu sortieren.

Beweis: Zuerst gehen wir davon aus, dass die Schliissel alle verschieden sind, da jeder Algorith-
mus in der Lage sein muss, solche Eingaben zu sortieren. Dann beschreiben wir die Folge der
Vergleiche mithilfe eines Binarbaums. Jeder Knoten (node) im Baum ist entweder ein Blatt (/eah
@i 1, --- W), das anzeigt, dass der Sortiervorgang abgeschlossen ist und festgestellt wurde,
dass die urspriinglichen Eingaben in der Reihenfolge alig], aliq], ...a[iy.1] geordnet sind,
oder ein /nterner Knoten (internal node) , der einer Vergleichsoperation zwischen a[i] und
a[j] entspricht. Fiir interne Knoten entspricht der linke Teilbaum der Folge von Vergleichen, die
durchlaufen werden, wenn a[i] kleiner ist als a[ j1, und der rechte Teilbaum beschreibt, was
passiert, wenn a[i] groBer ist als a[ j]. Jeder Pfad von der Wurzel zu einem Blatt entspricht der
Folge von Vergleichen, mit der der Algorithmus die im Blatt angegebene Ordnung herstellt.
Betrachten Sie beispielsweise den folgenden Vergleichsbaum fiir N=3:
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Wir konstruieren einen solchen Baum niemals explizit — er ist vielmehr ein mathematisches Hilfs-
mittel, das die von einem Algorithmus verwendeten Vergleiche beschreibt.

Die erste wichtige Beobachtung in diesem Beweis ist, dass der Baum mindestens N\! Blatter haben
muss, da es N! verschiedene Permutationen der N verschiedenen Schliissel gibt. Sind weniger als
N! Blatter vorhanden, dann fehlt eine Permutation von den Blattern und der Algorithmus wiirde
fir diese Permutation fehlschlagen.

Die Anzahl der internen Knoten auf einem Pfad von der Wurzel zu einem Blatt im Baum entspricht
der Anzahl der Vergleiche, die der Algorithmus fiir eine bestimmte Eingabe durchfiihrt. Unser Inte-
resse gilt vor allem der Lange des langsten Pfades im Baum (der sogenannten Baumhdhe), da die-
ser Wert die maximale Anzahl an Vergleichen von dem Algorithmus angibt (der schlimmste Fall).
Nun besagt die Kombinatorik der Binarbiume, dass ein Baum der Héhe h maximal 2" Bltter auf-
weist — man sagt auch, dass ein Baum der Hohe h mit der maximalen Anzahl Blattern perfekt
balanciert oder vollstandigist. Nachfolgend finden Sie ein Beispiel fiir h=4.

ein vollstiindiger Baum jeder andere Baum
der Hohe 4 (grau) hat der Héhe 4 (schwarz)

24 = 16 Blitter hat weniger
\ / als 16 Blatter

Den beiden vorangehenden Absétzen konnen wir entnehmen, dass jeder Sortieralgorithmus, der
auf Vergleichen basiert, einem Vergleichsbaum der Hohe h entspricht mit

N! < Anzahl der Blétter < 2%

mindestens N! Bliitter nicht mehr als 2 Bliitter /

Der Wert von h entspricht exakt der Anzahl der Vergleiche im schlimmsten Fall, sodass wir die bei-
den Seiten dieser Gleichung (zur Basis 2) logarithmieren und die Schlussfolgerung ziehen kénnen,
dass die Anzahl der Vergleiche fiir jeden Algorithmus mindestens 1g N! sein muss. Die Naherung
Ig N! ~ N lg N ergibt sich direkt aus der Stirlingformel fiir die Fakultatsberechnung (siehe
Tabelle 1.64 in Kapitel 7).
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Dieses Ergebnis verrét uns, wie gut ein Sortieralgorithmus tiberhaupt sein kann. Jemand,
der dieses Ergebnis nicht kennt, kénnte vielleicht versucht sein, einen vergleichs-
basierten Sortieralgorithmus zu entwerfen, der fiir den Worst-Case-Fall nur halb so
viele Vergleiche benétigt wie Mergesort. Der Versuch wird allerdings vergeblich sein,
denn die untere Schranke in Satz I besagt, dass es einen solchen Algorithmus nicht
gibt. Dies ist eine klare und extrem starke Aussage, die sich auf jeden nur denkbaren
vergleichsbasierten Algorithmus anwenden lésst.

Satz H besagt, dass Mergesort im schlimmsten Fall ~ N 1g N Vergleiche benétigt. Dieses
Ergebnis ist eine obere Schranke fiir die Komplexitdt des Sortierproblems insofern, als
ein besserer Algorithmus garantieren miisste, mit weniger Vergleichen auszukommen.
Satz I besagt, dass kein Sortieralgorithmus weniger als ~ N lg N Vergleiche garantieren
kann. Es ist eine untere Schranke fiir die Komplexitit des Sortierproblems insofern, als
sogar der bestmdgliche Algorithmus im schlimmsten Fall mindestens so viele Verglei-
che bendtigt. Zusammen laufen die beiden Behauptungen auf Folgendes hinaus:

e D

Satz J: Mergesort ist ein asymptotisch optimaler vergleichshasierter Sortieralgorithmus.

Beweis: Was wir genau mit dieser Aussage meinen, ist, dass sowoh/ die Anzahl der Vergleiche
von Mergesort im schlimmsten Fall und als auch die minimale Anzahl der Vergleiche, die ein ver-
gleichsbasierter Sortieralgorithmus garantieren kann, ~ N 1g N betragt. Dies ist die Kernaussage
der Sgtze Hund /.

- /

Es ist zu beachten, dass wir — ebenso wie das Rechenmodell — genau definieren miissen,
was wir unter einem optimalen Algorithmus verstehen. Wir konnten beispielsweise die
Definition von Optimalitit einengen und darauf beharren, dass ein optimaler Algorith-
mus zum Sortieren genau lg N! Vergleiche benotigt. Wir sehen jedoch davon ab, da wir
fiir groBe N zwischen einem solchen Algorithmus und (beispielsweise) Mergesort keinen
Unterschied feststellen wiirden. Umgekehrt kénnten wir die Definition von Optimalitat
dahingehend erweitern, dass wir jeden Sortieralgorithmus beriicksichtigen, dessen

Anzahl der Vergleiche im schlimmsten Fall innerhalb eines konstanten Faktors von N lg
N liegt. Wir sehen auch hiervon ab, da wir in diesem Fall fiir groBe N einen deutlichen
Unterschied zwischen einem solchen Algorithmus und Mergesort feststellen wiirden.

Die Komplexitdtstheorie mag ziemlich abstrakt wirken, aber sie ist Teil der Grundlagen-
forschung zu den inhérenten Schwierigkeiten, Rechenprobleme zu l6sen, und bedarf als
solche wohl keiner weiteren Rechtfertigung. AuBlerdem wurde festgestellt, dass die
Komplexitétstheorie, wo sie zur Anwendung kommt, Einfluss auf die Entwicklung guter
Software hat. Erstens erlauben gute obere Schranken den Informatikern, Laufzeitgaran-
tien zu formulieren; es gibt viele Belege dafiir, dass schlechtes Laufzeitverhalten darauf
zuriickzufiihren ist, dass ein quadratischer Sortieralgorithmus und kein leicht tiberline-
arer gewdhlt wurde. Zweitens ersparen uns gute untere Schranken die Miihe, nach Mog-
lichkeiten zur Laufzeitverbesserung zu suchen, die nicht erreichbar ist.
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2.2 Mergesort

Aber die Optimalitdt von Mergesort ist nicht das Ende der Fahnenstange und sollte
nicht so verstanden werden, dass wir fiir praktische Anwendungen andere Verfahren
gédnzlich ausschliefen konnen. Das ist ndmlich nicht der Fall, da die Theorie in die-
sem Abschnitt eine Reihe von Beschrankungen aufweist:

B Mergesort ist hinsichtlich des Speicherplatzbedarfs nicht optimal.
B Der schlimmste Fall ist in der Praxis ziemlich unwahrscheinlich.

B AuBer den Vergleichen kénnen noch andere Operationen (z.B. Arrayzugriffe) wich-
tig sein.

B Bestimmte Daten lassen sich sortieren, ohne irgendwelche Vergleiche durchzufiihren.

Aus diesem Grund betrachten wir in diesem Buch auch noch andere Sortierverfahren.
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