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n Differenzialrechnung

4.9 Konvexitat, Konkavitat und Wendepunkte

Sei I ein Intervall und f: I — R. Dann heifst f konvex, wenn fiir a < x < b gilt:

f(b) f(a)

f) = @x— +f(@) .

Gilt statt < die Ungleichung >, so nennen wir f konkav.

konkav

Die geometrische Interpretation von
Konvexitit ist, dass die Sekante durch
(a,f(a)) und (b,f (b)) zwischen a und b
oberhalb des Graphen von f liegt. Bei
konkaven Funktionen liegt die Sekante

unterhalb des Graphen von f. a b a b

Satz 4.11 Es sei I ein offenes Intervall und f: I — R differenzierbar. Dann ist f genau dann
konvex, wenn die Ableitung f’ eine monoton wachsende Funktion ist, und konkav genau
dann, wenn f” eine monoton fallende Funktion ist.

Sei f konvex und a < x < b. Aus der Konvexitit folgt f (x)_f @ f (b)_f @ Durch Ubergang

zum Grenzwert: f/(a) < f (bl);g(”) Auf dhnliche Weise zelgt man £OZF@ (b) f @ < f/(b) und die
Monotonie folgt.

Sei umgekehrt f’ eine monoton wachsende Funktion, 4,b,x € I mita < x < b. Nach dem
Mittelwertsatz gibt es £, p mita < £ <x <7 < bmit

FOS@ _ gy < i SO

X — b—x

Aus diesen Gleichungen folgt durch Auflésen nach f(x), dass f konvex ist.

Es sei f: I — R stetig, I ein Intervall. Man sagt,
dass fiir ¢ € I der Punkt (c,f(c)) ein Wendepunkt
von f ist, wenn es a,b €  mita < ¢ < b gibt, sodass
eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:
fistin (a, ¢) konvex und in (c, b) konkav.
fistin (4, c) konkav und in (c, b) konvex.

Ist f differenzierbar, so bedeutet dies, dass die Tangente an dem Graphen von f in (c,f(c)) den
Graphen durchquert (Wendetangente).
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Aufgaben
( : ) e
Aufgabe 4.48 Lésungen

1. Die Funktion f sei in (a, b) zweimal differenzierbar und hat einen Wendepunkt in c. Zei-
gen Sie, dass f”/(c) = 0.

2. Die Funktion f sei in (a,b) dreimal differenzierbar mit f ® stetig, es sei ¢ € (a,b) mit
F"(c) = 0und f®(c) # 0. Zeigen Sie, dass f in ¢ einen Wendepunkt hat.

3. Zeigen Sie, dass in diesem Fall die Tangente tatséchlich den Graphen , durchquert”.

Aufgabe 4.49 Bestimmen Sie die Wendepunkte der nachfolgenden Funktionen.

1
— 23 -

1. fx)y=x 2. f(x) = T2

3. f(x) = %x—i— Ix 4. f(x) = }lx‘l +x

5. f(x) = (x + 123 — (x—3)%/3 6. f(x)=(x+1)-x7/3

7. f(x) =x/v1—x2—125x/27 8. f(x)=2Jx—-33Yx
9. f(x) = sin(x) 10. f(x)=@2—x)-e™*

1. fx) =28 12, f(x) = (x—1)e

Aufgabe 4.50 Es seif eine auf [a, b] konvexe Funktion und £ € (a, b) mit:

O —f@)
f© = € -0 == + @)

Zeigen Sie, dass f eine lineare Funktion ist.

Aufgabe 4.51 Zeigen Sie, dass f: I — R genau dann konvex (konkav) ist, wenn fiir alle
abelund0 <A, p <1mitd 4+ p =1gilt:

fQa+ pb) < (Z)Af(@) + uf(b).
Tipp: Schreibe x = Aa + ub.

Aufgabe 4.52
1. Zeigen Sie, dass f (x) = In(x) auf (0, co) konkav ist.
2. Seip.q € (1, 00) mit % + % = 1 und x, y positive Zahlen. Zeigen Sie:

eyt <X Y
P 9
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4.10 Kurvendiskussion

Ist eine Funktion f(x) durch eine Formel gegeben, so konnte man als Aufgabe stellen, den
Graphen dieser Funktion zu zeichnen. Obwohl es heutzutage moglich ist, eine solche Aufgabe
von einem Rechner durchfiihren zu lassen, ist es dennoch wichtig, dass man selbst in der
Lage ist, solche Graphen zu zeichnen. Bei einer solchen Kurvendiskussion ist es ratsam, die
nachfolgenden Punkte zu bearbeiten.

Fiir welche x ist die Funktion tiberhaupt definiert?

Bestimmen Sie die eventuellen Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.

Untersuchen Sie, ob die Funktion symmetrisch ist.

Gibt es Asymptoten?

-1

Untersuchen Sie f/(x) und bestimmen Sie, wo die Funktion monoton wachsend bzw.
monoton fallend ist. Gibt es Extremwerte? Wo liegen diese?

Untersuchen Sie f”(x). Wo ist die Funktion konvex, wo konkav? Gibt es Wendepunkte?

Bestimmen Sie den Wertebereich der Funktion.

=]~ o)

Fertigen Sie eine Skizze des Graphen an.

/Beispiel: Wir fithren die Kurvendiskussion fiir f (x) = e~1/%/x durch. Die jeweiligen Berecb
nungen sollten Sie selbst durchfiihren.

Die Funktion ist fiir x # 0 definiert.

Es gibt keine Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.

Es gibt keine offensichtlichen Symmetrien.

[ 4 | x_l)irinoo f(x) = 0. Die Gerade y = 0 ist eine waagerechte Asymptote.

liﬁ; flx) =0, 11%1 f(x) = —oo: x = 0 ist eine senkrechte Asymptote.
X X

1—x
5 NI e~/ Die Funktion ist stren
5 ey 3 g 8 |

monoton fallend fiir x < 0 und x > 1. Sie ist
streng monoton wachsend fiir 0 < x < 1. Sie

hat ein Maximum fiir x = 1. /\
202 —4dx +1
6 | f'(x) = %e_l/x. Dann ist die

5

Funktion konkav fiir x < 0 und 1—%«/5 <x<
1+ %\/E Sie ist konvex fur0 < x <1 — %\/E
und x > 1+ %«/E Wendepunkte gibt es fiir
x=1£1v2.

Der Wertebereich ist (—oo,0) U (0, e™1).

- _ J
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Aufgabe 4.53  Fiihren Sie eine Kurvendiskussion fiir die nachfolgenden Funktionen durch.

LINE

Lésungen

(Manchmal miissen Sie die Wendepunkte nur ndherungsweise finden.)

1. f(x)=x4—4x2
x> +4

3. fx) = o
X2 —4

. f0=

7. fx)=+/3+2x—x

9. f(x) = (x +2)vV4—x2
M. f(x) = e /7
_ In(x)

B S = In?(x) + 1
15. f(x) =xe™

1—x2
1. f) = —
19. f(x) =x7%

21, f(x) = ()
(keine Wendepunkte berechnen)

23. f(x) = e*¢
(keine Wendepunkte berechnen)

X2 +3x + 4
2 IO=na
2x
4. =
f@) = =
X2 +4x -2
S IW="a

8. f(x) = arctan (1 Zxxz)

¥ —2x2
10. f(x) = o
12, f)=e™
X

16. f(x) =xe ™

18. f(x) =4e 2 —4e™™

20. f(x) = @)V
(keine Wendepunkte berechnen)

1+ cos(x)

22. f(x) = T—cos) | 0<x<?2

24 f(x) =x*>—4x +4In(x+1)
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4.11 *Das Newton-Verfahren*

~

Satz 4.12 Es seif: [a,b] — R zweimal differenzierbar mit f”(x) stetig und
1.f(a)-f(b) <0; 2.f(x) # 0und f”(x) # O fiir alle x € [a,]].

Sei xp = a (wenn f(a)f” (a) > 0) und xyp = b (wenn f(a)f"”(a) < 0). Dann definiert
fn—1)
f' (1)

eine Folge (x,), die monoton gegen die Nullstelle ¢ € (a,b)
von f konvergiert. Ist m das Minimum von [f’| und M das
Maximum von |f”| auf [4, b], so gilt

Xn = Xp—1 —

0 < Jxn —cl < 75 (n — xu—1)? -

. J

Wir nehmen im Beweis an, dass f(a) < 0, f/(x) > 0 und f”(x) > O fiir alle x € (a,b),
also xp = b. Nehmen wir induktiv an x,—1 € (c,b]. Da f streng monoton wachsend ist,
ist c die einzige Nullstelle in [a, b], also f(x,—1) > 0 und x,; < x,—1. Definitionsgemaf3 ist
f(xn—1) +f' (xn—1)(xn — xy—1) = 0. Wegen der Taylorformel und der Definition von x,, gibt
esein £ € (xy, X;—1) mit

Fln) = 5" €60 — %01

Es folgt f(x;) > 0, x, > c und die fallende Folge (x;;) konvergiert. Weiterhin

M
fm) < 5 (on = x0-1)%
Wegen des Mittelwertsatzes gibt es ein 1 € (¢, x;) C (c,b) mit

__few—fO _faw _ M
O fm f'(n) ~ 2m

Es folgt aus (4.1) und dem Einschlieffungssatz, dass nll)rgo Xp =c.

(tn — Xn—1)* . 4.1)

@eispiel: Wir betrachten f(x) = x* — 4 auf dem Intervall [1, 2] und xq = 2. Es gilt \
3
Yy = 2x, | +4
—
3xn—1

Wir berechnen deshalb nizherungsweise /4. Es gilt n = 3 und M = 12. In der nachfolgen-
den Tabelle runden wir in jedem Schritt ab. Dies ist nicht schlimm, denn es bleibt x, > ¢

und wir diirfen den abgerundeten Wert als neuen Startwert nehmen.
n 1 2 3 4
Xy 1,666 1,591 1,58740969  1,58740105201527

M =)< 023 0012 2,8-10°5 1,5-10710
2 J
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[ Aufgaben )

Benutzen Sie in den nachfolgenden Aufgaben ein Rechengerit.

Aufgabe 4.54 Finden Sie sechzehn Nachkommastellen der positiven Losungen der Glei-
chung x® — 3% + 3 = 0.

Aufgabe 4.55 Zeigen Sie, dass x3 + 3x + 1 = 0 nur eine reelle Nullstelle hat und benutzen
Sie das Newton-Verfahren, um eine Anndherung dieser Nullstelle zu finden.

Aufgabe 4.56 Finden Sie eine Anniherung von +/10 mithilfe der newtonschen Methode.

Aufgabe 4.57 Berechnen Sie mithilfe der Tangensfunktion sechs Nachkommastellen
von

Aufgabe 4.58 Finden Sie sechs Nachkommastellen der Losung der Gleichung cos(x) = x.

Aufgabe 4.59 Versuchen Sie, mithilfe der newtonschen Methode die Nullstelle von
(x — 1)2 mit Startwert 2 anzundhern. Warum funktioniert das so schlecht?

Aufgabe 4.60 Wenden Sie die newtonsche Methode fiir f(x) = 3.3/x—2 mit Startwert xy = 2
an. Zeichnen Sie ein Bild und erklaren Sie, was passiert.

Aufgabe 4.61 Schreiben Sie ein SAGEMATH-Programm
newton(f,a,n),

welches das Newton-Verfahren umsetzt. Hierbei ist a der Startwert und n die Anzahl der
Iterationen.

i

Lésungen

17
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4.12 *Die komplexe Exponentialfunktion*

In diesem Abschnitt definieren wir e fiir komplexe Zahlen z. Aus

In(1+ ¢
lim M = x folgt lim(1 + tx)l/ ! = ¥ und daraus
t}0 t}0

nli)n;o(l +x/n)" = e*.
Diese Beschreibung verallgemeinern wir. Wir brauchen hierzu den Begriff konvergenter Fol-
gen komplexer Zahlen. Wir sagen, dass eine Folge komplexer Zahlen (z;) = (x4 + iy») gegen
z = x + iy konvergiert genau dann, wenn (x;) gegen x und (y,) gegen y konvergiert. Die
iiblichen Rechenregeln (Aufgabe 4.63) sind giiltig.

. L . zZ\" ..
Satz 413 Furx,y € R und z = x + iy gilt lim_ (1 + ;) = e*- (cos(y) + isin(y)).

Aus (1+ %)n =1+ %|n - (cos(nn - Arg(1 + 2)) + isin(n - Arg(1 + 2))) folgt, dass es reicht
zu zeigen (nehme h = 1/n):

Arg(1 + hz)
g _y

lim |1 + hz|'" = * und lim
h—0 h— h

Man berechnet |1 + hz|? = (1 + hx)? + (hy)? = 1 + 2hx + h*(x? + y?). Es folgt

2052 4 12
In (lim 11+ hz|2/(2h)) - lim In(1 + 2hx + h*(x* 4+ y%)) _
h—0 h—0 2h

(benutze 'Hopital), woraus Ain}) 1+ hz|l/h = e~ folgt.
—>

h-
Es gilt Arg(1 + hz) = arctan (1 " hy ) und daraus mit I"'Hopital:
- X

lim M = lim 1 - arctan (h—y Y
h 1+

—lm—7 .
h—0 h h—0 h- x) h0 ()2 + (1 + hx)? y

n
Fiir z = x + iy € C definieren wir ¢* = lim (1 4F E) .
n—>00 n

Wir zeichnen hier (1 4+ i/n)" fiirn = 1,2, 4, 8, 64. Wir ,sehen”, dass e = _1.

NN
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LINE
. . . Lésungen
Aufgabe 4.62 Zeichnen Sie die folgenden komplexen Zahlen in der komplexen Ebene.
1. el 2. 26 /2
3. & 4. 3%

Aufgabe 4.63 Es seien (z;) und (wy,) konvergente Folgen komplexer Zahlen. Zeigen Sie,
dass (zn + wy) und (z; - wy,) konvergent sind und dass

lim (z;, + wy) = lim z; + lim w, ,
n—00 n—00 n—00

lim (zy -wy) = lim z,- lim wy, .
n—>o0 n—>o00 n—>o0

Aufgabe 4.64 Zeigen Sie die Rechenregel e#tW = o7 . e fiir komplexe Zahlen z, w.

Aufgabe 4.65

1. Zeigen Sie fiir x € R die Gleichungen

eix + e—ix

COoS(X) = ——
() = —

) ix _ e—ix
sim(x) = T
(x) %

iz —iz iz —iz

2. Furz € C definiert man nun cos(z) = % und sin(z) = l. Zeigen Sie:

2i
Fiir komplexe Zahlen z, w gilt:

1. sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)

2. cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)
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LERNZIELE

B Definition des Integrals: Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung
B Partielle Integration und Substitutionsregel
B Partialbruchzerlegung: Integrieren von rationalen Funktionen

B Trapezregel und simpsonsche Regel

O+(f) b

0+(f) f)
a 0-f)

a x h
Istf: [a,b] — R eine stetige Funktion, so sind die Ordinatenmengen
O+(f) ={(x,y):a<x<b, 0<y<f(x)}und
O-(f) ={(x,y)ra<x<b, f(x)<y<0}

beides offene Mengen. Das Integral jub f(x)dx ist nun nichts anderes als die Differenz der Fla-
chen der Ordinatenmengen:

b
[ feodx = @) - w0

Die Bedeutung des Integrals liegt im Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung. Die-
ser besagt, dass die Funktion

F(x) = f f(hdt

differenzierbar ist mit Ableitung F/(x) = f(x). Man nennt F eine Stammfunktion von f. Der
Grund fiir diese Tatsache ist einleuchtend, ohne auf technische Details einzugehen. Aus dem
Bild oben rechts ist ersichtlich, dass

F(x+h) — F(x)

F(x+h) ~ F(x)+h-f(x), also ;in})

Zwei Stammfunktionen auf einem Intervall unterscheiden sich nur durch eine Konstante.!

1 Wenn eine Funktion definiert ist auf zwei Intervallen, wie z. B. f(x) = 1/x, darf die Konstante auf den
jeweiligen Intervallen verschieden sein. So ist fiir jedes Paar (C1, C2) von reellen Zahlen die Funktion

In(x) + C; x>0

o = {]n(—x) +C x<0

eine Stammfunktion von f(x) = 1/x.
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