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I Differenzialrechnung

Die Gleichung df = f'(x)-dx — die wir im mikroskopischen Bereich schon
kennen — hat auch eine makroskopische Interpretation.

. . . A dj . .
Sehen wir uns die Quotienten Ef und % einmal genauer an, wenn wir
Ax = dx kleiner und kleiner werden lassen.

Z’; behélt immer den Wert f°(x) — die Steigung der Tangente — bei, egal
wie groB3 oder klein dx ist. Ganz anders zelgt L an jeder Stelle einen
anderen Wert. Erst wenn Ax = dx null wird, bekommt auch dieser Quo-
tient den Wert f°(x).

DIESER TEIL WIRD
SPATER GEZ0OMT

IN(x, fex)

Wahrend % erst beim Grenzlibergang mit der Ableitung identisch ist,

wenn Ax null wird, sehen wir die Ableitung f’(x) beim Quotienten %

immer, weil wir hier die Tangente betrachten. Das berechtigt uns, %

als Quotienten aufzufassen und die Gleichung %:f'(x) aufzulosen zu

2

Wir kénnen diese Formel verwenden, um eine unbekannte Ableitung
f(x) zu bestimmen.

Wenn es uns gelingt, den linearen Funktionszuwachs df langs der
Tangente durch dx auszudricken oder geometrisch darzustellen, dann
haben wir eine neue Methode zur Herleitung von Ableitungsfunktionen
gefunden, weil der Faktor, der bei dx steht, die Ableitung sein muss.
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Die Ableitung als lineare Néherung

Anhand der Zeichnung bauen wir eine alternative Formel zusammen,
die beim Berechnen von Ableitungen gute Dienste tut. An der Stelle
x + dx kénnen wir den Funktionswert f(x+dx) auf mehrere Arten zu-
sammenflgen:

TIA, DR. KNOW, ES WIRD IMMER EINEN REST
GEBEN,DER UNS TRENNT. H

SCHADE, ABER DIESEN /
KLEINEN WERT KANN MAN

DOCH VERNACHLASSIGEN, ODER?2

ER IST DOCH FAST NULL.

f(xfc{.y'() ==f(x) +A'r= f(x)+ tir+ )REST =
f(x)rf(x) . ch+RE5T“f(") + r(") -dx
t

| resT= af-df
N

= e i
Der letzte Teil der oben zitierten Formel zeigt uns zwei Dinge:

1. Der Rest ist vollig uninteressant, wenn es nur um die Bestim-
mung der Ableitung f’(x) geht, da er hier null wird.

2. Da der Rest = Af — df verschwindet, wenn dx gegen null geht,
kann diese Formel Nachbarwerte von f(x) abschatzen, wenn sie
sich nicht zu weit entfernen, wenn also dx klein bleibt.
Wenn wir etwa f(x) = x2 wahlen, dann gilt nach der binomischen For-
mel fUr (a+b)2=a2+2-a-b + b2

f(x-t-c‘.x) = (x+dx)™= ¢ +2x-dxrdo

Bei dx steht als linearer Zuwachsfaktor die Funktion 2. x — sie ist also
die Ableitung von x2, die wir bereits kennen. Diese Methode zeigt aber,
wie wir sie hatten auch gewinnen kénnen.
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Differenzialrechnung

dx? lasst sich wie folgt deuten.
Wahrend
f(x)-dx=2x"dx

der tangentiale (lineare) Zuwachs bis zur Stelle x + dx ist, zeigen hohere
Potenzen von dx, also z.B.

dx?

den ,krummlinigen” — in diesem Fall den quadratischen — Zuwachs
dx? an. Dieser Teil ist der ,Rest” in unserer vorhergehenden Betrach-
tung.

A FUNKTION
10 + 2
w4 2xdx+rdlxt (x+dx) 174
ds*
a2 xdx
5 J 2xdx
XZ.
; ~—— x+dx |
- 3 4

Wenn wir also auf diese Art die Ableitung einer Funktion finden wollen,
mUssen wir — wie bereits festgestellt — den ,linearen” Zuwachs bestim-
men — also alles, was beim dx steht. Den Rest, also den , krummlini-
gen” Zuwachs — das ist alles was bei (dx)?, (dx)3, ... steht —, durfen wir
einfach ignorieren.
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Die Ableitung des Produktes und des Quotienten

Die Ableitung des Produktes
und des Quotienten

Irgendwo ist immer ein Haken

IGOR?! ICH VERSTEHE DAS NICHT.
IMMER WENN ES SCHWIERIG WIRD,

HAKT ES MEISTENS. UND EBEN DAMIT ES KEINE
MISSVERSTANDNISSE GIBT, HILFT UNS
UNSER FREUND , TRA-FO"MIT
PRODUKT- UND QUOTIENTHAKEN WEITER.

Produkt und Quotient haben es in sich beim Differenzieren. Hier wer-
den die Rechnungen lang und es passieren viele Fehler.

Das Produkt wird beim Ableiten zu einer Summe von Produkten. Beim
Quotienten entsteht im Zahler eine Differenz von Produkten. Hier gibt
es viele Haken, an denen man hangen bleiben kann: die Klammer
um die Summe vergessen, bei der Differenz die Glieder verwechseln,
die Ubersicht verlieren, da so viele Regeln jetzt ineinander greifen ...
Mensch Mathe, hier muss viel trainiert werden!

Zunachst mal eine Erklarung, wie diese Regeln (Haken) entstehen:
Die Produktregel
Wieder leistet die Formel f(x+dx)~ f(x)+ f'(x)-dx wertvolle Dienste,
wenn wir der Ableitung des Produkts zweier Funktionen
F(x) = f(x) - g(x)

auf die Schliche kommen wollen.

8
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I Differenzialrechnung

Wir wenden diese Formel sowohl auf F(x) als auch auf die Faktoren f(x)
und g(x) an. Fir F(x) ergibt die Formel:

F(x+dx)~F(x)+F'(x)-dx
Fur das Produkt F(x) = f(x) - g(x) gilt:
F(x+dx)= f(x+dx)- g(x+dx)=(f(x)+ f'(x)-dx)-(g(x)+ g'(x)-dx)

Nach dem Auflésen des geklammerten Ausdrucks, zeigt uns der Ver-
gleich der beiden Darstellungen Folgendes:

Fx)-g(x)+(f'(x)- g(x) + f(x)- g'(x)-dx+  f'(x)-g'(x)-dx?
-

F(x) F'(x)dx Re st(quadratischerZuwachs)

Der Rest darf als quadratischer Zuwachs (laut Dr. Know) ignoriert wer-
den, wenn es nur um das Bestimmen der Ableitung geht. Diese zeigt
sich namlich — wie wir wissen — als Faktor des linearen dx. Daher gilt:

Fx) =f(x)gx) +flx) g'x)

Ersetzen wir links noch F’(x) durch (f(x)-g(x)), so ergibt sich die Pro-
duktregel der Differenziation:

(f(x)-g(x))'= f'(x)-g(x)+ fx)-g'(x)

In Worten (wenn die Funktionen nicht f und g heiBen): Die
Ableitung eines Produkts ist die Summe der Ableitungen der
Faktoren jeweils multipliziert mit dem undifferenzierten an-

deren Faktor.

Die Quotientenregel
Ein Quotient zweier Funktionen

Jio)
g(x)

kann natirlich auch als Gleichung so geschrieben werden:

£~g=f
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Die Ableitung des Produktes und des Quotienten 8 |
Dieser Trick erleichtert es uns, eine Regel fur die Ableitung des Quoti-
enten zu finden.

Wir differenzieren die Gleichung:

£
g

Werten wir den linken Ausdruck nach der Produktregel aus, so ergibt
sich:

(2] goLgs
g g

Jetzt kdnnen wir den Trick zu Ende bringen. Es ist nur mehr die Glei-
chung aufzuldsen, in der links die Ableitung des Quotienten Ubrig bleibt.
[f] g:f'*ig/Zf gifg
g g g
Jetzt noch auf beiden Seiten durch g dividieren und wir erhalten die
Quotientenregel in der Gblichen Form (wir dirfen durch g divi- ...~
dieren, da der Quotient nur dann definiert ist, wenn der Nenner._.-"' """"""
nicht null ist): {

(Mj _f(%)-g - f(x)-g'(x)
g(x) (g(x)*

4

Produktregell (f(x) g(x))'_f'(x) g(x)+f(x)'gv(x):

zwei Faktoren =f(x)-g(x)- (f(x g(x)) “\‘/
Y @ Y
Produktregel, (f(x)- g(x)-h(x))' = R

drei Faktoren

--------- = f(0)-g(x)-h(x)- (S 1 £, )

)80 )¢
(g(x))*

Ohne Training — Weiterlesen auf eigene Gefahr! Die Haken lassen sich

nur mit Training umgehen. In unseren Aufgaben helfen die Piktogram- H i
me, die Ubersicht zu behalten. Das Training werden wir im folgenden \Q‘:’D}
Beispiel brauchen.
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I Differenzialrechnung

GroBmutter hat keine Filtertiten mehr. Sie schneidet ein rundes Fil-
terblatt (Radius R) ein und lasst den Sektor mit dem Mittelpunkts-
winkel w Uberlappen. Dadurch entsteht ein Papiertrichter in Form
eines Kegelmantels, den sie als Filter verwenden kann.

Wahrend die FlUssigkeit sehr langsam durchsickert, Uberlegt sie:
. Wie viel muss ich Gberlappen bzw. nicht Gberlappen lassen, damit
der Kegel maglichst viel Flussigkeit aufnimmt. Dann kann ich mei-

ne eigenen Filtertten produzieren?”

o

VERDAMMT! KEINE KAFFEEFILTER MEHR. ))

JETZT HEISST ES, DEN MAXIMALWERT
DES FITERKEGELVOLUMENS
ZU ERRECHNEN.

Offensichtlich sucht die GroBmutter einen Maximalwert des Kegelvo-
lumens.

Die Zielfunktion fir dieses Extremwertproblem lautet:
V kegel =%-r2 -m-h

e Da w bzw. x — der Erganzungswinkel auf 2w — unsere Variablen sind,

‘ die die GroBmutter beeinflussen kann, missen wir die Unbekannten r

und h durch w oder — einfacher — durch x ausdriicken. Wir mussen also
Nebenbedingungen finden!
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Die Ableitung des Produktes und des Quotienten

Der Bogen, der zum Winkel x gehort, ist R-x. Dieses Bogenstlck ent-
spricht aber zugleich dem Umfang des Basiskreises des Kegels, also
2-rm=R-x.

_R-x

r=
2.7

Damit ist in einer ersten Nebenbedingung r durch x ausgedriickt.
Wegen

h=+R*-r?

gilt

2 2
h=1/R2—[ﬁj SR 1= .
2T 4.7

Damit ist in einer zweiten Nebenbedingung h durch x dargestellt.

Durch Einsetzen der Nebenbedingungen wird aus der Zielfunktion eine
Funktion mit nur mehr einer Variablen.

R- x? R® x? R?

2
VKegel:%'(Tx] .m-R-.1— 5 :12 x2o 1= - = 2~x2~w/4~n27x2
T 4. ‘T 4. 24-m

Einen Extremwert finden wir, wenn wir zunachst

R3
xt et -t

24.7°

nach x differenzieren. Das ist schon recht komplex — die Sache steckt
voller Haken. Am besten geht es schrittweise und hier helfen Pikto-
gramme. Wichtig ist dabei die richtige Reihenfolge. Und nicht aufge-
ben!

’

V'ix) = { R’ -xz-v4-n2x2J

2412

’

; ! R?

o 2-(x2~ 4.7-52_x2j

Ty 4

:--"V R3 '
= — (xz)’-\/4~rtz—x2 +x2~(\/4-n2—x2)
24-m
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Differenzialrechnung

3

3 N
= R -{Z-xv\/4~n2x2 +x2~(22)]

= 5 [2~x~ 4.1 —x? +x? 122 z')—

24-m

3 1

- R - ~[2~x~\/4~n2—x2 +x2~%~(4~n2—x2)7v(4~n2—x2)’]
24-7

R’ 2 2 2 2 2\-3 2 2

5 -(2~x~ 4-n® —x® +xtL(4nt —x7) (@) - (x )')j

24-m

R’ i
s ~(2~x~v4-n2 —x% +x? %-(4~7‘c2 —xH) ~(—(x2)')j

T

R’ o
= ~(2-x-\/44n2 —x?+x? L4 -x%) ;~(—1)A(x2)'j

T

3
24R 5 ~[2-x-\/4~n2 —x2 +x2-%~(4~n2—x2)7%-(—1)-2~x)

¥
R3. 2

); doNag? o2 %

24-m 4.1% —x*

R® 8-71?-x-3-x°

24-7° V4-n? —x?

Unser Extremwert muss sich unter den Nullstellen von V’(x) finden

lassen.

R? 8-n2-x73-x3_

2412

=0

\/4-n2—x2

Wir kurzen durch die konstanten Faktoren, die vorne stehen, multi-
plizieren die Gleichung mit dem Wurzelausdruck und heben x heraus.
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Die Ableitung des Produktes und des Quotienten 8

x-(8-m*=3-x2)=0

Da bei x =0 mit V =0 nur ein Volumenminimum vorliegen kann, bleibt
als einzige positive Losung:

x:2~n~\/§rad:5,13 rad

Dieser Wert entspricht etwa 294°. Der einzufaltende Winkel ist demnach
360° - 294° = 66°.

Dass dieser Wert ein Volumenmaximum und nicht ein Minimum dar-
stellt, ist geometrisch klar.

Uberlappt man fast alles eventuell mehrfach (hoher, sehr schmaler Ke-
gel), so ist das Volumen sehr klein. Dasselbe gilt, wenn man fast nichts
einfaltet (breiter, sehr flacher Kegel). Dazwischen kann nur ein Maxi-
malwert liegen.

Wer es mathematisch prtfen will, muss 5,13 in die zweite Ableitung
V”(x) einsetzen. Der Wert, der sich ergibt, misste dann negativ sein.

Das maximale Fassungsvermdgen des Filters ist Vi (5,13). Der numeri-
sche Wert betragt 0,403 - R?.
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Kurvendiskussion ganzer
Funktionen

Mathematischer Schonheitswettbewerb

Bei unbekannten Funktionen kénnen wir Gber deren grafischen Verlauf
praktisch nichts aussagen. Wir kénnten einzelne Punkte der Funktion
berechnen und die Kurve durch die Punkte legen. Dabei waren wir nie
sicher, ob sich das Bild der Funktion zwischen den Punkten nicht ganz
anders verhélt als unsere gut gemeinte Schatzung bezlglich des Ver-
laufs zwischen diesen Punkten.

Erst die Differenzialrechnung gibt uns die Mdglichkeit, so typische
Kurvenpunkte festzustellen, dass der Verlauf der Kurve einwandfrei
erforscht werden kann. Diese Detektivarbeit an Kurven nennt man Kur-
vendiskussion.

.. EINMALNUR, MEINE TEUERSTE, A NICHTS LEICHTER ALS
MOCHTE ICH IHRE KURVEN SEHEN, _ DAS, DR. KNOW. SIE
SO WIE MUTTER NATUR SIE MUSSEN SIE EINFACH NUR
GESCHAFFEN HAT. DISKUTIEREN.,

A '//,/,/"/r/-/r B

Am Anfang einer Kurvendiskussionen steht die Frage, ob der definie-
rende Ausdruck Uberall Sinn macht. Es ist der Definitionsbereich zu
bestimmen.
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