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Allgemeine Vektorraume

Satz 3.10 Basis von Py
Wir wollen nun zeigen, dass die Menge

B = (1,X,XZ,X3,...,XH)

eine Basis von P, bildet. Zunéchst stellen wir fest, dass alle Elemente von B Poly-
nome vom Grad hochstens n, also Elemente von P, sind. Wenn wir uns ein beliebi-
ges Polynom p(x) aus P, hernehmen, so hat dieses die Gestalt

p(x) =ao + a1x + apx? + -+ apx™®
mit reellen Zahlen ag, a1, ..., an. Schreiben wir p(x) als
px)=ap-1+a-x+az x>+ +ay-x",
so folgt sofort, dass p(x) eine Linearkombination der Elemente aus B ist. Es gilt also
2 .3

Pn = span {1,x,x*,x°,...,x"} .

Um die lineare Unabhédngigkeit der Vektoren aus B zu zeigen betrachten wir die
Gleichung
Ao 14+ Ax+Asx?+--+A,x" =0,

wobei die rechte Seite das Nullpolynom darstellt. Man beachte, dass die obige Glei-
chung fiir alle x € R gelten muss und die linke Seite ein Polynom n-ten Grades ist:

q(X):A0'1+/\1X+AZX2+...+AHXH.

Nun besagt ein Satz aus der Algebra, dass ein reelles Polynom n-ten Grades hochs-
tens n reelle Nullstellen hat, d.h., es gibt hochstens n reelle Zahlen x4, x2, ..., xp,
die g(x) zu null machen, d. h.

=0 fir x =x;

q(x) :
#0 fir x # x;
Damit trotzdem immer null herauskommt, muss q(x) also das Nullpolynom sein,
d. h., die Koeffizienten Ag, A1, ..., A, miissen alle null sein.
Damit ist auch die lineare Unabhéngigkeit von (1, x, x%,x3,... ,X“) gezeigt, d. h., das

Kriterium (2.a) von Satz 3.7 ist ebenfalls erfiillt und B ist eine Basis von P,, die
auch Standardbasis genannt wird. Zdhlt man die Basisvektoren durch, so folgt fiir
die Dimension von Pp

dimP,=n+1.

N J
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3.4 Anwendung: Funktionenrdaume

Mit diesen Ergebnissen sind wir auch in der Lage zu zeigen, dass der Vektorraum P aller
Polynome unendlichdimensional ist. Wir nehmen das Gegenteil an und fithren diese
Annahme auf einen Widerspruch. Also angenommen, P wire endlichdimensional mit
Dimension gleich k € N. Wir wissen, dass Pp, fiir alle n € N ein Unterraum von P ist,
d. h., es gilt insbesondere

dimP, <dimP.

Nun ist nach den obigen Uberlegungen
dimPr=k+1,

d. h.
dimPy=k+1<dimP =k,

was offensichtlich falsch ist. Also ist P unendlichdimensional.

Funktionenraume

Auch Mengen beliebiger reeller Funktionen kann man in ganz dhnlicher Weise wie die
Polynome mit Vektorraumstrukturen ausstatten.

3.9 Raum der reellen Funktionen
Sei F die Menge aller reellwertigen Funktionen

F ={f: R —> R, f Funktion} .
Definieren wir wie bei den Polynomen die Addition zweier Funktionen f, g durch
(f+8 x) =fx) +gx)
und die skalare Multiplikation durch
AN @) =A1(f x) .

so sind die Ergebnisse wieder reellwertige Funktionen.

Als konkretes Beispiel betrachten wir
f(x) =54 3cosx + 2x

und
gx)=1 + 2x 4 3x2,
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dann folgt

Ff+g x 5+ 3cosx + 2x + 1 + 2x + 3x°2

= 6+4X+3X2+3COSX,

sowie
(3g) (x) = 3 (1 + 2x + 3x%) = 3 + 6x + 9x*.

Die Vektorraumgesetze fiir F sind in natiirlicher Weise erfiillt:
B Der Nullvektor in F ist die Funktion 0, die jedes Element auf null abbildet, d. h., es
gilt
0(x)=0

fiir alle x € R. Denn dann folgt
(f+0)(x)=f(x)+0x) =f(x)+0=f(x).
B Die zu einer Funktion f negative Funktion ist —f, denn
f+ M =@+ (—fx)=fx)—-fx) =0=0(x).

B Der Nachweis der iibrigen Vektorraumgesetze folgt wiederum direkt aus dem fiir die
reellen Zahlen.

Unterraume der reellen Funktionen
Weitere oft benutzte Funktionenrdume, die allesamt Unterrdume von F sind, sind
B die Menge aller stetigen Funktionen
C ={f: R — R, f stetige Funktion} ,
B die Menge aller k-mal stetig differenzierbaren Funktionen
ck = {f: R > R, f k-mal stetig differenzierbare Funktion}
B sowie die Menge aller auf dem Intervall [a, b] integrierbaren Funktionen
L ={f: [a,b] — R, f integrierbare Funktion} .

Die Begriindung dafiir, dass diese Mengen Unterrdume von F sind, liegt darin, dass die
Summen und die Vielfachen solcher Funktionen wieder Elemente der jeweiligen Men-
gen sind.


https://www.pearson.de/9783863267674

3.4 Anwendung: Funktionenrdaume

Lineare Unabhéngigkeit von Funktionen

Wir wollen Funktionen auf lineare Unabhéngigkeit priifen und schauen uns dazu ein
Beispiel an. Sind die Funktionen {sin x, cos x, x cos x} linear unabhéngig? Um das zu
entscheiden, gehen wir von der Gleichung

A1sinx + Az cosx + Asxcosx = 0 (x)

aus, die fiir alle x € R erfiillt sein soll. Wenn wir zeigen konnen, dass diese Gleichung
nur die Lésung
A =X2=A3=0

hat, so sind die Funktionen linear unabhéngig. Als Erstes setzen wir x = 0 in die Glei-
chung ein und erhalten

A1 8in0 +A3 cos0 +A30-cos0=0 = Ay, =0.
—— —— ———
=0 =1 =0

T
FﬁrX:Eergibt sich mit A, =0
T T T
Arsin—4A3 —-cos— =0 = A1 =0.
1 2+ 35 2 1

—— ——
=1 =0

SchlieBlich folgt fiir x = 7 mit A1 =12 =0
Agmcosr =0 = —Agr =0 = A3=0
———
=-1
und insgesamt ist gezeigt, dass die drei Funktionen linear unabhéngig sind.

Lineare Abbildungen

Zwischen zwei Vektorrdumen V und W lassen sich auch lineare Abbildungen definieren.

3.10 Lineare Transformation
Wir nennen eine Abbildung T: V — W linear, wenn folgende Eigenschaften erfiillt
sind:

EW Sind v, w zwei beliebige Vektoren aus V, so folgt
Tv+w)=Tw)+T(w) .
PA Istvaus Vund A € R, so folgt
T(Av) =AT (v) .

Die linearen Abbildungen zwischen Vektorrdumen werden tiblicherweise lineare
Transformationen genannt, bei den Funktionenrdumen oftmals auch Operatoren.
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Lineare Abbildungen zwischen Funktionenrdumen

BB Es sei D: ¢! — F der Differenzialoperator, der jeder differenzierbaren Funktion
f: R — R ihre 1. Ableitung zuordnet, also

D=1

Dann ist D eine lineare Transformation, denn aus der Analysis wissen wir, dass
folgende Beziehungen gelten:

D(f+g = (F+o' =f+g=D()+D(Q
D (Af) AN =Af' =AD(f) .

BM Esseil: £ — R der Integraloperator, der jeder integrierbaren Funktion f: [a,b] —
R das bestimmte Integral iiber [a, b] zuordnet, also

b

1¢) = [ oo dx.

a

Dann ist I eine lineare Transformation, denn aus der Analysis wissen wir, dass
folgende Beziehungen gelten:

b b b

If+g = /(f(x)+g(x))dx=/f(x)dx+/g(x>dx=1<f>+1(g>
b b

I(Af) = /Af(x)dx:k/f(x)dx:)t[(f).

Homogene lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung

Eine Gleichung der Form
V) +ay(x)=0 (3.1)

mit einer reellen differenzierbaren Funktion y € C! und einer reellen Zahl a nennt man
homogene lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung. Eine Lésung von (3.1) ist eine
differenzierbare Funktion y = y (x), die die Gleichung fiir alle Werte von x erfiillt. Sind
V1. V2 zwei Losungen von (3.1), so gilt fiir alle x

Vi@ +an(x) = 0
Vs (%) + ayz (x)

Il
o

144


https://www.pearson.de/9783863267674

3.4 Anwendung: Funktionenrdaume

und daraus mit den Regeln der Differentiation

71+ y2) (x) + a(y1 + y2) (x) = y1 (x) + ay1 (x) +y3 (x) + ayz (x) = 0

=0 =0

sowie

(Ay1)' (0) +a(Ay1) (x) = Ayg (x) + Aay1 (x) = A | yi (x) +ay1 (x) | =0.
—

=0

Das heifit, Summen und Vielfache von Losungen sind wieder Losungen. Es gilt also fol-
gende Aussage.

(Satz 3.11 Die Menge L} aller Losungen von (3.1) ist ein Unterraum von 7. )

Wir wollen eine Basis von L} bestimmen. Dazu wahlen wir eine beliebige Losung y (x)
aus L, und definieren die reelle Funktion z (x) durch

z(x) =y (x)e™.

Wir differenzieren diese Gleichung mit der Produkt- und Kettenregel der Analysis und
erhalten

Zx) = y®e™ +y(x)ae™
= |y ®+ay(x) | =0,
e’
=0

da y (x) eine Losung der Differenzialgleichung ist. Also ist z (x) eine konstante Funktion,
etwa z(x) = ¢ mit einem c aus R. Das bedeutet aber

ax

zx)=c=yxe”™ = y(x)=ce”

Da y (x) ein beliebiges Element der Losungsmenge war, ist jede Lé6sung also ein Vielfa-
ches der Funktion e™®*. Wir erhalten folgendes Resultat.

Satz 3.12 Basis und Dimension der Losungsmenge der Differenzialgleichung
Die Funktion {¢~%*} ist eine Basis der Losungsmenge L} und damit ist die Dimen-
sion von Ly gleich 1.
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Zusammenfassung

B Ein reeller Vektorraum besteht aus einer Menge V, auf der die beiden Operationen
Addition und skalare Multiplikation definiert sind. Diese Operationen miissen acht
Rechengesetze erfiillen.

B Die Menge R” ist ein reeller Vektorraum.

B Ein reeller n-dimensionaler Vektor v wird durch ein geordnetes n-Tupel reeller Zahlen
definiert.

B Spezielle Einheitsvektoren im n-Dimensionalen sind die Koordinateneinheitsvekto-

ren
1 0 0
1 0
e = . , €2 = . sttt ,€p = . ,
0 0 1

die auch kartesische Basisvektoren genannt werden.

B Das Skalarprodukt von n-dimensionalen Vektoren wird durch die Komponenten der
Vektoren berechnet:

u-v=uqvqy + ugvy +---4+ unvp .

B Die Lange eines Vektors v aus dem R” wird durch

V| =+v-v= \/Vf—i—vzz—i—---—i—vﬁ

definiert.
B Zwei vom Nullvektor verschiedene Vektoren u und v heiflen orthogonal zueinander,
wenn
u-v=uvy +ugvy +---+upvy =0
gilt.
B Der Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren u und v wird durch

uivy + Ugvy + -+ + Unpvn

@ = arccos = arccos

ul v Ut @) ()

berechnet.

B Die Projektion eines n-dimensionalen Vektors v auf einen Vektor u wird durch

v-u v-u
Vu=—Fu= (—)u
[u| u-u

definiert.
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Zusammenfassung

Eine Teilmenge U von R™ heifit Unterraum von R”, wenn gilt:

- Sind u, v beliebige Elemente aus U, so ist auch u + v ein Element von U.

— Sind u € U und A € R beliebig gewihlt, so ist auch Au ein Element von U.

Die Menge aller méglichen Linearkombinationen, d. h.
{(VeR™: v=A1vi + AoVva + -+ Anvp, A1, A2,....An €R},

nennt man die von den Vektoren v1, vy, ..., v, aufgespannte Teilmenge von R™.
Die Menge U = Span {v1,Vz,..., vy} ist ein Unterraum von R".
Eine Familie von Vektoren v, vs, ..., v, aus R? heilit
- linear abhéngig, wenn wenigstens einer von ihnen als Linearkombination der
anderen geschrieben werden kann, oder wenn einer von ihnen der Nullvektor 0
ist,

- andernfalls heiBt sie linear unabhédngig.

Fundamental-Lemma: Je n + 1 Vektoren vq,vs,...,vy4+1 aus dem R” sind stets linear
abhéngig.

Eine Menge B von n linear unabhéngigen Vektoren B = {v1,v3,...,v,} aus R" nennt
eine Basis von R” und die Vektoren vq,va, ..., v, Basisvektoren.

Der Raum R™ hat die Dimension n.
Ist B = (v1,V2,...,Vy) eine Basis von R™ und v ein beliebiger Vektor mit der Darstel-
lung
V=A1Vy +A2Vy + -+ Ay,

dann nennt man den Vektor

A

Az

vlp =

An
den Koordinatenvektor von v beziiglich B.
Die Koordinatenvektoren einer Basis sind die kartesischen Einheitsvektoren im R?”.

Die Menge P, aller Polynome vom Grad héchstens n bildet einen Vektorraum.

3,....x") ist eine Basis von Pp.

Die Menge B = (1,x.x% x
Die Menge der reellen Funktionen F kann als Vektorraum aufgefasst werden.

Die Losungsmenge L, der homogenen linearen Differenzialgleichung y’ (x) + ay (x) =
0 bildet einen Unterraum von F.

Die Funktion {¢7%*} ist eine Basis der Losungsmenge Lj, d. h., die Dimension von Lj,
ist gleich 1.
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Lernziele

In diesem Kapitel lernen Sie,

B dass eine m x n-Matrix ein rechteckiges Zahlenschema mit m Zeilen und n
Spalten ist.

wie man Matrizen addiert und mit einer Zahl multipliziert.
dass die Menge der Matrizen die acht Vektorraumgesetze erfiillt.

wie man eine Matrix mit einem Vektor oder mit einer anderen Matrix multipli-
ziert.

welche Rechengesetze die Matrixmultiplikation erfiillt.
was die Transponierte einer Matrix ist.

was symmetrische Matrizen sind.

wie man die Inverse einer Matrix bestimmt.

wie mithilfe der Matrixrechnung lineare Gleichungssysteme gelost werden
konnen.

was der Fundamentalsatz {iber invertierbare Matrizen besagt.

welche Verbindungen es zwischen linearen Transformationen und Matrizen
gibt.

welche Unterrdume durch eine Matrix generiert werden.

dass Basiswechsel mit Matrizen dargestellt werden kénnen.

welche Kriterien zur Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen existieren.

@ o ‘ﬁ?“ R
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Matrix Algebra

Ubersicht

In Kapitel 1 haben wir Koeffizientenmatrizen bei der Darstellung und Losung von
linearen Gleichungssystemen genutzt. Hier behandeln wir Matrizen als selbststdndige
Objekte und untersuchen ihre vielfiltigen algebraischen Eigenschaften. Als Resultate
werden wir z.B. weitere elegante Losungsmethoden fiir Gleichungssysteme erhalten
oder auch Vektoren mit Matrix-Transformationen in andere Vektoren iiberfithren kon-
nen. Matrizen sind aber nicht nur Hilfsmittel fiir andere mathematische Disziplinen
wie z.B. Vektorrechnung oder Differenzialgleichungen, sondern werden in vielen Dis-
ziplinen als Darstellungs- und Modellierungswerkzeuge genutzt, in der Physik z. B. als
Lorentz-Matrizen in der Relativitdtstheorie, in der Technik z. B. als Spannungsmatrizen
oder in der Okonomie z. B. als Konsummatrizen. Wir beginnen mit den grundlegenden
Definitionen.
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