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POTENTIALE

Aufgabe 3.53

In Beispiel 3.8 haben wir das elektrische Feld auBlerhalb eines kugelférmigen Leiters
(mit Radius R) bestimmt, der sich in einem gleichférmigen dufieren Feld Eq befindet.
Losen Sie das Problem mithilfe der Methode der Spiegelladungen und {iiberpriifen
Sie, dass Thr Ergebnis mit Gleichung 3.76 iibereinstimmt.

[Hinweis: Gehen Sie wie in Beispiel 3.2 vor, setzen Sie aber die Ladung —q diame-
tral gegeniiber g. Lassen Sie a — oo gehen und halten Sie (1/47¢g)(2q/a?) = —Eqg
konstant.]

! Aufgabe 3.54

Nehmen Sie an, dass fiir die unendliche rechtwinklige R6hre in Beispiel 3.4 das
Potential am Boden (y = 0) und den beiden Seiten (x = +b) null ist. Das Potential
auf der Oberseite (y = a) ist eine von null verschiedene Konstante Vj. Bestimmen
Sie das Potential innerhalb der Rohre.

[Anmerkung: Dies ist eine Umkehrung von Aufgabe 3.15b. Gehen Sie von einem
Ansatz wie in Beispiel 3.4 aus und verwenden Sie sinusférmige Funktionen fiir y
und hyperbolische fiir x. Es handelt sich um einen uniiblichen Fall, in dem k = 0
enthalten sein muss. Bestimmen Sie zuerst die allgemeine Lésung fiir Gleichung 3.26
mit k = 0.%°]

[Antwort:

(o)
y 2 (—1D)™ cosh(nrx/a) .
Vol=+— .
0 (a + T n;l n cosh(nzb/a) sin(nry/a)
Alternativ erhalten Sie mit sinusférmigen Funktionen in x und hyperbolischen Funk-
tionen in y
2Vo i (—1)" sinh(any)

b o an sinh(apa) cos(apx) mit op=(2n—1)7/2b ]

=1

I Aufgabe 3.55

BN Eine lange Metallrohre mit quadratischem Querschnitt (und Seitenlédnge a) wird
auf drei Seiten geerdet, wihrend die vierte (die vom Rest isoliert ist) auf einem
konstanten Potential Vjy gehalten wird. Bestimmen Sie die Nettoladung pro Ein-
heitsldnge auf der Seite, die Vy gegeniiberliegt.

[Hinweis: Benutzen Sie Thr Resultat aus Aufgabe 3.15 oder 3.54.]

M Eine lange Metallrohre mit kreisformigem Querschnitt (und Radius R) ist (der
Liange nach) in vier gleiche Abschnitte untergliedert. Drei von ihnen sind geer-
det, der vierte wird auf dem konstanten Potential Vi gehalten. Bestimmen Sie
die Nettoladung pro Einheitsldnge auf dem Abschnitt, der Vp gegeniiberliegt.

[Antwort fiir (a) und (b): A = —(egVp/7) In 2]26

25 Eine weitergehende Diskussion finden Sie in S. Hassani, Am. J. Phys. 59, 470 (1991).
26 Hierbei handelt es sich um Spezialfille des Thomson-Lampard-Satzes; siehe J. D. Jackson,
Am. J. Phys. 67, 107 (1999).
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Aufgabe 3.56

Ein idealer elektrischer Dipol befindet sich im Ursprung und zeigt, wie in Abbil-
dung 3.36, in z-Richtung. Eine elektrische Ladung befindet sich anfdnglich in einem
Punkt der x-y-Ebene in Ruhe. Zeigen Sie, dass der Dipol auf einem halbkreisférmi-
gen Bogen vor und zuriick schwingt, als ob er sich auf einem Pendel befinden wiirde,
das im Ursprung aufgehéngt ist.

[Dieses nette Resultat finden Sie bei R. S. Jones, Am. J. Phys. 63, 1042 (1995).]

Aufgabe 3.57

Ein stationdrer elektrischer Dipol p = pZ befinde sich am Ursprung. Eine positive
Punktladung q (Masse m) fiihrt im Feld des Dipols eine Kreisbewegung mit Radius s
bei konstanter Geschwindigkeit aus. Beschreiben Sie die Bahnebene. Bestimmen Sie
die Geschwindigkeit, den Drehimpuls und die Gesamtenergie der Ladung.?’

[Antwort: L = y/qpm/3+/37ep.]

Aufgabe 3.58

Bestimmen Sie die Ladungsdichte o () auf der Oberfldche einer Kugel mit Radius R,
die fiir Punkte auBlerhalb der Kugel das gleiche elektrische Feld hervorruft wie eine
Ladung g beim Punkt a < R auf der z-Achse.

[Antwort: %(R2 — a?)(R? + a® — 2Racos 0)3/2]

27 G. P. Sastry, V. Srinivas und A. V. Madhav, Eur. J. Phys. 17, 275 (1996).
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ELEKTRISCHE FELDER IN MATERIE

4.1 Polarisation

4.1.1 Dielektrika

In diesem Kapitel werden wir uns mit elektrischen Feldern in Materie befassen.
Materie gibt es selbstverstdndlich in vielen verschiedenen Variationen — Festkor-
per, Fliissigkeiten, Gase, Metalle, Holz, Gldser usw. —, und alle diese Substanzen
reagieren in unterschiedlicher Weise auf elektrostatische Felder. Dennoch gehoren
die meisten Objekte des Alltags (zumindest in guter Ndherung) einer von zwei Klas-
sen an: Leiter und Isolatoren (bzw. Dielektrika). Leiter haben wir bereits behandelt.
Es sind Substanzen mit einem ,,unbegrenzten“ Vorrat an Ladungstrdgern, die frei in
der Substanz herumwandern kénnen. In der Praxis bedeutet das iiblicherweise, dass
viele der Elektronen (in einem typischen Metall ein oder zwei pro Atom) nicht an
irgendeinen Atomkern gebunden sind, sondern sich frei bewegen kénnen. In Dielek-
trika sind dagegen alle Ladungen an bestimmte Atome oder Molekiile gebunden. Sie
werden sozusagen an der kurzen Leine gehalten und kénnen sich nur innerhalb des
Atoms oder Molekiil geringfiigig bewegen. Solche mikroskopischen Verschiebungen
haben nicht so drastische Auswirkungen wie die vollstdndige Neuanordnung von
Ladungen in einem Leiter. Der Gesamteffekt aller Bewegungen bestimmt aber das
charakteristische Verhalten dielektrischer Materialien. Im Grunde genommen gibt
es zwei wichtige Wege, durch die elektrische Felder die Ladungsverteilung eines
dielektrischen Atoms oder Molekiils verzerren konnen: Dehnung und Rotation. In
den beiden folgenden Abschnitten werde ich diese Prozesse diskutieren.

4.1.2 Induzierte Dipole

Was geschieht mit einem neutralen Atom, das in ein elektrisches Feld E gebracht
wird? Vermutlich denken Sie zunédchst: ,,Gar nichts — da das Atom nicht geladen ist,
hat das Feld keine Auswirkungen auf das Atom.“ Das stimmt aber nicht. Obwohl
das Atom als Ganzes elektrisch neutral ist, besteht es doch aus einem positiv gelade-
nen Zentrum (dem Kern), der von einer negativ geladenen Elektronenwolke umge-
ben ist. Diese beiden geladenen Gebiete innerhalb des Kerns werden durchaus vom
Feld beeinflusst: Der Kern wird in Richtung des Felds verschoben, die Elektronen
in entgegengesetzter Richtung. Wenn das Feld stark genug ist, kann es das Atom im
Prinzip auseinanderreien und so ,ionisieren” (die Substanz wird dann zu einem
Leiter.) Bei schwiécheren Feldern wird jedoch bald ein Gleichgewicht erreicht, denn
sobald das Zentrum der Elektronenwolke nicht mehr im Kern liegt, entsteht eine
Anziehungskraft zwischen diesen positiven und negativen Ladungen, die das Atom
zusammenhalten. Die beiden entgegengesetzten Kréfte — das Feld E, welches Elek-
tronen und Kern auseinanderzieht, und ihre gegenseitige Anziehungskraft, die sie
zusammenhilt — gleichen sich aus und hinterlassen ein polarisiertes Atom, bei dem
die positive Ladung geringfiigig gegentiber der negativen verschoben ist. Das Atom
weist nun ein winziges Dipolmoment p auf, das in dieselbe Richtung weist wie E.
Ublicherweise ist dieses induzierte Dipolmoment ungefihr dem Feld proportional
(sofern letzteres nicht zu stark ist):

p=cE. (4.1)
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Tabelle 4.1: Atomare Polarisierbarkeit (cz/47 &g in Einheiten von 10~3%m?). Quelle: Handbook of Chemistry and
Physics, 91st ed. (Boca Raton: CRC-Press, Inc. 2010)

H He Li Be C Ne Na Ar K Cs
0,667 0,205 243 5,60 1,76 0,39 24,1 1,64 43,4 59,4

Die Proportionalitdtskonstante wird als atomare Polarisierbarkeit bezeichnet. Thr
Wert hdngt von der genauen Struktur des betrachteten Atoms ab. In Tabelle 4.1 sind
einige experimentell bestimmte atomare Polarisierbarkeiten aufgelistet.

Beispiel 4.1: Atomare Polarisierbarkeit

Nach einem einfachen Modell besteht ein Atom aus einem punktférmigen Kern
(+g), umgeben von einer gleichméBig geladenen kugelférmigen Wolke (—q) mit
Radius a (Abbildung 4.1). Berechnen Sie die atomare Polarisierbarkeit eines sol-
chen Atoms.

Losung:

In Anwesenheit eines duferen Felds E wird der Kern, wie in Abbildung 4.2
dargestellt, geringfiigig nach rechts verschoben, die Elektronenwolke hingegen
nach links. (Weil die tatsdchlichen Verschiebungen, wie Sie in Aufgabe 4.1 noch
feststellen werden, extrem klein sind, diirfen wir annehmen, dass die Elektro-
nenwolke ihre Kugelform beibehilt.) Nehmen wir an, das Gleichgewicht wird
erreicht, sobald der Kern gegeniiber dem Kugelmittelpunkt um den Abstand d
verschoben ist. An diesem Punkt gleicht das dulere Feld, das den Kern nach
rechts verschiebt, genau das innere Feld aus, das ihn nach links verschiebt:
E = E,. Dabei ist E¢ das von der Elektronenwolke hervorgerufene Feld. Nun
betrégt das Feld in der Entfernung d vom Mittelpunkt einer gleichméBig gelade-
nen Kugel (gemil Aufgabe 2.12)

1 qd
7 4meg ad
+ / 4
q —9
—61/ +q
—q E
Abbildung 4.1 Abbildung 4.2

Im Gleichgewicht ist daher:

1 qd
" 4meg a3’

oder p=gqd= (4n80a3) E.
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Beispiel 4.1 (Fortsetzung)

Die atomare Polarisierbarkeit ist somit
o= 4nsoa3 = 3¢qu, (4.2)
wobei v das Volumen des Atoms darstellt. Obwohl dieses Atommodell ziemlich

grob ist, ist das Ergebnis (Gleichung 4.2) gar nicht so schlecht — fiir viele einfache
Atome ist es bis auf einen Faktor von etwa vier genau. )

Bei Molekiilen ist die Situation nicht ganz so einfach, weil sie sich oft in man-
che Richtungen einfacher polarisieren lassen als in andere. Kohlendioxid (Abbil-
dung 4.3) hat beispielsweise eine Polarisierbarkeit von 4,5 - 10402 m/N, sofern
das Feld in Richtung der Molekiilachse liegt, aber nur 2 - 107#0C2 m/N bei Feldern
senkrecht dazu. Steht das Feld in irgendeinem Winkel zur Achse, miissen Sie es in
eine parallele und eine senkrechte Komponente aufteilen und jede mit der entspre-
chenden Polarisierbarkeit multiplizieren:

p=olE| +oE.

In diesem Fall muss das induzierte Dipolmoment nicht einmal in derselben Richtung
wie E verlaufen. Dariiber hinaus ist CO3 fiir ein Molekiil relativ einfach gebaut, da
sich die Atome in einer geraden Linie anordnen. Bei einem voéllig asymmetrischen
Molekiil wird Gleichung 4.1 durch die allgemeingiiltigste Beziehung zwischen E und
p ersetzt:

DPx = axxEx + axyEy + axzE;
Py = ayxEx + ayyEy + ayzE;
Pz = dzxEx + azyEy + azzE; (4.3)

Diese Gruppe der neun Konstanten «;; bildet den Polarisationstensor des Molekiils.
Ihre tatsdchlichen Werte hdngen nur von der Orientierung der von Ihnen gewéhlten
Achsen ab. Allerdings ist es immer mdglich, ,,Haupt“achsen so zu wiéhlen, dass alle
Terme abseits der Diagonalen (axy, azx, usw.) verschwinden, sodass nur noch drei
von null verschiedene Polarisierbarkeiten iibrig bleiben, ndmlich axx, ayy, und azz.

Abbildung 4.3
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Ein Wasserstoffatom (dessen Bohr’scher Radius etwa ein halbes Angstrém be-
trdgt), befindet sich zwischen zwei Metallplatten, deren Abstand 1 mm betrdgt
und die mit den Klemmen einer 500-V-Batterie verbunden sind. Welchem Anteil
des Atomradius entspricht in etwa der Betrag der Verschiebung d? Bestimmen
Sie die Spannung, die bei dieser Anordnung notwendig wére, um das Atom zu
ionisieren.

[Benutzen Sie die a-Werte aus Tabelle 4.1. Moral: Selbst auf atomarer Ebene
betrachten wir hier nur winzigste Verschiebungen.]

GemédB der Quantenmechanik besitzt die Elektronenwolke eines Wasserstoff-
atoms im Grundzustand die Ladungsdichte

p(T) — is e—Zr/a .
Ta

Hierbei ist g die Elektronenladung, und a ist der Bohr’sche Radius. Bestimmen
Sie die atomare Polarisierbarkeit dieses Atoms.

[Hinweis: Bestimmen Sie zuerst das elektrische Feld Eg(r) der Elektronenwolke
und entwickeln Sie danach den Exponentialterm unter der Annahme r < a.
Einen anspruchsvolleren Ansatz enthdlt W. A. Bowers, Am. J. Phys. 54, 347
(1986).]

Nach Gleichung 4.1 ist das induzierte Dipolmoment eines Atoms proportional
zum &duleren Feld. Dies ist allerdings nur ,,Pi mal Daumen“ und keineswegs ein
grundlegendes Gesetz. Zumindest theoretisch lassen sich einfach Ausnahmen
konstruieren. Nehmen Sie beispielsweise an, die Ladungsdichte der Elektronen-
wolke wire bis zu einem Radius R proportional zur Entfernung vom Zentrum.
Zu welcher Potenz von E wiére p in diesem Fall proportional? Bestimmen Sie
die Bedingung fiir p(r), damit Gleichung 4.1 auch im Grenzfall schwacher Fel-
der gilt.

Eine Punktladung g befindet sich in groBler Entfernung r von einem neutralen
Atom mit Polarisierbarkeit «. Bestimmen Sie die zwischen ihnen herrschende
Anziehungskraft.

4.1.3 Ausrichtung polarer Molekiile

Das in Abschnitt 4.1.2 diskutierte neutrale Atom hat zu Beginn kein Dipolmoment —
p wurde durch das angelegte Feld induziert. Einige Molekiile besitzen jedoch von
vornherein ein permanentes Dipolmoment. Im Wassermolekiil tendieren die Elektro-
nen beispielsweise dazu, sich um das Sauerstoffatom anzusammeln (Abbildung 4.4).
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Abbildung 4.4 Abbildung 4.5

Da das Molekiil einen Winkel von 105° aufweist, verursacht dies eine negative La-
dung am Knickpunkt und eine positive Nettoladung am entgegengesetzten Ende.
(Das Dipolmoment von Wasser ist ungewdhnlich groB und betrigt 6,1 -10730C - m.
Darauf beruht {ibrigens seine hohe Effizienz als Losungsmittel.) Was geschieht, wenn
derartige Molekiile (man bezeichnet sie als polare Molekiile) in ein elektrisches Feld
gebracht werden?

Ist das Feld gleichmaéBig, dann gleicht die Kraft F; = gE auf das positive Ende genau
die Kraft F—~ = —qE auf das negative Ende aus (Abbildung 4.5). Allerdings entsteht
ein Drehmoment:

N=(ry xFy)+ (- xF-)
= [(d/2) x (gB)] + [(—d/2) x (—qE)]
=qd xE.

Daher erfdhrt ein Dipol p = gd in einem gleichférmigen Feld E das Drehmoment

N=pxE. (4.4)
Beachten Sie, dass N so ausgerichtet ist, dass p parallel zu E ausgerichtet wird. Ein
polares Molekiil, das frei rotieren kann, dreht sich solange, bis es in Richtung des
angelegten Felds weist.

Ist das Feld nicht gleichformig, sodass F die Kraft F— nicht genau ausgleicht, wirkt
neben dem Drehmoment auch noch eine Nettokraft auf den Dipol. Natiirlich muss
sich E ganz plétzlich dndern, damit eine signifikante Verdnderung iiber den Raum
eines Molekiils auftritt, daher ist das iiblicherweise kein Thema bei der Diskussion
von Dielektrika. Dennoch ist die Formel der Kraft auf einen Dipol in einem ungleich-
formigen Feld interessant:

F=Fy+F_=q(E4f —E_)=q(AE).

Hierin steht AE fiir den Unterschied des Felds am positiven und am negativen Ende.
Unter der Annahme, dass der Dipol besonders kurz ist, kénnen wir die kleine Ande-
rung in Ex mithilfe von Gleichung 1.35 abschétzen, wobei gleichartige Formeln fiir
Ey und E; gelten:

AEy = (VEy)-d.
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Kompakt ausgedriickt lautet dies
AE=(d-V)E

und daher?
F=(p-V)E. (4.5)

Fir einen ,perfekten” Dipol infinitesimaler Linge liefert Gleichung 4.4 auch bei
einem ungleichméBigen Feld das Drehmoment um das Zentrum des Dipols. Beziig-
lich irgendeines anderen Punkts lautet das Drehmoment

N=pxE)+(@xF).

In Abbildung 4.6 sind p1 und p2 (perfekte) Dipole im Abstand r. Welches Dreh-
moment {ibt p2 auf p; aus? Welches Drehmoment iibt p4 auf py aus?

[In beiden Fillen suche ich das Drehmoment auf den Dipol um sein eigenes
Zentrum. Falls Sie sich daran storen, dass die Antworten nicht gleich und ent-
gegengesetzt sind, dann betrachten Sie Aufgabe 4.29.]

Abbildung 4.6

Ein (perfekter) Dipol p befindet sich in der Entfernung z oberhalb einer unendli-
chen geerdeten leitenden Ebene (Abbildung 4.7). Der Dipol bildet einen Winkel 6
mit der Ebenennormalen. Bestimmen Sie das Drehmoment auf p. In welcher Ori-
entierung wird der Dipol zur Ruhe kommen, wenn er frei rotieren kann?

0
p

Abbildung 4.7

Zeigen Sie, dass die Energie eines idealen Dipols p in einem elektrischen Feld E
durch

U=-p-E (4.6)
gegeben ist.

1 In diesem Kontext kann Gleichung 4.5 einfacher als F = V (p - E) geschrieben werden.
Allerdings ist es einfacher bei (p - V)E zu bleiben, weil wir die Formel auch auf Materialien
anwenden, in denen das Dipolmoment (pro Einheitsvolumen) selbst eine Funktion der Posi-
tion ist; dieser zweite Ausdruck wiirde dann (fdlschlicherweise) nahelegen, dass p ebenfalls
differenziert werden muss.
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Zeigen Sie, dass die Wechselwirkungsenergie zweier Dipole, die sich in der Ent-
fernung r voneinander befinden,

1

1 A A
U= freg 3 [P17P2=3(01-D) (p2-D)] (4.7)

betréagt.
[Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 4.7 und Gleichung 3.104.]

Ein Dipol p befindet sich in der Entfernung r von einer Punktladung q und ist so
orientiert, dass p einen Winkel 6 mit dem Vektor r einschlieft, der von g nach p
verlduft.

BN Welche Kraft wirkt auf p?
Il Welche Kraft wirkt auf q?

4.1.4 Polarisation

In den beiden vorangegangenen Abschnitten haben wir den Effekt eines duBeren
elektrischen Felds auf ein einzelnes Atom oder Molekiil untersucht. Wir sind nun
also in der Lage, unsere urspriingliche Frage (qualitativ) zu beantworten: Was ge-
schieht mit einem dielektrischen Material, wenn es in ein elektrisches Feld einge-
bracht wird? Besteht das Material aus neutralen Atomen (oder unpolaren Molekii-
len), induziert das Feld in jedem ein winziges Dipolmoment, das in dieselbe Rich-
tung wie das Feld zeigt.> Besteht das Material aus polaren Molekiilen, erfihrt jeder
permanente Dipol ein Drehmoment, der es in Richtung des Felds ausrichten will.
(Zufdllige thermische Bewegungen storen diesen Prozess, daher ist die Ausrichtung,
insbesondere bei hohen Temperaturen, niemals vollstdndig und verschwindet prak-
tisch sofort, nachdem das Feld entfernt wird.)

Beachten Sie, dass diese beiden Mechanismen zum gleichen grundlegenden Ergebnis
fiihren: Eine Unzahl kleiner Dipole, die alle in dieselbe Richtung zeigen wie das
Feld — das Material wird polarisiert. Ein praktisches Maf} dieses Effekts ist

P = Dipolmoment pro Einheitsvolumen,

das als Polarisation bezeichnet wird. Von nun an werden wir uns nicht sonder-
lich darum kiimmern, wie die Polarisation entstanden ist. Ubrigens sind die beiden
beschriebenen Mechanismen nicht ganz so eindeutig voneinander getrennt, wie ich
es dargestellt habe. Selbst in polaren Molekiilen gibt es eine gewisse Polarisation

2 In asymmetrischen Molekiilen muss das induzierte Dipolmoment nicht parallel zum Feld
sein. Sind die Molekiile aber statistisch zufillig verteilt, mitteln sich die senkrechten Anteile
heraus. Innerhalb eines einzelnen Kristalls sind die Orientierungen jedoch definitiv nicht
zufillig verteilt, und wir miissten diesen Fall neu betrachten.
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